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Introduccion

La investigacion pretende potenciar en estudiantes de grado décimo de la Institucion
Educativa Rafael Reyes de Santa Rosa de Viterbo-Boyaca (IERRSRVB) la competencia
resolucion de problemas relacionados con sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2, por medio de
la articulacion de las actividades cognitivas de formacién, tratamiento y conversién de los
registros de representacion semiotica, teniendo en cuenta que el objeto matematico “sistemas de
ecuaciones” es accesible a través de sus diferentes representaciones. Se hizo un recorrido
historico sobre la Semidtica, hasta llegar a Raymon Duval (1999) que proporciona el marco
tedrico adecuado para solucionar la problemética planteada, también se tuvo en cuenta los
aportes de Bruno D’ Amore (2005 y 2006) entre otros, para resolucién de problemas se utilizé la
heuristica de Polya (1965).

Para el logro de los objetivos especificos de esta investigacion se realizd un cuestionario
diagndstico, un analisis del texto guia utilizado para orientar la temética en la Institucion, ademas
se disefid actividades, teniendo en cuenta la formacién, tratamiento y conversién de los registros
de representacion semiotica, para su posterior aplicacion. Respecto a la conversion, se articul6
los siguientes registros: del grafico al tabular, del tabular al algebraico, del grafico al algebraico,
del verbal al algebraico, del algebraico al tabular, del tabular al grafico, del verbal al grafico, del
grafico al algebraico, que son prioritarios en los niveles de la Educacion Media. Por ultimo,
validar cada una de las actividades tanto para solucionar la probleméatica y como guia para el
docente al momento de abordar el tema de sistemas de ecuaciones lineales 2 X 2 en grado

noveno de la educacién basica secundaria. El enfoque de investigacion que se utilizd es de tipo



mixta, con predominio cualitativo, la cual se basé en las cuatro fases que propone Artigue (1995)
de la ingenieria didactica.

Planteamiento del problema

La actividad matemética de resolucion de problemas relacionados con sistemas de
ecuaciones lineales 2 x 2 hace parte del pensamiento variacional, y de los sistemas algebraicos
y analiticos, establecidos en los Estandares Basicos de Competencias Matematicas (2006)
propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998). Estos sistemas se consideran
de gran importancia en la formacion matematica en grado noveno de la educacion bésica
secundaria y por ende se contemplan en el plan de estudios de la IERRSRVB.

Durante el proceso de formacion matemética en los niveles de educacion media, los
estudiantes presentan dificultad para resolver problemas que requieren plantear un sistema de
ecuaciones lineales 2 x 2, en su mayoria no muestran la conversion de un registro de
representacion a otro, y “se ha probado que cambiar la forma de una representacion es, para
muchos alumnos de los diferentes niveles de ensefianza, una operacion dificil e incluso en
ocasiones imposible” (Duval, 1999, p.28).

Otra de las dificultades es encontrar la solucién a un sistema cuando utilizan métodos
algebraicos, no hacen tratamientos a las ecuaciones lineales que lo conforman y pocas veces
acuden al método grafico para encontrar la solucion, de acuerdo con Ramirez (1997) “no
efectlian la representacion y resolucion grafica de un sistema de ecuaciones lineales, dandole un
estatus inframatematico a este registro de representacion” (citado en Segura, 2004, p.52). Sin
embargo, Pérez (1998) dice que “no realizan en forma correcta el pasaje del registro verbal al

algebraico de un problema que involucre un sistema de ecuaciones lineales y recurren pocas



veces al pasaje del registro grafico al algebraico para resolver un sistema de ecuaciones lineales”
(citado en Segura, 2004, p .52). Rivera (2010) afirma “que los estudiantes presentan deficiencia
al momento de plantear el sistema de ecuaciones y definir en variables” (p.14). Esto manifiesta
que no hay una comprensién integral del objeto matematico sistema de ecuaciones lineales 2 x 2,
de acuerdo con Garcia (2014):
Existe un salto en la ensefianza del concepto SEL 2 x 2 (sistema de ecuaciones lineales 2 x 2), ya que
se parte del saber actual, que se presenta mediante el modelo algebraico, sin desconocer en este
lenguaje su gran importancia como herramienta para la resolucion de diferentes tipos de problemas,
pero que genera dificultades en la interpretacion y falta de significacion en el estudiante, cuando no se
articula con otros lenguajes en la resolucién de problemas (p.23-24).
Por lo tanto, Duval (1999) afirma:
La conversion de las representaciones semidticas constituye la actividad cognitiva menos espontanea y
mas dificil de adquirir para la mayoria de los alumnos. No s6lo el cambio de registros ocasiona
obstaculos que son independientes de la complejidad del campo conceptual en el que se trabaja;
también con mucha frecuencia, la ausencia de coordinacion entre los diferentes registros genera un
obstaculo para los aprendizajes conceptuales (p. 46).

Finalmente, existe una disociacion entre los diferentes registros de representacion semidtica
en los procesos de ensefianza y aprendizaje del tema resolucion de problemas relacionados con
sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2, es por esto, conduce a presentar dificultades en las
actividades cognitivas de formacion, tratamiento y conversién de los registros.

Para los estudiantes de grado 10° de la IERRSRVB una vez visto el tema en el grado anterior
no son ajenos a esta problemética y por tal motivo se plantea la siguiente pregunta de

investigacion. ¢Como las actividades cognitivas de formacion, tratamiento y conversion de los



registros de representacion semiotico fortalecen la competencia de resolucién de problemas
relacionados con el objeto matematico sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2 ?

A continuacion se presentan las preguntas de menor alcance.

¢Qué registros de representacion semidtica utiliza un libro guia para desarrollar el tema
sistema de ecuaciones lineales 2 x 2?

¢ Cuales actividades cognitivas de tratamiento y conversion de los registros de representacion
semidtica manejan los estudiantes del grado décimo de la IERRSRVB respecto al objeto
matematico sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2?

¢ Qué actividades permiten al estudiante de grado décimo de la IERRSRVB articular registros
de representacién en la resolucion de problemas, relacionados con sistemas de ecuaciones
lineales 2 x 2?

¢A cuédl método y representacion acude los estudiantes de grado décimo de la IERRSRVB
para solucionar un problema relacionado con el objeto matematico sistemas de ecuaciones

lineales 2 x 2?



Objetivos

Objetivo general

Analizar las actividades cognitivas (formacion, tratamiento y conversion) de los registros de
presentacion semidtica en la resolucion de problemas que involucran sistemas de ecuaciones
lineales 2 x 2, en estudiantes de grado décimo de la IERRSRVB.

Objetivos especificos

Identificar los registros de representacion semiética que se encuentran en un libro guia para
presentar el tema sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2.

Determinar las actividades cognitivas tratamiento y conversién de los registros de
representacion semidtica que manejan los estudiantes de grado décimo de la IERRSRVB en
torno al objeto matematico sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2.

Analizar la solucién de problemas relacionados con sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2
propuesta por los estudiantes de grado décimo de la IERRSRVB, cuando se articulan las
actividades cognitivas de los registros de representacion semiética, en el disefio y aplicacion de
actividades.

Identificar el método y las representaciones que utilizan los estudiantes de grado déecimo de
la IERRSRVB, para la solucion de un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 , cuando participen

de las actividades disefiadas para tal fin.



Justificacion

La problematica surge de la experiencia en la educacion media donde los estudiantes tienen
que solucionar problemas que implican plantear sistemas de ecuaciones lineales, desde diferentes
registros de representacion semidtica, para luego solucionarlo por algun método algebraico
como: eliminacidn, sustitucién, igualacion, determinantes o0 método grafico; algunos no plantean
el sistema de ecuaciones correctamente porque hay dificultad en la conversién entre registros, y
de acuerdo con Duval (2006) “jLa conversion de representacion semidtica aparece a menudo
como un truco que no puede ser bien aprendido y que no es ensefiado!” (p.149). Esta dificultad,
se presenta por la falta de dominio sobre los conceptos previos, como: despejar ecuaciones,
diferenciar una ecuacion implicita de una explicita, construir una tabla de valores y graficar
ecuaciones lineales, esto impide llevar a cabo la formacion matematica de cada educando. De
acuerdo con Guzméan (1990) citado en Segura (2004) “algunos libros de texto y algunos
profesores apuntan al desarrollo algoritmico, no trabajan los pasajes del registro algebraico al
verbal, ni del gréfico al algebraico” (p.52).

Esta investigacion da a conocer el manejo adecuado de la articulacion de algunos registros de
representacion semiotica bajo las actividades cognitivas de formacion, tratamiento y conversion,
mediante el disefio y validacion de actividades; con la finalidad de solucionar la problematica, y
que sean de apoyo en el aula para favorecer y facilitar la resolucion de problemas relacionados

con sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2. Segun Ibarrada, Bravo, Grigalda (2000-2001) el “uso



de los registros de representacion semidtica, ha fortalecido el aprendizaje de la matematica y
favorece su ensefianza cuando se proponen actividades didacticas donde se tenga que utilizar y
articular estos registros” (p.108). D’ Amore (2006) plantea:
No es suficiente que exista un desarrollo de cada registro; la coordinacion de los diferentes registros de
los que el sujeto dispone o que la ensefianza se esfuerza que los adquiera (por ejemplo, el de la
escritura algebraica) requiere de cualquier manera su coordinacion (...). En todo caso, la coordinacion
de registros es la condicion para una diferenciacién real entre los objetos matematicos y su

representacion (p. 274).



Marco referencial

Antecedentes internacionales

Inicialmente, en Figueroa (2013) en su trabajo de maestria, desarrollado en la Pontificia
Universidad Catdlica del Per(, tiene como objetivo el disefio de una propuesta didactica
orientada al fortalecimiento de las habilidades de resolucion de problemas relacionados a
sistemas de ecuaciones lineales con dos variables. La metodologia utilizada fue la ingenieria
did4ctica, teniendo en cuenta las cuatro fases: analisis preliminar, concepcion y analisis a priori,
experimental, andlisis a posteriori y validacion, su muestra estuvo conformada por 15 estudiantes
de cuarto afio de secundaria con edades de 14 y 15 afios. Como instrumentos utilizé una
evaluacion denominada exploracion académica y cinco secuencias didacticas. En esta
investigacion se concluyo que las situaciones disefiadas contribuyeron a: consolidar aprendizajes
y estimular en los alumnos la habilidad de crear problemas relativos a sistema de ecuaciones
lineales con dos variables, donde el reto de proponer situaciones llevé a una mejor comprension
del uso de este objeto matematico.

Un segundo estudio realizado por Marroquin (2009), pretendié explorar sobre la concepcion,
comprension y la habilidad matematica que tienen los estudiantes de Ingenieria Agroindustrial,
respecto al concepto de ecuaciones lineales en dos variables, basados en los procesos de
visualizacion y registros de representacion del objeto. La metodologia de investigacion es de tipo
cualitativa a nivel experimental, donde la poblacion y muestra fueron estudiantes de primer
semestre de Ingenieria Agroindustrial entre las edades de 18 a 20 afios. Para realizar la

recoleccion de datos se usaron tres tipos de instrumentos: un cuestionario diagnostico, una serie



de secuencias de actividades problematicas y registros con camara filmadoras que muestre las
actividades de accion, formulacion y validacion de la secuencia didactica.

Se concluyd que las respuestas de los estudiantes en la medida que las tareas fueron
desarrolladas, muestran que tienen idea intuitiva sobre el concepto de ecuaciones lineales con
dos variables, llevandolos a pensar que el objeto matemético es una expresion de nimeros y
letras, el cual seria coherente si se articula lo expresado en registro verbal, con expresiones
algebraicas y su grafica. Esta es la razon por la cual el estudiante utiliza un proceso enfatizando
en la instruccién algebraica, evitando que piense en el desarrollo conceptual, que le permita
construir representaciones semidticas para la resolucion de problemas, tanto personales como
facilitar la comunicacion a otros. Ademas, los estudiantes no muestran claridad y seguridad en la
conversion del registro grafico al algebraico esto indica la falta de coordinacién que el alumno
tiene sobre estos registros. Sin embargo, manifiestan su preferencia por las representaciones
algebraicas proporcionando un camino para la resolucion de problemas.

Un articulo publicado por Segura (2004), tiene como propésito el disefio y aplicaciéon de una
secuencia de ensefianza, que facilite el aprendizaje y solucion de los sistemas de ecuaciones
lineales. La metodologia utilizada fue la Ingenieria Didactica, que se caracterizd por tener un
esquema experimental basado en las realizaciones didacticas. En este proceso se distinguen cinco
fases: analisis preliminar, concepcion y analisis a priori, experimentacion, andlisis a posteriori, y
confrontacién interna de anélisis a priori y posteriori, se disefié una secuencia didactica como
instrumento para recolectar informacion.

Dentro de las conclusiones se tiene que: la metodologia de la Ingenieria Didactica, es un

primer paso como modelo para investigaciones posteriores proponiendo otras secuencias que
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conlleven al alumno a resolver sistematicamente un sistema de ecuaciones lineales, que le
permite desarrollar comportamientos matematicos y cognitivos.

Otra es respecto al reconocimiento del objeto de ecuaciones lineales, dadas en forma
algebraica, se trabajé con tres registros facilitando al estudiante que identifique al objeto,
teniendo en cuenta que se utilizan distintas formas de simbolizarlo.

Antecedentes nacionales

El estudio realizado por Alzate (2018) en la Universidad Nacional de Colombia Sede
Medellin, tenia como finalidad disefiar una estrategia didactica mediada por las TIC para el
fortalecimiento del proceso de la representacién simbdlica de situaciones problema que
involucran los sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2, en el grado 9° de la I. E. Manuel Uribe
Angel. La metodologia utilizada es la investigacion accion educativa, siguiendo cuatro fases, la
primera es realizar un diagnostico, la segunda es establecer un plan de accion, la tercera buscar
poner en préctica el plan de accidn; por ultimo, es la reflexion de lo observado.

Los instrumentos de recoleccion de informacion fueron disefiados con base en las fases antes
mencionadas y son: una prueba diagnodstica enfocada a determinar fortalezas, debilidades y
aprendizajes que tienen los estudiantes frente a la trasformacion del lenguaje matematico y
viceversa, respecto al video juego erudito desde su plataforma virtual presenté resultados
obtenidos de cada estudiante participante; finalmente una post- prueba que tenia la misma
estructura de la diagnoéstica para luego realizar la comparacion de ambas pruebas. Lo anterior se
realizd con 40 estudiantes de grado noveno con edades entre 14 y 18 afos de la Institucion
Educativa Manuel Uribe Angel.

Se concluye que en los procesos de conversion de un sistema de representacion verbal a un

sistema de representacion simbolica, inicialmente los estudiantes no tienen nocion del concepto
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de variable o incognita bien definida, por consiguiente no realizaron relaciones entre variables
para establecer expresiones algebraicas. Ademas, no identificaron palabras del lenguaje comun
que le permitieran establecer las relaciones entre las variables como: el doble, triple, la cuarta
parte, aumentado, disminuido, para poder vincularlas a un lenguaje matematico, en efecto se
muestra dificultad en la conversion de un sistema de representacion semiotico a otro de forma
correcta.

Finalmente, el estudio realizado por Garcia (2014) de la Universidad Nacional de Colombia
Sede Palmira, tenia el proposito de validar la ingenieria didéactica, como metodologia que
favoreciera el desarrollo de competencias en el proceso de aprendizaje de los sistemas
ecuaciones lineales, su solucion y aplicacion, basandose en una secuencia de ensefianza aplicada
a un grupo de estudiantes de noveno grado de la Institucion Educativa Humberto Raffo Rivera de
Palmira. La metodologia fue de tipo cualitativo mediante un estudio de caso utilizando las cuatro
fases de la ingenieria didactica.

Se concluye que, los textos guia no consideran la transicion entre las funciones y los sistemas
de ecuaciones, a través de una situacion presentada en el registro verbal, que permita afianzar y
dar significado a las nociones de variable, transformacion de ecuaciones lineales y su pasaje a las
graficas en el plano cartesiano. De acuerdo a la aplicacion de la ingenieria didactica se desarroll6
el proceso de comprensidn y resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales, ademas se logré
el aprendizaje de la temética de forma eficiente, en contraposicion al método tradicional de
ensefianza que lo hace de manera dispersa dejando como resultados vacios conceptuales. De
manera general la secuencia facilitd la seleccion de estrategias que favorecieron el desarrollo de
competencias matematicas como la transicion de registro numérico al algebraico, sin embargo, se

debe corregir o reafirmar otros métodos de construccion de graficas.
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Marco tedrico

En primer lugar, el término semidtica fue utilizado por los griegos desde la escuela de
Hipocrates que se enfocd en indicar la ciencia de los sintomas en la medicina, esto es, la
“semioitiké teche” para la division de las enfermedades en diagnosis y prognosis, también, la
tradicion griega utilizo el término de la “semiosis” como la inferencia de signos, que proceden de
semeion referente a signo o sefial. De acuerdo con Leguizamén (2017), sobre el concepto de
semiotica no hay una unificacion de criterios para definirla en el sentido de si es ciencia o no, al
igual, que la utilidad en otras disciplinas y sobre si debe llamarse semiotica o semiologia. Fue en
Estados Unidos donde se optd por el término de semidtica, como se conoce hoy en dia, mientras
en Francia se utilizo el término de semiologia. Sin embargo se presentan dos perspectivas sobre
semiotica por los pioneros de la época contemporéanea Peirce y Saussure.

La semiotica para Peirce, es considerada como la doctrina formal de los signos, en el sentido
que permiten representar algo que esta en lugar de alguna otra cosa para alguien en ciertos
aspectos o capacidades. Se enfatiza en que los individuos utilizan signos para formar nuevas
ideas y conceptos, por tanto los signos son medios de pensamiento. Por otro lado la semidtica
para Peirce “es una teoria de los signos independiente de la linglistica como ciencia y del
lenguaje como fendmeno comunicacional relevante, todos los sistemas de signos son importantes
y el lenguaje hablado es tomado como un caso particular” (Leguizamén, 2017, p.98).

Saussure fue un linglista de origen suizo, quien dio inicio y desarrollo al estudio de la
linguistica haciendo énfasis en los signos; hace la diferencia primordialmente entre lengua y
palabra. La palabra la consideraba de orden subjetivo y la lengua la concebia como orden social

en el sentido que “la lengua es un sistema de signos que expresan ideas y, por esa razon, es
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comparable con la escritura, el alfabeto de los sordomudos, los ritos simbdlicos, las formas de
cortesia, las sefiales militares, etc.” (Eco, 2000, p.31). La definicion de signo para Saussure tiene
dos elementos el significado y el significante, la relacién entre ellos se evidencia en que el
concepto se refiere al (significado) y la imagen acustica asociada al (significante); se dice que
cuando un sujeto habla en una lengua desconocida pareciera que estuviéramos escuchando
sonidos sin significado, es decir, no hay comprension y desde luego no se podria analizar, por el
contrario si se sabe lo que se habla se puede atribuir algun significado lo cual se tendra signos
con significado (Leguizamén, 2017).

Por consiguiente, los signos son miembros activos de un sistema donde expresan ideas, en el
sentido que tiene significado cuando se encuentran en un contexto determinado o relacionado
con otros signos, por ejemplo: Saussure plantea una analogia con el caballo en el juego del
ajedrez, diciendo que esta es una pieza material y no representa nada para el jugador estando
fuera de su casilla y en otras condiciones del juego. Esta pieza material se convierte en elemento
real y concreto, hasta cuando reviste el valor atribuido en las reglas del juego especialmente en la
posicion real en el tablero y sus movimientos. Y asi ocurre con los signos en contexto. Por otro
lado se tiene los aportes de semidtica de dos representantes de la pedagogia Vygotsky y Piaget.

La semiotica de Vygotsky fue fundada como respuesta al problema del pensamiento y su
desarrollo. De manera puntual, Vygotsky (1988) define el signo como un mediador entre un
individuo y el entorno, que “permite pasar de lo intersicologico lo cual se desarrolla entre
personas y lo intrasicologico que permite su internalizacion. Afirma que el gesto va dirigido
inicialmente hacia alguien y luego hacia si mismo” (Leguizamon, 2017, p.99).

Respecto a Piaget se cuestiono sobre el pensamiento como producto del lenguaje, diciendo

que “el lenguaje puede construir una condicion necesaria de la determinacion de las operaciones
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I6gico- matemaéticas sin ser, sin embargo, una condicién suficiente de su formacion™ (Piaget,
1978, p.30). Piaget evidencio la existencia de una inteligencia practica antes de la aparicion del
lenguaje, introduciendo el concepto de funcidn semidtica, la cual hizo una diferenciacién entre
significado y significante, abriendo la posibilidad de que un solo significante pueda tener varios
significados (Leguizamédn, 2017) y la define “como la habilidad de representar algo a través de
un signo o un simbolo o cualquier objeto” (Piaget 1970, p.45).
Teoria de los registros de representacion semiotica

Se presenta desde las perspectivas de Raymon Duval (1999) y los aportes de Bruno D” Amore
(2005 y 2006), D’ Amore y Fandifio, (2009) y D" Amore, Fandifio y lori, (2013)

La matematica es un lenguaje universal, que a través de la historia ha establecido sus propios
signos y simbolos para poder comunicarse, es decir, existe una conexion entre la matematica y la
semiotica. Una primera cercania aparece cuando ésta es pensada y fundada por axiomas que son
expresados simbolicamente bajo la corriente filoséfica del formalismo (D”Amore, Fandifio y
lori, 2013). Segun Duval (1999) “no es posible estudiar fendmenos relativos al conocimiento sin
recurrir a la nocion de representacion (...) y esto, porque no hay conocimiento que un sujeto
pueda movilizar sin una actividad de representacion” (p.24). Por tanto, la representacion es
entendida como “la forma bajo la cual puede describirse una informacion y tomarse en cuenta en
un sistema de trasformacion” (Duval, 1999, p.26). En este sentido se inicia hablar de las
representaciones simbolicas porque gracias a ellas, la matematica ha podido acceder a “los
objetos matematicos, en el sentido que no son accesibles perceptivamente o instrumentalmente”
(D" Amore, Fandifio y lori, 2013, p.7).

La teoria sobre semidtica en la Educacion Matematica comienza en los primeros afios de la

década de los 80 cuando un psicologo desconocido en el campo de la matematica Raymond
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Duval, inici6 a publicar investigaciones acerca del uso de los signos, las figuras, y las gréficas en
el aprendizaje de la geometria. “Desde 1985 aparece como representacion semidtica (...) trabajos
sobre la adquisicion de conocimiento matematico y sobre los considerables problemas que su
aprendizaje suscita” (Duval, 1999, p.26-27). En este momento, los investigadores reconocidos
como Raymond Duval (1993), Luis Radford (1997), Bruno D"Amore (1998), Juan D Godino
(2002), entre otros colaboradores, han dejado evidencia sobre la importancia de la semi6tica en
los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica (D”Amore, Fandifio y lori, 2013).

Los objetos matematicos (nimeros, rectas, funciones, figuras geométricas) son diferentes de
sus representaciones (escritura: decimal, algebraica, fraccionaria, graficos, trazos), dicha
diferencia es primordial en la Educacion Matematica, de acuerdo con Duval (1999) “no puede
haber comprension en matematicas si no se distingue un objeto de su representacion” (p.13). Sin
embargo, se aclara que un mismo objeto matematico se puede ver en diferentes representaciones,

por ejemplo, el objeto matematico fraccion presenta las siguientes representaciones semioticas:
. . .1 . . . . _ .
escritura fraccionaria L escritura decimal 0,25, escritura exponencial 25 x 1072, escritura verbal

(un cuarto), escritura conjuntista {x € Q*/4x — 1 = 0}.

Por medio de las representaciones se llega a la comprension de los objetos matematicos,
teniendo en cuenta que las matematicas, a diferencia de otras ciencias, estan construidas con
objetos no tangibles como por ejemplo (ecuacidn, razones, punto, funcién), dichos objetos no se
relacionan con el contexto de la cotidianidad, puesto que no es posible dar una abstraccion fisica
real y la Unica manera de manipularlos es recurriendo a los registros semiodticos y sus
representaciones; mientras que otras ciencias como la botanica, los objetos son tangibles y se

pueden mostrar como los arbustos, frutales, flores, tallos, hojas (D’ Amore y Fandifo, 2009).
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Las representaciones semidticas son esenciales, porque pueden describir una informacion que
facilita los procesos de ensefianza y aprendizaje de objetos matemaéticos, dicha “adquisicion
conceptual de un objeto pasa necesariamente a través de la adquisicion de una 0 mas
representaciones semiéticas” (Duval, 1988; citado en D"Amore, 2005, p.29). Ademaés, todo
sujeto al realizar una actividad matematica se debe movilizar en un contexto de representacion y
son las representaciones en cada uno de los registros las que contribuyen en la comprension.

A través de registros de representacion es posible llevar a cabo el estudio de algun objeto
matematico. Por tanto, un “registro de representacion semiotica” se refiere a un sistema de signos
que permite cumplir las funciones de comunicacion, de tratamiento y de objetivacion; Duval,
(1999) las define como: “la comunicacion hace referencia a las representaciones externas
producidas por un sujeto o por un sistema” (p.33). “El tratamiento como una transformacion que
se efectda en el interior de un mismo registro de representacion y no se moviliza fuera de éI”
(p-31) y por ultimo la “objetivacion, corresponde al descubrimiento por el sujeto mismo de
aquello que hasta entonces no sospechaba, incluso si otros se lo hubieran explicado” (p.32). Se
aclara que la transformabilidad o trasformacion es conocida como la propiedad fundamental de

las representaciones semioticas, existen dos tipos y se evidencia de la siguiente manera:

Transformacion

De una representacion semiotica a otra representacion semiética

Permaneciendo en un mismo sistema: Cambiando de sistema, pero conservando

tratamiento la referencia de los mismos objetos:

conversion

Figura 1. Tipos de transformacion semidtica

Fuente: tomado de Azafiero (2013)
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Actividades cognitivas fundamentales de la representacion semiotica

Segun Duval (1999, p.40) hay tres actividades cognitivas inherentes a la semiosis, las cuéles
son: formacion, tratamiento y conversion, definidas asi:

» La formacion: es la representacion en un registro semiodtico particular, ya sea para “expresar’” una

representacion mental, o bien para evocar un objeto real.

> El tratamiento: es una transformacion que produce otra representacion dentro del mismo registro.

» La conversién: es una transformacién que produce una representacién en un registro diferente

conservando los objetos.

De acuerdo a las actividades, se resalta lo siguiente: “si se cambia el registro semidtico
necesariamente cambia la representacion” (D’ Amore, 2005, p.30). Se estaria hablando de
conversion, “mientras no se garantiza lo contrario; es decir, cambiar la representacion semidtica
manteniéndose en el mismo registro de representacion” (D’ Amore, 2005, p.30). Esto tltimo, se
refiere a tratamiento.

Un mismo objeto matematico se puede apreciar desde diferentes registros de representacion
por tanto, se realiza la descripcidén del objeto matematico de estudio en los cuatro registros
utilizados en la investigacién de acuerdo con (Garcia, 2013, p.46-47).

Registro verbal: da una vision descriptiva y generalmente cualitativa del objeto matematico.
En la mayoria de las ocasiones se parte de esta representacion para interpretar los restantes
lenguajes y asi obtener un mayor nivel de abstraccion.

Para este caso mediante un enunciado, se describen los datos numéricos e informacion que se
relaciona con dos variables.

Registro algebraico: este tipo de registro permite recoger la generalidad a través del simbolo,

en términos de ser un representante de cualquier elemento de un determinado conjunto numérico.
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Es un par de ecuaciones de primer grado, cada una con dos variables; donde pueden estar
expresadas implicitamente, explicitamente o combinadas.

Registro tabular: da una vision cuantitativa, facilmente interpretable desde la Optica de una
correspondencia, es decir, de la identificacion de pares de valores.

Es por medio de dos tablas de valores; cada tabla una es un arreglo de dos filas: En la
superior se ubican los valores que toma la variable independiente y en la inferior se ubican los
valores que se obtienen para la variable dependiente. De esta manera se expresa la relacion que
existe entre dos variables y las columnas conforman los pares ordenados.

Registro grafico: la representacion en el grafico cartesiano es un excelente instrumento para
expresar la dependencia entre dos variables, ademas leer, interpretar y construir graficas
cartesianas que permiten establecer la relacion existente entre las magnitudes representadas.

Para graficar un sistema de ecuaciones lineales con dos variables (x e y) es mediante la
ubicacion de pares ordenados (x,y), donde valores de la variable independiente son expresados
en el eje horizontal (eje de las abscisas) y los de la variable dependiente en el eje vertical (eje de
las ordenadas), las rectas pueden ser: paralelas, secantes o coincidentes.

Respecto a las actividades cognitivas esenciales en la resolucion de problemas Duval (2006)
afirma:

Desde un punto de vista matematico, la conversion y el tratamiento son un todo en la resolucion de

problemas. Es mas, lo que importa es el tratamiento que es el que hace relevante la eleccion del

“mejor” cambio de registro (economia de medios, mas potencia para la generalizacion, o mas

intuitivo...) para resolver el problema dado (p.149).

Resolucién de problemas

Para definir lo que se entiende por problema, Leguizamon (2017) menciona a varios autores

de la siguiente manera:



19

Hoc (1987) citado por Chamorro (2003, p. 276) “un problema es la representacion de un sistema
cognitivo construido a partir de una tarea, sin disponer inmediatamente de un procedimiento
admisible para alcanzar el objetivo”. Otra postura por mencionar es la de Schoenfeld (1985) citado
por Santos (2007, p. 48) para el cual “un problema es una tarea dificil para el individuo que esta
tratando de hacerla”. Como se puede deducir de las posiciones anteriores, un problema es una
encrucijada en donde hace falta ingenio para poder salir de ella. Para el caso matematico se pueden
aplicar las anteriores definiciones con la particularidad que las situaciones se refieren a entes
matematicos, lo que si es claro es que solucionar un problema matematico va mas alld de aplicar
algoritmos y realizar operaciones (p.75-76).

Sin embargo, en este trabajo se esta de acuerdo con lo planteado por Polya:

resolver un problema es encontrar un camino alli donde no se conocia previamente camino alguno,
encontrar la forma de salir de una dificultad, encontrar la forma de sortear un obstaculo, conseguir el
fin deseado, que no es conseguible de forma inmediata, utilizando los medios adecuados” (MEN, 1998,
p. 52).

Para la solucion de un problema, en la investigacidn se tuvo en cuenta la heuristica planteada

por George Polya (1965 reimp. 2013), de la siguiente manera: comprender el problema, concebir

un plan, ejecucion del plan y examinar la solucién obtenida.

Segin Polya (1965) “podemos cambiar el vocabulario y hacer la misma pregunta de

diferentes formas” (p.25). De acuerdo a lo anterior, se describen las estrategias y la serie de

preguntas adaptadas como ayuda al estudiante para orientar la resolucion.

» Comprender el problema: se refiere que el estudiante pueda responder una serie de
preguntas como ¢Qué le pide el problema?, ;Cuales son los datos?, ¢Hay informacion

que le brinda el problema que no se requiere para la solucion del mismo?
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» Concebir un plan: se destaca, cOmo o qué estrategia va a usar el estudiante para resolver
el problema. Las estrategias pueden partir desde aplicar pruebas de ensayo y error, hasta
plantear toda una tactica que le permita intentar llegar a la solucién del mismo.

> Ejecucion del plan: es poner en practica en plan trazado. Generalmente se usan procesos
matematicos que permiten darle solucion al problema.

» Examinar la solucion obtenida: es ver si el proceso desarrollado permitio resolver el
problema. En este ultimo paso el estudiante esta en la capacidad responder ¢Su respuesta
cumple con lo pedido en el problema?, ¢la solucion tiene sentido?, ;considera que existe

alguna otra solucion? ¢ Cual seria?
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Marco conceptual

Esta investigacion trabajé sobre el concepto sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, inmerso en
la resolucion de problemas: Este tema es abordado teniendo en cuenta la Propuesta del Programa
Curricular del grado noveno asesorada por Carlos Eduardo Vasco Uribe (MEN, 1989-1990). Al
igual que en el plan de estudios de la IERRSRVB, donde los estudiantes tienen un primer
acercamiento al objeto matematico de estudio.

Para la contextualizacién se presenta un sistema de ecuaciones lineales y los métodos de
solucién que histéricamente se han utilizado, (eliminacién, sustitucién, igualacion, gréfico y
regla de cramer). El siguiente ejemplo es un tipo de ecuaciones que se va estudiar:

{2x+y=5
xX—y=2

Se trata de un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, es decir, es un conjunto formado por dos
ecuaciones, con dos variables. De manera general se definen asi:

{ax +by=c ecuacionl
dx +ey=f ecuacion?2

Donde a,b,d y e son numeros reales diferentes de cero llamados coeficientes de las
variables, ¢ y f son numeros reales llamados términos independientes.

La solucion de un sistema, es encontrar valores a las variables que conforman el sistema de
ecuaciones y desde luego que satisfagan al sistema. Segun (Gonzalez y Lopez, 2008-2009, p.38),
un sistema se puede ver desde dos perspectivas asi:

Desde el punto de vista geométrico, cada una de las ecuaciones representa una recta en el
plano. Resolver el sistema consiste en hallar (si los hay) los puntos de corte de las dos rectas. Esa

es la razén de que estos sistemas se llamen lineales.
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Desde el punto de vista algebraico, el problema consiste simplemente en hallar dos nimeros
X e Yy, que satisfagan las dos igualdades. Las ecuaciones son lineales porque cada término
(excepto los términos independientes) tiene grado 1.

Los sistemas se clasifican teniendo en cuenta el nimero de soluciones como:

> Incompatibles: no admite solucion. En este caso al graficar, las rectas no tienen punto en
comun.

» Compatibles: existen dos casos: primero si admite una solucidn se dice que es compatible
determinado y graficamente las rectas se cortan en un solo punto. Segundo compatible
indeterminado, si tiene infinitas soluciones, y la gréafica son las rectas coinciden en todos
sus puntos.

A continuacion se mostrara el método grafico y los métodos algebraicos para solucionar un

sistema de ecuaciones lineales 2 x 2.
Método gréfico

Permite visualizar geométricamente la clasificacion descrita anteriormente.

flx) =2x+2

Imagen 1. Rectas paralelas - Ninguna solucion
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fx) = 2x+4\5

2 A=1(12)

Imagen 2. Rectas secantes - solucion unica

ecl:2x—y=1
ec2:2x—y=1

2 10 / i 2 3 ]

Imagen 3. Rectas coincidentes - Infinitas soluciones

Respecto al punto de vista algebraico se pueden utilizar varios métodos como: sustitucion,
igualacion, reduccion y regla de Cramer; para solucionar un sistema de ecuaciones lineales 2 x
2. A continuacidn se presenta de manera general los pasos a seguir para hallar los valores (x e y)
que satisfacen al sistema.

Método de sustitucion:
Primer paso despejar una variable: se escoge una ecuacion y se despeja unas de las

variables.
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Segundo paso sustituir: se sustituye la expresion determinada en el primer paso en la otra
ecuacion para obtener una ecuacion con una variable, luego se resuelve para hallar el valor de
esa variable.

Tercer paso sustituir en la ecuacion de la variable despejada: se sustituye el valor
encontrado en el segundo paso en la expresion despejada en el primer paso para determinar la
variable faltante.

Cuarto paso verificar las soluciones: se reemplaza los valores encontrados en cada una de
las ecuaciones con la finalidad que satisfagan al sistema.

Método de reduccién o eliminacion

Busca combinar las dos ecuaciones usando sumas o diferencias para eliminar una de las
variables y reducir el sistema a una ecuacién con una incognita.

Primer paso ajustar los coeficientes: se multiplica los términos de una o ambas ecuaciones
por cantidades adecuadas de tal manera que el coeficiente de una variable de una ecuacion se
diferencie Unicamente en el signo de su coeficiente en la otra ecuacion.

Segundo paso sumar las ecuaciones: se suman las dos ecuaciones trasformadas para
eliminar una variable, luego se despeja la otra variable para determinar el valor.

Tercer paso sustituir: se sustituye el valor determinado en el segundo paso en una de las
ecuaciones originales, y se resuelve para determinar el valor de la variable restante.

Cuarto paso verificar las soluciones: se reemplaza los valores encontrados en cada una de las
ecuaciones con la finalidad que satisfagan al sistema.

Posibles casos cuando se utiliza este método.
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Caso 1: si al sumar las dos ecuaciones para eliminar una variable, se eliminan las dos
variables, es decir, aparece la ecuacion 0 = k, donde la constante k # 0, el sistema no admite
solucion concluyéndose que el sistema es incompatible.

Caso 2: si al sumar las dos ecuaciones para eliminar una variable, se eliminan las dos
variables, y resulta la expresion 0 = 0, el sistema admite mas de una solucion, esto es
compatible indeterminado.

Caso 3: si al sumar las dos ecuaciones para eliminar una variable, se eliminan una de las dos
variables, y resulta la expresion x = k, donde k € R y x es la variable, el sistema admite una
solucion, esto es compatible determinado.

Meétodo de igualacion

Primer paso despejar: se despeja la misma variable en las dos ecuaciones dadas.

Segundo paso igualar: se igualan las expresiones obtenidas en el primer paso y se despeja la
variable resultante.

Tercer paso determinar: se determina el valor de la otra variable faltante reemplazando el
valor de la variable encontrada en el segundo paso en alguna de las ecuaciones despejadas en el
primer paso.

Cuarto paso verificar las soluciones: se reemplaza los valores encontrados en cada una de las
ecuaciones con la finalidad que satisfagan al sistema.

Meétodo regla de Cramer
Se forma inicialmente los determinantes para el sistema y para cada variable. Un determinante

es un namero asociado a un arreglo de dos numeros reales en igual cantidad de filas y columnas.
La notacién |Z b| corresponde a un determinante 2 x 2 o de orden 2, asociado a un arreglo
e

de dos filas con dos columnas. En el determinante, los coeficientes a y e forman la diagonal



26

principal y los coeficientes b y d es la diagonal secundaria. El valor del determinante es la
diferencia del producto de los coeficientes de la diagonal principal con el producto de los

coeficientes de la diagonal secundaria, asi:
a bl_ .,
|d e| =a-e—b-d

Para solucionar un sistema de ecuaciones 2 x 2 utilizando determinantes se aplica la regla de
la siguiente manera.
A partir del sistema inicial

{ax +by=c ecuacionl
dx +ey=f ecuacion?2

Se plantea tres determinantes de la siguiente manera:
El primero es el determinante del sistema (D) conformado por los coeficientes de las
variables “x” e “y” de la primera ecuacion en la primera fila, y la segunda fila por los

coeficientes de “x” e “y” de la segunda ecuacion. Esto es:
a b
py=|% °|=a-e-b-d
S old e
Un segundo determinante (D,) para la variable “x”, donde la primera columna del

determinante son los términos independientes y la segunda columna son los coeficientes de la

variable “y” de cada ecuacion. Esto es:
c b
Dx—|f e|—c-e—b-f

Para formar un tercer determinante (D,) para la variable “y” es la primera columna del

eterminante son los coeficientes de la variable “x” armi
det t | fi tes de 1 ble la sequnda columna son los términos

independientes de cada ecuacion. Esto es:

a ¢
Dy:|d f|=a-f—c-d
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Se aplica regla de Cramer para encontrar solucion al sistema de la siguiente manera. Para
hallar el valor de variable “x” es el cociente entre el determinante D, y el determinante D, asi
Dy
x == Donde Dy # 0
Ds
De igual manera para hallar el valor de variable “y” es el cociente entre el determinante D,, y
el determinante Dy asi.

yz?)—‘:DondeDS;tO
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Metodologia

Esta investigacion se realizd bajo el enfoque de investigacion mixta, con predominio
cualitativo, siguiendo las fases metodoldgicas de la Ingenieria Did4ctica. Segun Artigue (1995),
la ingenieria surgio en los afios ochenta en la didactica de la matematica, como metodologia de
investigacion se caracteriza por tener un esquema experimental basdndose en las realizaciones
didacticas de clase, regida por cuatro fases: la primera es de analisis preliminar, la segunda de
concepcion y analisis a priori, la tercera es de experimentacion y finalmente analisis a posteriori
y evaluacion.

Se diferencian investigaciones en dos niveles: la macro-ingenieria y la micro- ingenieria,
respecto a esta Ultima, Artigue (1995) manifiesta:

Son maés faciles de llevar a la practica. Sin embargo, si bien ellas permiten tener en cuenta de manera

local la complejidad de los fendmenos de clase, no la dejan unir con la complejidad esencial de los

fendmenos asociados con la duracidon de las relaciones entre ensefianza y aprendizaje (p. 36-37).

Por lo anterior, el nivel de este trabajo es de micro- ingenieria, por tratarse de una tematica
especifica, implementada en el aula, teniendo en cuenta un cronograma de aplicacion de las
actividades.
Fases de la ingenieria didactica

Primera fase: analisis preliminares

Es la forma como el investigador se aproxima e indaga al objeto de estudio, Para Artigue

(1995) el anélisis en esta fase se realiza bajo tres dimensiones: epistemoldgica, cognitiva y
didactica, de igual manera un analisis del campo de restricciones donde se va a situar la

realizacion didactica efectiva.
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La dimensidn epistemoldgica es asociada a las caracteristicas del saber en juego. Dicho de
otra manera, es realizar una resefia histdrica y aspectos tedricos del objeto matemaético sistemas
de ecuaciones lineales.

En la dimensién cognitiva se estudia las caracteristicas cognitivas del publico al cual se
dirige la ensefianza, para tal caso, se aplica un cuestionario diagnostico.

La dimension didéactica se refiere a las caracteristicas del funcionamiento del sistema de
ensefianza, para tal fin, se hace un analisis de un texto del libro guia que se utiliza en la
Institucion, para conocer como se aborda actualmente la ensefianza del objeto matematico de
estudio.

El anélisis del campo de restricciones se encuentra relacionado con el contexto de la
investigacion y descripcion de la poblacion con la que se experimentd cada actividad disefiada.

Segunda fase: concepcion y el anélisis a priori

El investigador “toma la decision de trabajar con un determinado ndmero de variables del
sistema no fijadas por las restricciones llamadas variables de comando” (Artigue, 1995, p.42).
Existen dos tipos de variables.

“Las variables macro-didacticas o globales, concernientes a la organizacion global de la
ingenieria. Y las variables micro-didacticas o locales, concernientes a la organizacion local de la
ingenieria, es decir, la organizacion de una secuencia o fase” (p.42).

Esta fase tiene como un primer objetivo, disefiar actividades.

Un segundo objetivo se describe el anélisis a priori de cada una de las actividades, donde se

establece las posibles dificultades y soluciones de cada actividad.
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Tercera fase: experimentacion

Es la aplicacion de las actividades, y alli se explica la forma de trabajo, las funciones a
cumplir por parte del profesor y el rol de los estudiantes. Se realiza observacion de los
fendmenos que ocurren en el aula y se recolectan producciones escritas por el estudiante.

Cuarta fase: analisis a posteriori y validacion

De acuerdo a Artigue (1995), el analisis a posteriori “se basa en el conjunto de datos
recogidos a lo largo de la experimentacion” (p.48); es decir, las producciones escritas por los
estudiantes en cada una de las actividades. En la validacion es la confrontacion de los analisis a
priori y a posteriori de cada actividad, es decir, la comparacion de los comportamientos

esperados, con los que realmente sucedieron en la experimentacion.



31

Anélisis y discusion de resultados

Se presenta la descripcion acorde con el orden de cada uno de las fases mencionadas
anteriormente.

Primera fase: analisis preliminares

Se realiz6 el andlisis de acuerdo a las dimensiones mencionadas en la metodologia de
investigacion.

Dimension epistemoldgica del objeto matemaético de estudio

Conocer acerca del objeto de estudio, implica averiguar acerca de las formas de comunicacion
de los algoritmos utilizados para resolver ecuaciones desde la antigiiedad y el proceso que
condujo al simbolismo para la construccién del algebra.

Una de las principales dificultades es la transicion entre los lenguajes del natural al simbdlico
que se origind aproximadamente 2.000 a. C con las culturas Babilonicas y Egipcias hasta Viéte
1500 d.C en Europa; (Garcia, 2014). Sin embargo el algebra se consolidé con la necesidad de
resolver situaciones cotidianas que inicialmente eran expresadas en lenguaje natural al igual que
su solucidon. En el trascurrir del tiempo nace el lenguaje sincopado con el matematico griego
Diofanto (siglo Il d. C), este lenguaje es la combinacion del natural con el simbdlico con la
finalidad de encontrar soluciones a partir de la generalizacion, el cual hace uso de abreviaturas
para la representacion de incognitas en la solucién de las ecuaciones.

En la civilizacion Egipcia se tienen papiros donde se registra el desarrollo matematico, el méas
reconocido es el de Rinh (1650 a. C), alli se encuentra que el escriba Ahmes resolvid una serie de
problemas cotidianos, alrededor de 87, tenian relacion con la agrimensura planteando ecuaciones

en lenguaje natural de la época, otro es el de Moscu (1850, a. C) (Garcia, 2014).
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En los &rabes hubo estancamiento en cuanto al desarrollo del simbolismo, pero un notable
avance respecto a la construccién de procedimientos, segin la investigacion realizada por
Malesani (1996) que afirma:

El siglo XII, Leonardo Pisano introdujo en Occidente los procedimientos aritméticos utilizados por los
arabes y como consecuencia, las caracteristicas del algebra &rabe se transmitieron a Europa y tuvieron
una fuerte influencia durante mas de tres siglos. Acerca de la construccion simbélica, menciona que en
las obras de Leonardo y sobre todo en el tratado de abaco llamado Trattato d'Algibra (Anénimo del
Siglo X1V) se puede observar que los desarrollos algebraicos utilizaban fundamentalmente el lenguaje
natural (citado en Garcia, 2014, p 16).

Es Francois Viéte (1540-1603), quien introdujo la notacidn simbdlica utilizando las letras para
designar, la incdgnita, sus potencias, los coeficientes genéricos y los signos para las operaciones,
marcando una nueva etapa junto con la contribucion de Descartes (1596-1650) para consolidar
una notacion que es mas o menos la que empleamos hoy, convirtiéndose el algebra en la ciencia
de los célculos simbdlicos y de las ecuaciones. Este lenguaje simbolico se utilizaba en los
procedimientos resolutivos como en la demostracion de reglas generales, de esta manera se da
inicio al desarrollo de los cambios conceptuales necesarios en la transicion del pensamiento
aritmético al pensamiento algebraico (Garcia, 2014). Se aclara que Diofanto fue el que utilizo
por primera vez en la historia un simbolo, para representar una incognita en una ecuacion.

En la evolucion del lenguaje simbdlico la humanidad tard6 un periodo de tiempo extenso para
consolidar lo que conocemos hoy en dia; por ejemplo para llegar al actual proceso de solucion de
una ecuacion lineal ax + b = c, trascurrié mas de 3.000 afios. Se destacan tres fases diferentes
en la transicion del lenguaje natural al lenguaje algebraico. La primera es la retorica o primitiva;
donde todo se escribia en palabras, sin recurrir a ningun simbolo. La segunda es la sincopada; se

origina desde Diofanto en el siglo 111 hasta finales del siglo XVI; en este periodo introdujeron
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algunas abreviaturas para representar la incognita y las relaciones de uso frecuente, sin embargo
los célculos se seguian desarrollando en el lenguaje natural. La ultima es la simbolica,
corresponde a la moderna simbolizacion, donde se utilizan representaciones: letras para
cantidades y signos para operaciones, con la finalidad de resolver ecuaciones y demostrar reglas
generales.

A continuacion se hace un analisis de los métodos de aproximacion que permitia resolver lo
que hoy se conoce como ecuaciones. El primero se llamé método de la falsa posicion empleado
en la fase retorica en los egipcios, el procedimiento se encuentra en el papiro de Rinh,

mencionado asi:
Aparecen problemas de ecuaciones del tipo x + %x = b con n 'y b enteros positivos, ademés, x € E,
siendo E el conjunto numérico que usaban los egipcios, compuesto por los nimeros naturales no nulos,
(...) las fracciones % con n entero positivo. Para resolverlo asumian un valor para la incognita (de ahi

su nombre de falsa posicion o reguli falsi) con el que determinaban el valor del miembro izquierdo de
la ecuacion, para luego plantear una proporcion directa con los “resultados” errados o falsos que
obtenian, lo que les permitia encontrar el “montén”, designacion que le daban a la incognita (Garcia,

2014, p. 19).

“Este procedimiento tuvo una larga aplicabilidad hasta que la notacién algebraica y sus
métodos asociados basados en lo simbdlico fueron abriéndose paso al occidente desde los siglos
XVI1y XVII sobre todo del mundo mesopotamico” (Masa, 2009, p.85).

Se presenta un ejemplo de problema y solucién encontrado en Masa (2009) y su
generalizacion del método de la falsa posicion en el algebra moderna.

En lenguaje natural dice: tengo una piedra, no su peso. Un séptimo es afiadido. Lo peso, una

mina ¢ Cudl es el peso original? Respuesta 52 1/2 gin.
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Traducido al lenguaje simbdlico del algebra moderna corresponde a la ecuacion que se

plantearia asi:

+1 =60
X+ox=

En vez de aplicar factor comun y compensacion en ambos miembros de la igualdad, es decir,
faltos de todo procedimiento simbolico, adoptaron de la falsa posicién, dandole valores a x de
manera que el resultado se acerque al deseado.

Parax =7 8
Parax =14 16

Para x = 21 24

Y asi sucesivamente evidenciando que hay una relacion de proporcionalidad directa, entre el
valor hipotético propuesto y el resultado obtenido. Esto quiere decir que se aplicd

proporcionalidad directa:

_ 8
x 60
Obteniéndose el valor buscado:
_7:60_ 1
x = g = °%3 gin

De manera general, este método es aplicable a toda ecuacion de primer grado de la forma:
a x=»b a, b conocidos Igualdad 1
De modo que se considera un valor hipotético de la x cumpliendo:
,

a x'"=b" lgualdad 2

Dividiendo la igualdad 1 y 2:
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El siguiente método de la doble falsa posicion consideraba dos valores para la incognita, de
ahi su nombre. Era utilizado para la resolucién ecuaciones de primer grado con la incognita en
ambos lados de la ecuacion, ecuaciones segundo grado y sistemas de ecuaciones. Sin embargo
los calculistas chinos utilizan métodos complejos en el Jiuzhang, especialmente en el séptimo de
sus capitulos titulado: exceso y déficit (Maza, 2009) de igual manera los hindues resolvian
situaciones problema que se pueden modelar actualmente con ecuaciones lineales.

De acuerdo con Maza (2009, p.87) el problema mas sencillo resuelto con este método (doble
falsa posicion) y dado en leguaje natural es:

Sea un nimero (de personas) comprando mercancias. Si cada persona paga 8 existe un exceso
(ying) de 3, si cada persona paga 7 existe un déficit (bu zu) de 4. Encontrar el nimero de
personas Yy el coste de las mercancias.

Para la traduccidn al lenguaje simbdlico se tiene que el nimero de personas es a, x el coste de
cada unidad de mercancia y b el coste total, la ecuacién

a x=»b

No tiene ningun valor conocido. Lo que si nos afirma el problema es que si x = 8 sobran 3
monedas:

8 a=b+3

Y si x = 7 hay un déficit de 4 monedas.

7 a=b—-4

Si se resta ambas ecuaciones:

B8—=7)a=3-(—4)
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a = —— = 7 personas

A partir que a = 7 es posible calcular es cote total b de las mercancias sin méas que sustituir
en cualquiera de las ecuaciones anteriores:
8x7=b+3
b = 53 modenas
De manera general en Maza (2009. p.88) se presenta un procedimiento alternativo de mayor
complejidad pero igual de efectivo.
Se parte de la ecuacion general original a x = b
Con un valor hipotético de x’ se obtiene un exceso de d’.
ax'=b+d
Como otro valor hipotético de x’” se obtiene un deficitde d .
ax'""'=b—-d"
Restando como antes se ha hecho ambas ecuaciones se obtiene el valor de a:
a(x' —x")y=d" +d"

d +d"
T X —x

a

Ahora bien, es posible obtener el valor de b a partir de las ecuaciones y no sustituyendo en
cualquiera de ellas. Si la primera ecuacién se multiplica por x.
ax' x"=bx" +dx"
Y si la segunda se multiplica por x’:
ax' x" =bx'—d'x’'
Restando ambas.

0=b(x"—x")+(dx"+d"x")



37
dx" +d"x
(T
De los sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2 en Grecia Meavilla (2008, p.320-321) presenta
un ejemplo de problema de Joan Ventallol presentando un problema con una regla aritmética
como resolucion de un sistema asi:
Dos mercaderes quieren comprar dos naves de las cuales una cuesta 500 ducados y la otra
550. Dice uno al otro: si me prestas un tercio de tus dineros, con lo que yo tengo podré
comprar la nave de 500 duc. Responde el otro: si me prestas la cuarta parte de tus dineros, con
lo que yo tengo podré comprar la nave que cuesta 550 duc. Pregunto: ¢Cuénto dinero tenia
cada uno? (p.320)

Se utiliz6 la siguiente regla para solucionarlo

Por el que pide 1/3 para comprar la nave que cuesta 500, multiplica por 3 y seran 1500. Quita
el precio de la otra nave, que es 550, y quedan 950, Multiplica por 4 y serdn 3800.Ahora
multiplica 3 veces 4, hacen 12, quita 1 y quedaron 11, que es partidor.

Divide 3800 por 11 y vendran 345 15—1 , y tanto tenia el que pidio la tercera parte del otro para

poder compra la nave de 500 duc.
Y para el otro, multiplica 550 por 4, y seran 2200.Quita el precio de la otra nave, que es 500

y quedan 1700. Multiplica por 3, seran 5100.
Dividelos por 11 y vendran 463 i y por tanto dinero tenia el que pidio prestado al otro la

cuarta parte de su dinero para poder comprar la nave de 550 ducados.
Utilizando la algebra moderna, el sistema de ecuaciones es:

4

+2 =500
XT3
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Xy =500
2TV T

Pero los babilonicos fueron quienes ya resolvieron sistemas de ecuaciones lineales, no
utilizaban letras para representar cantidades, pero Ilamaban incognita a longitud, anchura, area,
o volumen sin tener relacion con problemas de medida. Por ejemplo planteaban un sistema en los

siguientes términos:

2 anchura + longitud = 7 manos

longitud + anchura = 10 manos
Para resolver este tipo de situaciones se asignaba el valor 5 a una mano y la solucién es
anchura = 20y longitud = 30, satisfaciendo al sistema; este método es equivalente al método
actual de eliminacion de la siguiente manera; sea x e y las variables, donde x = longitud,
y = anchura y manos = 5, luego, se plantea del sistema

1
{Zy +x =7(5) Ecuacion 1

x +y = 10(5) Ecuacion 2
Se simplifica en sistema y se tiene:

{y + 4x = 140 Ecuacion 1
y+x =50 Ecuacion 2

Se multiplica por (-1) a la ecuacién 1

{—y —4x = —140 Ecuacion 1
y+x =50 Ecuacién?2

Luego, se suman las ecuaciones y se simplifica la variable "y" y se despeja la variable x,
obteniéndose el valor de x = 30, por tanto, y = 20.

Se concluye que los Babilonicos conocian este método por medio de una combinacion lineal.
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Dimension cognitiva: analisis cuestionario diagnostico

Se disefid y se aplico un cuestionario diagndstico a los 15 estudiantes de grado décimo de la
Institucion Educativa Rafael Reyes, de Santa Rosa de Viterbo Boyacd, con el objetivo de
analizar y determinar el paso de registros que manejan los estudiantes en torno al objeto
matematico sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2.al igual que el tratamiento.

El diagnostico estuvo conformado por:

Conversion del registro verbal al registro algebraico.

Conversidn del registro algebraico al registro grafico y viceversa.
Conversidn del registro tabular al registro gréafico.

Conversidn del registro algebraico al registro tabular y viceversa.
Tratamientos de ecuaciones en el registro algebraico.

Identificar los valores (x e y) que satisfacen un sistema de ecuaciones.

En el anélisis se presenta el propdésito y lo que se solicitaba en cada punto, luego el
porcentaje de estudiantes que realizaron la conversidn entre registros, teniendo en cuenta como
categorias, conversion correcta, incorrecta o no realiza, al igual que el tratamiento en el registro
algebraico, y reconocimiento de los valores (x e y) de la solucién a un sistema. Finalmente la
descripcion y registro fotografico de las respuestas encontradas.

El primer punto tenia como propdsito hacer conversion del registro algebraico al grafico.

Graficar el siguiente sistema.

{y =2x+3 ecuacion 1
2(y+4x) =1 -ecuacion?2

La primera actividad cognitiva mostrada por los estudiantes fue la conversion del registro
algebraico al tabular, donde 13 participantes la hicieron de manera correcta. Ademas, los

estudiantes (E,,E,,Es, Eg, Eg, E1g, E11, E13) tabularon tres puntos, indicando que se puede
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graficar una ecuacion lineal con dos puntos en el plano cartesiano como se muestra en la

siguiente imagen.

.q:_;-;: 134 11 1_1_ [ 42+ 3 =1 |l o1
4'_'].'\.":L I:}_] L‘i: e'&""qf ::1 -_1 3_, IS
“35(15 L 9 HIG OfS'bDJ
\eds 13 ‘L’_},{f&i’% :T-;:r;f;,;z Erviicn 2
4(51.4'10_:1 = R AT
o, [ 151063 5 M-S B

Imagen 4. Evidencia de conversion correcta del registro algebraico al tabular. Cuestionario diagnéstico.

Por otro lado, dos de los 15 estudiantes realizaron la conversion de manera incorrecta y fueron

los (E;, E;5). Uno de los factores que ocasiono dificultad en el cambio de registro fue la no

realizacion de tratamiento en la ecuacion 2, en el sentido de no expresar dicha ecuacion

explicitamente, es decir: despejar la variable “y” en funcion de la variable “x” como la ecuacion

1 del sistema, como se muestra en la evidencia.

) {y=2x+3 ecuacién 1

2(y+4x)=1 ecuacibnz

1 x| -u-7-2]-"Te]1]2 3_',“

yl=r -2 1-1 J 15 )3 |g |77
L

x'-J IJ"I ,.”0’1!3(‘3.
IZEJ' ¢ |us [ (los[2s[m

x-3|-z|-r]o} ‘] *
EINEEBBE

[X]=3|-2 |-
AEAED

) {y=2x+3
iy+4x)=1

ecuacion 1
ecuacion 2

2

olr]2]
l(l‘r‘\fﬁ%"\

6|1

Imagen 5. Evidencia de conversion incorrecta del registro algebraico al tabular. Cuestionario diagndstico.

Se destaca que algunos estudiantes plantearon representaciones en el registro tabular como

una forma auxiliar de pasar al registro gréfico.
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Conversion del registro tabular al gréafico

N
27% : 60%

LICORRECTA Gréficaen un plano  L1CORRECTA Grafica dos planos
@ INCORRECTA Gréfica en un plano m INCORRECTA Gréfica dos planos

Figura 2. Conversion de registro tabular a grafico del cuestionario diagnostico.

Fuente: elaboracion propia.
Como lo muestra la figura 2 un porcentaje significativo de los estudiantes graficaron
correctamente el sistema de ecuaciones en un solo plano cartesiano, tal es el caso de los

estudiantes (E3, E,) evidenciado en imagen 6.

-4
ot ARy A et LAY,

=k

5
1
7
N
1 - g
-
-3

Imagen 6. Evidencia de conversion entre registro tabular y grafico. Gréficas en un solo plano. Cuestionario

diagnéstico.
La Figura 2 indica que el 27% graficaron correctamente las ecuaciones, pero en diferentes
planos, esto muestra que no reconocen el objeto matematico de estudio en el registro grafico,

como se muestra en la siguiente imagen.
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Imagen 7. Evidencia de conversion del registro tabular al grafico. Graficas en diferente plano. Cuestionario
diagnéstico.

En la figura 2 muestra que el 6% de los estudiantes hicieron la conversion de manera
incorrecta, graficando en un solo plano, por ejemplo, el estudiante (E; ) no realiza la conversion
correctamente del registro algebraico al tabular debido a que algunos de los valores asociados a
la variable “y” no son correspondientes con la variable “x” el cual indica que las coordenadas en
el plano cartesiano no forman la recta, por ende se present6 un fall6 en la conversion del registro
tabular al grafico, pero identificaron que se estaba trabajando con un sistema de ecuaciones

lineales al momento de graficar el sistema en el plano cartesiano como se muestra en seguida.

) {3’ =2x+3 ecuacion 1
2(y+4x)=1 ecuacién2

1 x| w7 -2] a_P[f d] 4
7 0 2 B 71
1D
RN 12.3
e

Imagen 8. Evidencia de conversion incorrecta del registro tabular al grafico. Cuestionario diagndstico.

Siguiendo con la figura 2, el 7% tuvo dificultad en la conversion del registro tabular al

gréafico, llevando a desconocer por completo un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2. Es decir,
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grafica en planos separados las ecuaciones del sistema. Se evidencidé que ningun estudiante
realizo6 la conversion del registro algebraico al gréafico sin pasar por el registro tabular.

Respecto a la representacion grafica de linea recta, reconocen que ésta se puede obtener a
partir de la union de dos puntos. Se observo que en el registro tabular nombran las variables
convencionales “x”y “y” siendo “x” en el eje horizontal y “y” en el eje vertical en el plano
cartesiano, facilitando la ubicacion de las coordenadas al momento de la conversion.

El segundo punto tenia como propdsito hacer la conversion del registro verbal al registro
algebraico.

Plantear un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 para el siguiente enunciado.

Para ingresar a un parque de diversiones. La familia Lopez paga $33.000 por tres entradas de

adulto y dos de nifios. Mientras que la familia VVega por cinco entradas de adulto y cuatro de nifio

paga $57.000.

Conversion del registro verbal al algebraico

|
33% 34%

33%

i Correcta ®lIncorrecta EINo realizo

Figura 3.Conversion del registro verbal al algebraico. Cuestionario diagndstico.

Fuente: elaboracion propia

La figura 3 muestra el 34% de estudiantes que realizaron la conversion del registro verbal al
algebraico correctamente; por ejemplo (E;, E,) para realizar la conversion etiquetaron las
variables con las letras “x” y “y de acuerdo con los datos del enunciado e hicieron el

planteamiento del sistema de ecuaciones como se muestra en la imagen 9.
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Para ingresar a un parque de diversiones. La familia Ldpez paga $33.000 por tres
entradas de adulto y dos de nifios. Mientras que la familia Vega por cinco de adulto
Yy cuatro de nifio paga $57.000.

35 YZX = 35000 FARJLFA vioA fAHILIA LopET
55*—" ¥ = 5?.000 4{,”'_,0_, X AdwiTo! X
NiNO" 7 V150 y

g_:-u:ﬁo._s
Y —>adutos Gxt 4y 57000 IXt2y:33.000

Imagen 9. Evidencia de conversion correcta del registro verbal al algebraico. Cuestionario diagnostico.

La figura 3 muestra que un porcentaje significativo de los estudiantes de grado décimo de la
I.E Rafael Reyes presentaron dificultad para realizar la conversion del registro verbal al
algebraico. Por ejemplo, el (Es) reconocié que de acuerdo al enunciado se debe plantear un
sistema de ecuaciones lineales. Identifico las incognitas con las letras “N” para referirse a
nimero de nifios y “A” para el numero de adultos, pero al momento de plantear el sistema no
relaciond los datos del enunciado, es decir, la cantidad con la variable representada como se

muestra en la imagen 10.

Para inpresar a un parque de diversiones. La familia Lépez paga $33.000 por tres

entradas de adulto y dos de nifios. Mientras que la familiz V i
cuatro de nifio paga $57.000, ! Slaleabro o

N A =320
N oy 2 = $7.02Q

Imagen 10. Evidencia de conversidn incorrecta del registro verbal al algebraico. Cuestionario diagndstico.

El tercer punto tenia como proposito hacer la conversién del registro algebraico al tabular,
con la intencidon de conocer el tratamiento que se le hace a cada una de las ecuaciones del
sistema, en el sentido de determinar los despejes dejando expresadas una variable en funcion de
la otra.

Complete la tabla de valores para cada ecuacion; donde los valores de “x” 0 “y” pertenecen

al intervalo [—3, 3]



{—Zx +y =5 ecuacion 1
3x =y + 2 ecuacion 2

TABLA 1: Ecuacion 1

TABLA 2: Ecuacién 2

Conversién del registro
algebraico al tabular

20% |

73%

1Correcto  mlIncorrecto  ®No realiza

Figura 4. Conversion del registro algebraico al tabular. Cuestionario diagnéstico.

Fuente: elaboracion propia

Tratamiento en registro
algebraico

7%
73%

[ Correcto Filncorrecto H No realiza

Figura 5. Tratamiento en el registro algebraico. Cuestionario diagndstico.

Fuente: elaboracién propia.
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Tanto en la figura 4 y 5 se muestra un porcentaje significativo de los estudiantes que
realizaron correctamente la conversion del registro algebraico al tabular y tratamiento en el

registro algebraico. Para el tratamiento tomaron las variables: independiente “x” dependiente

6 2

v”, dejando expresado el sistema explicitamente, con el fin de reemplazar los valores de “x”

encontrando los de “y” para completar cada tabla, tal es el caso del estudiante (E,) como se

muestra en la imagen 11.

'1!1_!{:5 3!#\1"2
*3x-2FY
g=5tzar _ .
L{’-‘S" 2(,-3) 3t 3)‘ 2=
==\
[1 = =¥
s 3h-2=Y
'q:sf?x 3&71-:=3
¥Y=-g
l{:ﬁ&i’.(-ﬂ
s 3x-2=Y
i 30-1) ~2=Y
'q s5t2x Y=-s
=st2(-1)
q:g ¢ Ix-z2=¢
'Li s¥2 e 3C7) -22y
97 ¥=1
t‘:ﬁl‘?—("] L ax-z =Y ”~
4=-% 3(zY -2 =Y
*y=syv2(1) - ¥=E4q
4=9 - 3r-2 =Y
q=s 42 303)-2:=4
= 9o
Y= 5+ 203 A
y=u

Imagen 11. Evidencia de tratamiento en el registro algebraico y procedimientos para completar las tablas.

Cuestionario diagndstico



47

{—Zx +y =5 ecuacidn 1
3x = y+2 ecuaciom 2

TABLA 1: Ecuacién 1

X -3 -2 -1 o ' 2 3

¥ | 1 2 S T 9 1}
TABLA 2: Ecuacion 2

X -2 -2 =1 [) | z 2,

y - -8 -5 -2 1 4 3

Imagen 12. Evidencia de conversion del registro algebraico al tabular. Cuestionario diagndstico.

Las ecuaciones que conforman el sistema son presentadas al estudiante de manera implicita.
Se evidencid en la figura 5 que un 20% de los estudiantes no realizd correctamente el
tratamiento de cada una de las ecuaciones, es decir, no hicieron el despeje correcto en el sentido
de expresarlas explicitamente, sin importar la dependencia de las variables, por lo cual dificultd
la transicion entre los registros algebraico y tabular, como se muestra en la figura 4 y 5.

Se aclara que la diferencia de porcentajes respecto a la conversion algebraico al tabular en
los puntos primero y tercero es del 13%, eso sucedid porque en el punto primero, una ecuacion
del sistema fue de manera explicita y la otra de manera implicita mientras que en el punto tercero
el sistema estaba planteado implicitamente. Se concluye que cuando un sistema de ecuaciones
lineales 2 x 2 se presenta implicitamente en el registro algebraico se debe recurrir al tratamiento
en este mismo registro, para expresarlo explicitamente sin importar la dependencia de las
variables. Es primordial para llevar a cabo la conversion del registro algebraico al tabular.

El cuarto punto tenia como propésito conocer si el estudiante recurre algin método tanto
algebraico como gréafico, para solucionar un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2.

Resolver un sistema de ecuaciones consiste en hallar los valores de las variables que cumplan

simultaneamente ambas ecuaciones. Observa el siguiente sistema de ecuaciones:
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3
5 X +y =11 Ecuacion 1
x + }E] =7 Ecuacion 2

Al resolver el sistema se obtiene:
A x=0 y=11

B) x=5 y=4
C)x=6y=2

D) x=8 y=-1

Reconocen la solucién a un sistema
de ecuaciones lineales 2 x 2

33% |

|
67%
00

rCorrecto rtIncorrecto mNo realiza

Figura 6. Reconocimiento de la respuesta que satisface al sistema de ecuaciones. Cuestionario diagndstico.

Fuente: elaboracion propia.

La figura 6 muestra que el 33% de los estudiantes no realizan procedimientos dejando en
blanco el espacio para responder. Mientras que el 67% de los estudiantes reconocieron que la
solucién a un sistema es encontrar los valores (x e y) que deben satisfacer simultdneamente al par
de ecuaciones, por ejemplo, los estudiantes (E-, E;5) acertaron que la respuesta correcta son los
valores x = 6,y = 2 remplazaron en cada una de las ecuaciones cumpliéndose las igualdades, se
evidencidé que no utilizaron algin método para solucionar el sistema como se muestra en la

imagen 13
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3
3 X+ y =11 Ecuacion 1
"

X +E =7 Ecuacién 2

\ 2

‘-"/"’?“:L = - q -
) )H\{ \ M,}. 2 )
0N Lwicaa ] @ a it =

206) + 2211 6+ 2 = H1.5C6)+ 2=\ s <
.:: $z2 =44 % 641=3 q 4’). :“ 2
_— _ L2

Imagen 13. Evidencia de la forma como los estudiantes comprobaron que los valores de las variables cumplen

simultaneamente ambas ecuaciones. Cuestionario diagnostico.

El quinto punto tenia el propoésito de conocer la conversion del registro tabular al registro
algebraico.
Dado las siguientes tablas encuentre el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2.

Tabla de valores 1

X -3 2 1 0 1 2 3
y 2 0 2 4 6 8 10

Tabla de valores 2

Do W
N ot
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Conversion del registro tabular al
algebraico

6%
271%

l 67%

ICorrecto Lilncorrecto LiNo realiza

Figura 7. Conversion del registro tabular al algebraico. Cuestionario diagndstico.

Fuente: elaboracion propia.

La figura 7 muestra que el 6% de los estudiantes realiz6 la conversion correctamente (Eg)

resolvié de la siguiente manera: tomé dos pares ordenados (x;,v;) v (x,,y,) en cada tabla.

Luego, hallé el valor de la pendiente reemplazando en la expresion m = %

27X1

y finalmente

utilizé la expresion algebraica de linea recta de manera explicita, es decir, la ecuacion de la
forma y = mx + b, donde m es la pendiente y b el intercepto con el eje de las ordenadas, se
resalta que identifico el intercepto con el eje “y” en el registro tabular como se muestra en la

imagen 14.



Tabla de valores 1 Tabla de valores 2
X -3 |22 <1 | .0 3 X |-3|-2(-1]0 1 21 3
vyI|2[0[2|4]6 8|10 y|1l1]3]2]5|3|7
2 2 2 2
"' ’» ] n» 1 v,
| 4 _.y \.;‘
84 ——
O 2 -2+ 3
r3 |
m=1-9.3
4= X+ 4 e
- X M= 0.5
q' - 4 4
LR = 0.5 x40
= axig a5 x+a2

Imagen 14. Conversion correcta del registro tabular al algebraico. Cuestionario diagnéstico.

De la figura 7 se observa que una cifra significativa del 67% de los estudiantes realizé la

o1

conversion incorrecta, uno de los errores comunes es hallar el valor de la pendiente, como es el

caso del estudiante (E;) como se muestra en la imagen 15, donde no identifico correctamente los

Finalmente el 27% de los estudiantes no realiz6 la conversion dejando el espacio en blanco.

y-c-z):7(w-(-'3)‘

—3-4‘}-_—6—_'2 7,?:2(\*‘5)
10 ¥ 4 12 )/}z: 2x + 6
\/:?\(fé__"z
4 '\/:?xlﬂ
343 . & 6 . 72
7.1 ) E e
4 ;
; * 1 .18 Cx -(-3))
i
y-3 :18x 54
\’;181}>4f17
y:18xr.1.‘?2-9—

Imagen 15. Conversion incorrecta del registro tabular al grafico. Cuestionario diagnéstico.

pares ordenados (x;,y;) v (x,,y,) de la tabla, para luego sustituir en la expresion m = % .
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Ademas, se observd que otra de las dificultades es la conversion del registro tabular al
algebraico, se presentd al usar la expresidn matemética punto pendiente para encontrar la
ecuacion, pero no reemplazaron correctamente los valores, identificAndose deficiencia en ley de
signos al momento de operar y no hicieron tratamientos adecuados para dejar expresada una

ecuacion explicitamente como se muestra en la imagen 16.

Mz _U-

-
-— — o

Imagen 16. Evidencia de errores en la conversion del registro tabular al registro algebraico. Cuestionario
diagnéstico.

El sexto punto tenia como propoésito identificar la solucion de un sistema de ecuaciones
lineales 2 x 2 por método gréfico y conocer la forma de realizar la conversion del registro
grafico al registro algebraico.

Se muestra de manera grafica un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, encuentre las

ecuaciones del sistema y halle valores (x e y) que cumplan simultaneamente ambas ecuaciones.
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Conversion del registro grafico al
algebraico

14%

mCorrecto J«Incorrecto ¥ No realiza

Figura 8. Conversion del registro gréafico al algebraico. Cuestionario diagndstico.

Fuente: elaboracion propia.

La figura anterior muestra que el 73% de los estudiantes, no realizd la conversién
establecida del registro grafico al algebraico, lo cual implica que esta actividad cognitiva es la
menos espontanea. ElI 14% realizaron la conversion de manera correcta encontrando las
ecuaciones; por ejemplo el estudiantes (E3) analiz6 la grafica, identificando el intercepto con el

eje de las ordenadas de cada una de las rectas en el registro grafico, y para hallar el valor de la

Y2—Y1
X2—X1

pendiente utilizaron la expresion de la pendiente m = a partir de dos pares ordenados,
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expresando las ecuaciones explicitamente, ademas, identificd el punto de interseccion entre las

rectas pero no verifico si estos valores satisfacen al sistema como muestran en la imagen 17.

—= . =2
1

o) (f_’ai)

Imagen 17. Evidencia de conversidn correcta del registro gréafico al algebraico. Cuestionario diagndstico.

La figura 8 muestra que el 13% de los estudiantes realizé la conversion de manera incorrecta

y una de las dificultades encontradas para hacer el cambio de registro, es que no reconocieron el

punto de corte con el eje de las ordenadas en el registro gréafico. Otra de las dificultades es no

identificar un par ordenado (x,y) en el registro grafico, el cual es indispensable para hallar el

valor de la pendiente, cuando se quiere utilizar la expresion m =

estudiante (E;s)

Y2—Y1

X2—X1

p'CH) 1)

X1 x\

M;y_z =
Xl ‘X\-

L(_Z

- - 3
""'.j.——ﬂ- = i 2158

Z

BRC1,4)

?

Y,

V'\/\:M(X ~X‘>
y-y= hs(x—1)
yu= 1pSX -1

=13 X

Imagen 18. Evidencia de errores comunes en la conversion del registro gréafico al algebraico. Cuestionario

diagnostico.

. Como ejemplo el
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Se resalta del anélisis del punto 6 que ningln estudiante reconoce el método gréfico como
solucion a un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2.

A continuacion, se realiza el analisis de las relaciones entre dos registros, asi.

Tabla 1
Relaciones entre registros. Cuestionario diagndstico

Conversiones

Primer relacion Registro algebraico <—> Registro gréfico

Tercera relacion Registro algebraico <—> Registro tabular

Fuente: elaboracion propia

La primera relacion del registro algebraico al grafico se observd que ningln estudiante
realizo la conversion, lo que indica que es una de las actividades cognitivas menos espontanea en
los estudiantes de la | E Rafael Reyes. En comparacidn con su inverso, la conversion del registro
grafico al algebraico se observd que tan solo el 14% lo realiz6 de manera correcta, el 13% de
manera incorrecta y el 73% no lo realizaron. Por tanto, de manera general se concluye que existe

gran dificultad en este tipo de conversiones.

Comparacién de conversiones

80%

¢ 60%

=

§ 40% De tabular a algebraico
S

o 20% - pun l De algebraico a tabular

0%
Correcta Incorrecta No realiza

Conversiones

Figura 9. Comparacion de conversiones de los puntos 3 y 5. Cuestionario diagnéstico.

Fuente: elaboracién propia.
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La figura 9 muestra la conversion del registro algebraico al tabular la cual se les facilita
significativamente a los estudiantes de la I. E Rafael Reyes, mientras que en la conversion del
registro tabular al algebraico existe mayor grado de dificultad.

Dimension did4ctica: analisis de texto guia

Se hizo con el fin de conocer las actividades cognitivas asociadas de tratamiento y conversion
en la teoria de los registros de representacion semidtica, y los registros frecuentemente utilizados
en el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2.

El libro inicia con una presentacién de una situacion en registro verbal de la siguiente manera

En una casa editorial se guieren producir libros en dos presentaciones,
una como libro de bolsillo v la otra como edicion pasta dura. Si para
fabricar los textos, estos deben pasar por dos procesos uno de cosido vy
otro de pegado, donde los libros de bolsillo se demoran 3 minutos para
el cosido y 5 minutos para el pegado, y la edicion en pasta dura requiere
de 4 minutos para el cosido y 2 minutos para el pegado. Si se sabe que la
maguina para el cosido esta disponible 6 horas y la maguina de pegado
7 horas, ;cOmo se representa mediante ecuaciones la cantidad de libros
que se podrian producir de cada presentacion?

Primero, para responder la pregunta, se identifican las variables.

x: Cantidad de libros de bolsillo. y: Cantidad de libros de pasta dura.

Imagen 19. Enunciado del problema en el registro verbal.

Como primer momento realizan la identificacion de las variables en lenguaje verbal donde
asignan la letra “x” a una variable que representa la cantidad de libros de bolsillo, y asignan la
letra “y” a otra variable que representa la cantidad de libros de pasta dura, que tienen como

finalidad hacer la conversion al registro algebraico.
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Luego, se describe la informacién en la siguiente tabla.
Tiempo en minutos
Cantidad
Cosido Pegado
Libros de bolsillo X 3x 5x
Libros de pasta dura y 4y 2y
Necesario 3+ 4y 5x+ 2y
Disponible 6+ 60 = 360 7-60 =420

Imagen 20. Evidencia de conversién del registro verbal al algebraico.

Luego de reconocer las variables, hacen la relacidn con el tiempo de cosido con el de pegado.
Para continuar el proceso de conversion, las ecuaciones que representan la situacién son
mediante la relacion con “x” cantidad de libros de bolsillo con el tiempo de pegado, e “y”
cantidad de libros de pasta dura con el tiempo de pegado. Con el fin de trabajar las mismas

unidades de tiempo hacen el paso de horas a minutos del tiempo disponible en cada maquina.

Como se presenta en la imagen 20.

Finalmente, como las maquinas para coser y pegar, se destinan a la produccion de los libros, entonces,
se tiene:

3x + 4y = 360 Tiempo disponible de la mdquina para coser los libros.
5X + 2y = 420 Tiempo disponible de la maquina para pegar los libros.

Por tanto, las ecuaciones que representan la cantidad de libros a producir de cada presentacion son:
3X + 4y = 360y 5x + 2y = 420.

Imagen 21. Evidencia de conversidn registro del registro verbal al algebraico.

Por ultimo logran la conversion mostrando el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, donde la
primera ecuacion es la multiplicacion del tiempo de cosido para libros de bolsillo por “x”
(cantidad de libros de bolsillo) méas la multiplicacién del tiempo de cosido para libros de pasta
por “y” (cantidad de libros de pasta) igualada al tiempo disponible de la mé&quina para el cosido,

la segunda ecuacion es la multiplicacion del tiempo de pegado para libros de bolsillo por “x

(cantidad de libros de bolsillo) méas la multiplicacion del tiempo de pegado para libros de pasta
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por “y” (cantidad de libros de pasta) igualada al tiempo disponible de la maquina para el pegado,
es decir, la primera ecuacion es la relacion de cada tipo de libro con los tiempos de cosido
igualada con el tiempo disponible de cosido de la maquina y la segunda es la relacion de cada
tipo de libro con los tiempos de pegado con el tiempo disponible de pegado de la maquina, como
se presenta en la imagen 21.

En este primer acercamiento al objeto matematico se muestra la conversion del registro verbal
al algebraico, detallando paso a paso dicha conversion de acuerdo a los datos presentados, como

estrategia utilizaron una tabla para el proceso.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto formado por dos o mds ecuacio-
nes lineales, cada una de ellas con dos o mas incognitas.

Si el mayor exponente de las variables de las ecuaciones que intervienen en el sistema es
uno, entonces, el sistema recibe el nombre de sistema de ecuaciones lineales.

Sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2
Es un conjunto de ecuaciones formado por dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
x+3y=2

-3x+y=1
ecuaciones y dos incognitas, x y y.

Por ejemplo, Jl es un sistema de ecuaciones 2 X 2 pues esta formado por dos

Imagen 22. Evidencia de definicion y ejemplo del objeto matematico sistema de ecuaciones.

La imagen 22 muestra un ejemplo de un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 en el registro
algebraico, indicando que el exponente de las variables es uno y esta formado por dos ecuaciones
con dos incégnitas. Dentro de la definicion no se realiza la diferenciacion de objeto matematico
con su representacion algebraica y no presentan este objeto en otros registros semidticos para su
reconocimiento.

Para la solucién de un sistema de ecuaciones en el libro se plantean tres ejemplos de manera
algebraica como se observa en la imagen 23: el primero es la verificacion cuando reemplazan los

valores dados que cumplen de manera simultanea al sistema, el segundo explica por qué un
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sistema no tiene solucidn, y el tercero muestra cuando un sistema tiene infinitas soluciones.

Efempios Estos ejemplos son presentados en
D Verificar que x = —1 y y = 2 son solucién del sistema {::23;157 4 . . . .
Primero, se remplazan los valores dados de las variables en las ecuaciones, reg Istro al geb ral CO, no se evl dencla
-1+3(2)=5 2-1)—-2=-4
“1+6=5 —2-2=—4
, 5=5 , 4= conversion a registro grafico como
Finalmente, como se cumplen las dos ecuaciones de manera simultdnea, entonces
x = —1yy = 2, estas son la solucién del sistema.
2) Explicar por qué el sistema [ | ¥~ no tiene solucidn. alternativa para explicar la relacion

El sistema de ecuaciones describe que la suma de dos niimeros es al mismo tiempo
—6 v 8, lo cual en los nimeros reales no es posible, pues la suma de dos nameros

reales es igual a un unico valor. Por lo tanto no existen dos nimeros reales x y ¥ algebraica y gréfi Ca de IaS poslbles

tales que satisfagan de manera simultédnea a las dos ecuaciones.

x+2y=4
:3) El sistema tiene infinitas soluciones y son de la forma
-3x-6y=-12

) soluciones de un sistema de

x=tLy=2-— Et' donde t es cualquier niimero real. Verificar que esta afir-

macion es cierta.

La afirmacion es verdadera, porque al remplazar a x y ¥ en las ecuaciones, las ecuaciones EStO muestra Ia

igualdades se cumplen, asi:

X+2=t+ 2(2—%:) —t+d-t=4

~8x =By = =30~ 62 5t) = 3t —12 4 3= 12 desarticulacion de registros.

Por tanto, se cumplen las igualdades, asi que el sistema tiene infinitas soluciones.

Imagen 23. Evidencia solucién a un sistema de ecuaciones.

La imagen 24 presenta un ejemplo donde el sistema es dado en el registro algebraico; de cada
ecuacion reconocen el valor de la pendiente y la coordenada de interseccion con el eje “y”.
Luego ofrecen la solucién al sistema explicando el punto donde se intersectan las rectas y lo
hacen relacionar con una grafica la cual no esta ubicada en un plano cartesiano. Esto muestra que
no hacen una relacion adecuada del registro algebraico con el registro grafico. Se resalta que
realizan los debidos tratamientos a cada una de las ecuaciones que conforman el sistema

expresandolas explicitamente.

Ejemplos B,
D Dos aves identifican su presa mientras estian vo- /

lando y se dirigen hacia ella. La trayectoria que -

sigue el ave A es x + 2y = 5 y la del ave B es , A

2x — 4y = 2. Determinar el punto donde se en- = .
= £ ﬂ 3 ,,,W

cuentra la presa.

Primero, se escribe en forma explicita cada ecuacion.

x+2y=5 2x —4y =2

1 5 1 1 Hocnaia
y_7§X+E ? y_gxfg e despeja .
Asi, la recta de la trayectoria del ave A tiene pendiente 7% y punto de corte con

elejeyen (0, E’ ). Ademds, la pendiente de la trayectoria del ave B es g ¥ el punto
de corte con el eje y en (O, = %)
Luego, en la figura 10 se muestran las rectas de las trayectorias de las aves

Finalmente, como el punto de interseccion es (3, 1), entonces la presa se ubica
en el punto (3, 1).

Imagen 24. Evidencia de ejemplo relacionando registro grafico con el algebraico.
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En los métodos de sustitucion, igualacion, reduccion y determinantes se presentan dos
ejemplos, indicando los pasos para solucionar un sistema de ecuaciones con cada metodo. Algo
particular de los ejemplos planteados, es que los primeros ejemplos muestran un sistema de
ecuaciones en el registro algebraico donde lo Unico que se evidencia es la actividad de
tratamiento dentro del mismo registro. Los segundo, es una situacion en registro verbal
(enunciado), inicialmente se identifican las variables de manera verbal, es decir, hacen
tratamiento en este registro. En el siguiente paso plantean el sistema de ecuaciones,
evidenciandose la conversién entre registro verbal al algebraico. Finalmente resuelven el sistema
de acuerdo al método estudiado, sefialando la solucion de manera algebraica, sin relacionar con

otros registros. Como se muestra en la figura 25:

= - > § T z T ;
tijJ'OS ') Determinar dos nume.ros cuya resta es 15 y la
4 suma del doble del primero con la mitad del se-
1) Usar el método de sustitucion, para solucionar el gundo es 5.
. B . [2x+y=4 Primero, se asignan las variables
sistema de ecuaciones lineales |-4x+3y=2"
23 ¥ 4: Nimero mayor.  b: NGmero menor
Primero, se enumeran las ecuaciones
v 588 B :“ "cion Segundo, se plantean las ecuaciones:
2x + ’
2x +y 4(1)
4x +3y =2(2) 7 e
< . 1 s
Segundo, se despeja una de las variables en una 28+ ;b =5
de las dos ecuaciones. =
2x+y=4 bua Tercero, se enumeran las ecuaciones
y =4-2x a-b=15
Tercero, se remplaza y en la ecuscion (2) 23 + ‘},’h 5
ax +3y =2 o SN
5 Cuarto, se despeja a en la ecuacion (1)
X434 -2x=2 5
a-b=15
4x+12-6x =2 -
a=15+b
10x +12 =2 " " y .
Luego, se remplaza a en la ecuacion (2)
1
10x 10 28+ b
10 i
X 10 =1 ¢ 215+ b) + +b
Asi, el valorde x es 1 . 1-
30+2b+ b 5
Luego, se remplaza el valor obtenido para hallar y E
1a o A 1 2 b
en la ecuscion 1 30+ b >
2. e =
2x + 4 2
4 ;:l; 25
20 +y=4 & 25.2
2+y=4 b 5
y=4-2=2 b 10
Asi. el valorde y es 2 Asi, el valor de b es ~10
Finalmente, se verifica la solucion en el sistema Por altimo, se encuentra el valor de a
de ecusciones a-b=15
Ecuacion (1) Ecuacion (2) a-(-10) =15
x+y=4 X +3y=2 a+10 =15
210+ (2) =4 41)+32)=2 a=15-10=5

Imagen 25. Ejemplos de conversion del registro verbal al algebraico y tratamiento en ambos registros.
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En la imagen 26 hay dos ejemplos explicando el método de igualacion, donde dan el sistema

de ecuaciones en el registro algebraico. Inicialmente realizaron la actividad de tratamiento a cada

ecuacion, presentdndolas de manera explicita, es decir, una variable en funcién de la otra, para

luego igualarlas y encontrar la solucion. No se aprovechd el despeje para hacer una tabla de

valores y luego graficar para mostrar el sistema mediante la coordinacion entre registros.

1)

Ejemplos

Remobver ol signdemte sistemn de eouackones

Zx+dy =6
| métodn de {gaalaciim.
Ll'+1'—1 par ¢ o de g

X4y =6 Exuacitin {1)
Sedespea i,
r+y =1 Esiacion {2
r=1-y Sedespea i,
wega, seiguakan las dos expresiomes.
G—3y
= o=
2 1-r
G—3p =2- 2y
G—2 =—dp+3  leam
4 =5 S despeja .
Asl, ol valor de yes 4
FPaor ditiman, se halla x en algons de Ins ecosciones
domde aparece despejnda, ooma sigoe:

Semultiplica por 1.

Par tanta, lnsahictém delsistemaesr = —3yyp= 4
JEI Determinar la sohaclén del sistema por ¢ método

de ipgualaciin

Frimero, se degpejn nen oada tna de las soasciones.

n—1

am

nega, se igualan las dos expresiomes.
dm+1=4m-—-2

En este casa 2l sistema de ecuackones mo Hene
sohsciin.

—nm=3

xr =1-y
x =1-(4)
x =-3 5 Speradon,

mn—1=dm
dm—-n=3"

= dm Eouadion 1
n =dm+1

Sedepejan

(it 2
3in 2

n =dm-—3 Sedegean

1 =-2 Stz i

Imagen 26. Evidencia de ejemplos.

Se concluye de las actividades propuestas que para el reconocimiento de un sistema de

ecuaciones se enfatiza el registro algebraico, como alternativa para el aprendizaje del objeto

matematico, como se muestra en la imagen 27.

ACTIVIDADES

( »  Identifica si el sistema de ecuaciones es lineal o no.En | | Determina si los valores dados a las incgnitas son solu-
cualquiera de los casos explica tu respuesta. ¢ion del sistema de ecuaciones lineales.
y Xx+3y=5 —xty—-37=-6 —0v=27=3
[4x + 2y =-3 x+2y—z=1 AR Tl
. b x—5y=4
5x+;+3z:2 4, x+ty=5 x=2y=1
2. dx+y+3z=-5 Xty=-—1
)+ y2—4z=5

Imagen 27. Evidencia de actividades propuestas en el registro algebraico.
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La imagen 28 evidencia las actividades propuestas para el estudiante, se estimula la
conversion entre registros, pero de forma separada. Por ejemplo, de los puntos del uno al nueve
se enfatiza la conversion del lenguaje verbal al registro algebraico; en los puntos del 10 al 21 se
promueve conversion del registro algebraico al gréafico, sin indicar que se debe realizar tablas de
valores para realizar en cambio de registro, sin embargo, alli se espera la actividad tratamiento
en el registro algebraico en cada una de las ecuaciones que conforman el sistema. Finalemente
los puntos del 22 al 25 tienen como finalidad la actividad de conversion del registro gréfico al
algebraico y los puntos del 26 al 28 articulan tres registros: verbal, algebraico y grafico,
pretendiendo que hagan conversion del registro verbal al registro algebraico (planteamiento del
sistema de ecuaciones lineales 2 x 2) y luego el cambio de registro del algebraico al grafico
presentando las rectas en el mismo plano, para que el estudiante reconozca geométricamente, las

posibles soluciones.



[ Representa mediante un sistema de ecuadones lineales
cada una de las sigulentes situaciones.
1. Elperimetro de un rectdngulo 25 20 am y |a diferanda entra
sulongiud y su ancho es 2 cm.
2. Lz edad de Juan y su hermana Marfa suman 25 afios v su
diferenca es de 3 afos
3. Davidy Pedrotiznen entre hos dos 50000 Pero David tlene
57.500 menas que Pedna.
4. Enuragranja hay gallinas y consjos. Entre todos los anima-
25 t2 cuentan S cabezas v 136 patas
P+ Determina sl la afirmacién es verdadera o falsa. Explica tu
respuesta.
5. Un ssterma de ecuacknes lineales es inconsistents = sus
qgrficas s cortan enun Gnlco pura.

6. 5lla pendente de dos rectas son lguales, entancas, el sk-
tema natiene solsddn

7. 5l dos rectas tlenen dos puntos en comdn, entances, al
slsterna tiene dnica soluckin.

8. Enun szerma de enedones linsales 2 3 I, el punto de
nterseccitn entre ks rectzs es la soluddn del sistema.

9. Unsisterna tlene dnkca soluckin salamente = sus rectas san
remendiculares.

» Resuslve cada sistema de ecuaciones usando el métndo

grafico.
10 Jxt+hy=—2 {—x+4y——11
T |Px—gp=15 Nt yp=7
rty=4 dx+hy=68
0 [0 ey
—Ix+3py=2 — 8y —10y=—1%
i 3
¥ +Sy= Ix—dy=—F§
12, {2F T2 1:.{ y
Aty=2 Ix—8y=—14
Inti= ly=x+a
13, { F m.{}r -
Ixtd=y Ap=5x+86
. Jf—1:+3 J3x+9—ﬂ
" |ay=8x+a “l-ap+o=n

b Dibuja las rectas seqin las condidones dadas. Luego,
determina la soluciin del sistema de ecuadanes.

ley=—15c+2

lpm= —15y-ntersecto: — 4
fzm = 3x-ntersectos

2, 1. 1
3+ 2y —1=10

P Escribe al sistema de ecuaclones correspondiente a cada

gréfica.
22, { 24, ¥
5
3
3
b
X
-
-2
23,
g
4
4-2 4 g

P Plantes un sistema de ecuadanes en cada caso. Luego,
utiliza el métode grifico para solucionar &l sistema.

26, Determina dos ndrmenas que su surma sea 80 y wu diferanda
LERN

27. Un gupa de 3 personas compra boletas pars entrar al
parque de diversiones. Bl precio de la entrada de un adulto
esde 54000y 2l de un nifio es de 52500, 51 en total se pagh
por |as entradas SSE000, joudntes nifios y cusntos aduktos
entraron al parque?

8. David trabala en una estaciin da servicl de vehloulos En
un dia dz la semana contd que entraron 24 vehlcules, entre
carmos y motos. 5 se revisd &l nivel de aire de 60 llantas,
Joudnitos camos y ouantas matos entraron a revisar el nivel
de alre de 515 |lantas?

Trabaja con GeoGebra

P Realiza la grifica de cada una de las rectas del sistema de
enuaciones en GeoGebra. Luego, indica el punto de inter-
seccldn de las rectas para hallar |a solucidn del sistema.
Canfirma tu respuesta usandoe en la ventana de Entrada
la instruccidn Resuelve [ = dx + y,y + x = 2}, [x. y}H.
{.{ —y=h

C|ax iy =8

{21+?y—13
" lExty=0

Imagen 28. Evidencia actividades que propone el texto guia.
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Finalmente, en el texto guia no se propusieron actividades para que el estudiante desarrollara

la actividad cognitiva de formacion. En los ejemplos no se evidencio estrategias para graficar un

sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 y articulacion de registros.

Analisis de restricciones:

Esta investigacion se llevo a cabo con 15 estudiantes de grado décimo de la Institucion

Educativa Rafael Reyes de Santa Rosa de Viterbo (Boyacd), en un rango de 14 a 16 afos de

edad, 7 mujeres y 8 hombres. De acuerdo al plan de estudio de la Institucion se contempla que el

objeto matematico de estudio (los sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2) es temaética de grado
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noveno, esto indico que la poblacion ya ha visto el tema anteriormente nombrado, permitiendo su
realizacion. Ademas, el establecimiento cuenta con aulas adecuadas donde cada estudiante tiene
su escritorio para evitar traspaso de respuestas y una sala de computo.

Segunda fase: Concepcion y analisis a priori.

En esta fase se describen las variables macro y micro didacticas, el analisis a priori y disefio

de las cuatro actividades disefiadas que se pondran en escena en la fase experimental.

Respecto a las variables macro — didacticas se consideraron aspectos de la matemaética y

cognitivos, asi:

» Aspectos de la matematica: la secuencia de actividades fue disefiada en el conjunto de los
nameros reales, en problemas que requerian plantear sistemas de ecuaciones lineales
2 % 2, cuya solucion pudiera ser encontrada y justificada con algin método algebraico o
de manera grafica. De alli se determin6é a manera de conclusién que los sistemas pueden
ser compatibles o incompatibles, como se definieron en el marco conceptual.

» Aspectos cognitivos: para evidenciar la formacion se parte de una informacién este
proceso de evidencid en actividad 1, 2 y 3; para la conversion se articulan los siguientes
registros: actividad 1 del gréafico al algebraico. Actividad 2 del gréafico al algebraico.
Actividad 3 del verbal al algebraico, del algebraico al tabular, del tabular al gréfico, del
algebraico al gréafico. Actividad 4 del tabular al grafico, del verbal al algebraico; del
grafico al algebraico. Estos se adectan al nivel de escolaridad de la poblacion y los
tratamientos son en el registro algebraico.

En las variables micro — didacticas primero se hizo la presentacion y la seleccion de las

mismas para luego hacer el analisis a priori de cada actividad, describiendo lo que se espera que

el estudiante realice de acuerdo a sus conocimientos previos.



Tabla 2

Identificacion de las variables que intervienen en cada actividad

Descripcion de la actividad

Variables micro-didacticas

1.

Consta de cuatro items,
que permite  descubrir
diversas relaciones
graficas  tabulares vy
algebraicas. Los items
tienen las intenciones de:
en el a) actividad de
formacion en el registro
grafico b) la actividad de
conversion  del registro
gréafico al tabular, y el c) la
actividad de conversion del
tabular al algebraico.
Permite relacionar la parte
grafica con la algebraica.
Un primer momento es la
actividad  cognitiva  de
formacion en el registro
gréafico, y el segundo es la
actividad  cognitiva de
conversion del grafico al
algebraico.

Consta de un enunciado
permitiendo  hacer la
actividad de formacién en
el registro algebraico y
conversion entre registros.
Como primera instancia la
conversion del verbal al
algebraico, y como
segunda conocer el método
de solucion a un sistema de
ecuaciones lineales 2 x 2.

Consta de seis items donde
se relacionan
representaciones tabulares,

Asociadas al registro grafico se tiene:

>

>

Ubicacién de puntos y reconocimiento de la
gréfica.
Significado del punto de interseccion entre dos
rectas.

Asociadas al registro tabular.

>
>

Ubicacion de las variables en los ejes
Construccion de la tabla (s).

Asociadas al registro algebraico.

>

Reconocimiento 'y representacion de las
variables utilizadas en el sistema de ecuaciones.

Asociadas al registro grafico se tiene:

>

Y VV V

Adecuacion de la escala para cada uno de los
ejes.

Ubicacion de las variables en cada uno de los
ejes.

Reconocimiento de coordenadas y la gréafica.
Reconocer los puntos de interseccién de la recta
con los ejes del plano cartesiano.

Significado del punto de interseccion entre las
rectas.

Asociadas al registro algebraico.

>

Reconocimiento y representacion de las
variables utilizadas en el sistema de ecuaciones.

Asociadas al registro verbal

>

Reconocimiento de las variables y datos.

Asociadas al registro algebraico.

>

Representacion de las variables utilizadas en el
sistema de ecuaciones.

Asociadas al registro tabular.

>

Construccion de la tabla (s) de valores

Asociadas al registro grafico se tiene:

>
>

>

Ubicacion de las variables.

Seleccion de la escala apropiada en cada una de
los ejes.

Significado del punto de interseccion entre dos
rectas.

Asociadas al registro grafico se tiene:

>

Reconocimiento y ubicacion de las variables en
los ejes del plano cartesiano.
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gréaficas, verbales y > Ubicacion de las coordenadas y reconocimiento
algebraicas, mediante la de la grafica.

actividad de conversion: el > ldentificacion del punto de interseccion de las
a) es del registro tabular al rectas con el eje de las ordenadas.

grafico. El b) es del > Significado del punto de interseccion entre las
registro verbal al rectas.

algebraico, apoyado Asociadas al registro tabular.

previamente  en una » Reconocimiento de las coordenadas (x,y)en
representacion gréfica vy cada tabla.

tratamiento en el registro Asociadas al registro algebraico.

algebraico. El item d) es » Reconocimiento 'y representacion de las
conversion del registro variables utilizadas en el sistema de ecuaciones.
grafico al algebraico. En el Asociadas al registro verbal.

item e) es identificar el » Comprension del enunciado

vértice interior de la
bandera de manera grafica.
Finalmente el item f
comprobar el item anterior
(e) con la intencion de
conocer el método de
solucién a un sistema de
ecuaciones lineales 2 x 2.

Fuente: elaboracion propia

Disefio de actividades
Se tuvo en cuenta tres factores:
> De la problemética planteada: la articulacion entre registros y solucién a un sistema de
ecuaciones lineales 2 x 2 por método grafico.
> Del andlisis de texto: reconociendo el objeto matematico en otras representaciones.
> Del cuestionario diagnoéstico: la actividad cognitiva de conversion entre registros
semidticos y tratamiento en el registro algebraico.

En cada actividad se encontraba el siguiente encabezado:
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INSTITUCION EDUCATIVA RAFAEL REYES SANTA ROSA DE VITERBO
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA Y TECNOLOGICA DE COLOMBIA
FACULTAD CIENCIAS DE LA EDUCACION
MAESTRIA EN EDUCACION MATEMATICA

Luego se presentan cada una de las actividades

Actividad 1*

Segun Euclides, la circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de un punto fijo. Ese punto fijo se denomina centro, y el valor de la equidistancia se
denomina longitud del radio.

Con la definicion anterior, y utilizando la distancia de Euclides, el siguiente grafico

representa una circunferencia con centro en (—2,3) y radio 3.

Circunferencia Euclidea (de)

De acuerdo con Minkowski, se puede lograr una representacion diferente, partiendo del

mismo punto (—2,3), desplazandose en forma horizontal, vertical o en ambas direcciones (sin

! Esta actividad surge de la secuencia didactica la Taxi Geometria desde la perspectiva de Aulas Investigativas
presentada en clase de Aulas Investigativas Il del semestre | del afio 2019 de la Maestria en Educacion Mateméatica
afio 2019, orientada por la Doctora Lida Esperanza Riscanevo Espitia. Universidad Pedagégica y Tecnologica de
Colombia (UPTC).
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cambiar de sentido) con el nimero correspondiente al radio de la representacion anterior, es decir

3 unidades.

a) ¢Cudl seria la grafica?

b) Elabore una tabla donde ubique las coordenadas cartesianas de la gréafica encontrada.

c) ¢Cudles puntos destacaria de la gréfica?

d) Encuentre las ecuaciones de las rectas que limitan la figura.

“Figura” de Minkowski

7

Actividad 2

La administracion municipal de Santa Rosa de Viterbo del departamento de Boyacé quiere

que el monumento del expresidente de Colombia Rafael Reyes ubicado en la plaza principal

quede en una zona centro dentro de este espacio publico. La administracion ubica el monumento

en un rectangulo de la siguiente manera.
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Desean saber la coordenada del centro del rectangulo, para su posterior traslado, sabiendo
que el rectangulo tiene 4 unidades de ancho y 6 unidades de largo. Les piden a los estudiantes de
grado décimo del Colegio Rafael Reyes de esta localidad:

a) Determinar las coordenadas de los vértices del rectangulo.

b) Encontrar la coordenada central donde se debe ubicar el monumento.

c) Comprobar gque la coordenada central del rectdngulo dada para ubicar el monumento, es

la correcta.

Actividad 3

Los estudiantes de grado décimo de la Institucion Educativa Rafael Reyes asistieron a una
exposicion de pintura y les gustdé una obra de arte en forma de rectangulo; la pintura es el
emblematico caballo “PALOMO” que la sefiora Casilda Zafra dond al libertador Simén Bolivar.
Preguntaron el precio y las medidas del rectangulo para comprarla. El artista les suministro la
siguiente informacion: el perimetro del rectdngulo es de 10 unidades, la diferencia entre el
triple del largo y el triple del ancho equivale a 9 unidades, y el precio es $800.000. Se miraron

unos a otros y dijeron que nos les alcanzaba el dinero para la compra, una nifia en broma le dijo
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al artista que deberia regalarla y el artista acepta si le responden la siguiente pregunta ¢Cuéles
son las dimensiones del rectangulo?

Actividad 4

La bandera que representa a una poblacion. Esta conformada por un triangulo isésceles y dos
trapecios rectangulares, los cuales la union de estas tres figuras planas conforman un rectangulo.
Para su construccion debe seguir los siguientes pasos.

a) Grafique en un solo plano cartesiano cada una de las tablas. Luego, dibuje un triangulo

isdsceles donde su base este en el eje de las ordenadas

Tabla 1
X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
y -1 0 1 2 3 4 5 6 7
Tabla 2
X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
y 13 12 11 10 9 8 7 6 5

b) De acuerdo a lo anterior, grafique cada uno de los trapecios rectangulares de tal manera
que la base mayor de cada trapecio rectangular sea el doble de la longitud de la base del
triangulo isdsceles y el perimetro de la bandera sea 36 unidades. Luego, plantee un
sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 que le permita verificar las dimensiones de la
bandera.

c) Determine los vértices del tridngulo isésceles.

d) Encuentre las ecuaciones de las rectas que limitan el tridngulo isdsceles.
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e) Halle el vértice de coordenada (x,y) del triangulo isosceles que esta hacia el interior de
la bandera.

f) Compruebe matematicamente que el vértice del triangulo dado en el item f, si es el que
corresponde al interior.

Una vez el estudiante haya leido la actividad se solicitaba responder las siguientes preguntas

siguiendo los pasos de la heuristica de Polya (1965) asi:

1. Comprension del problema.

¢Qué le pide el problema?

¢ Cuéles son los datos del problema?

¢Hay informacién que brinda el problema que no se requiere para la solucién del mismo?

2. Concebir un plan.

Escriba un plan para solucionar el problema

3. Ejecutar el plan.

Solucionar cada item. Nota: hacer procedimientos necesarios

4. Examinar la solucion.

¢Su respuesta cumple con lo pedido en el problema? Justificar.

¢La solucion tiene sentido? Justificar.

¢Considera que existe alguna otra solucién para este problema? ;Cual seria?

En seguida se presenta el analisis a priori de lo que se espera que los estudiantes respondan

de acuerdo a cada una de las variables seleccionadas.

Tabla 3
Posibles resultados esperados

Actividad Dificultades Soluciones

item a: graficar la figura de Item a: graficar de acuerdo a la informacion
Minkowski, en el sentido de y los desplazamientos verticales como




no comprender la definicion
de Euclides y su grafica.

ftem d: planteamiento de los
sistemas de ecuaciones, es
decir, no realicen la
conversion  del  registro
grafico al algebraico.

ftem a: no poder deducir de
la grafica cartesiana las
coordenadas de los vertices
del rectangulo.

item b: realizar la conversion
del registro grafico al
algebraico, es decir, plantear
los sistemas de ecuaciones a
partir de la grafica.

No hacer la representacion
grafica de los rectangulos de

acuerdo a los datos del
enunciado y no lograr la
actividad cognitiva  de
formacion en el registro
algebraico del objeto

matematico, al igual que no
realizar la conversion del
registro verbal al algebraico.

horizontales encontrando los puntos que
formarian el rombo.

item b: a partir de la grafica encontrar las
parejas ordenadas (x,y) para elaborar una
tabla de valores, tomando la letra “X”” como
el eje de las abscisas y la letra “Y” como el
eje de las ordenadas.

ftem c: para encontrar cada una de las
ecuaciones de las rectas, utilizar: la

., A
expresion m = ﬁ para hallar el valor de la

pendiente de la recta y la interseccion de la
recta con el eje de las ordenadas en el plano
cartesiano.

ftem d: identifiquen que los vértices de la
figura es la interseccién de la prolongacion
de las rectas. Destacando los cuatro vértices
de la figura de Minkowski.

Se espera que los estudiantes grafiquen el
rectangulo de acuerdo con la informacion.

ftem a: apoyados en la representacion
grafica cartesiana determinar las
coordenadas del rectangulo y las variables
del problema.

ftem b: trazando las diagonales del
rectangulo, identificando la coordenada
(x,y) de la interseccion entre rectas.

item c: plantear un sistema de ecuaciones en
cualquier registro diferente al grafico
reconozcan que la interseccion entre las
rectas es la solucion al sistema.

Para graficar se espera que los estudiantes
identifiquen datos y las dos variables del
problema, para hacer la representacion del
rectangulo, que sirva como apoyo en el
planteamiento del sistema de ecuaciones en
el registro algebraico, es decir, la formacion
del sistema de ecuaciones lineales 2 X 2 y
conversion del registro verbal al algebraico.

El sistema se puede resolver por algin
método algebraico o gréafico.

72



ftem b: (Conversion del
registro verbal al algebraico)
no deducir datos de la
representacion gréfica para

plantear el sistema de
ecuaciones
item e: conversion del

registro grafico al algebraico,
para encontrar las ecuaciones

que limitan el tridngulo
isdsceles.

item f: reconocer que la
coordenada  del  vértice

interior a la bandera es la
interseccién de la
prolongacion de dos rectas.

Para la solucion por método grafico se
espera que tomen como estrategia el registro
tabular para luego graficar.

item a: graficar el sistema de ecuaciones a
partir de las tablas.

item b: Reconocer la grafica del triangulo
isdsceles, para deducir datos y en base al
enunciado propuesto en este item lograr
graficar la bandera, para luego, plantear el
sistema de ecuaciones.

item c: a partir de la gréfica determinar las
coordenadas (x,y) de los Vértices del
triangulo isosceles.

ftem d: plantear cada ecuacion utilizando la
expresion y = mx + b donde identifiquen
el intercepto de cada recta con el eje de las

“_.»

'y” graficamente; para hallar la pendiente

. ., A
de cada recta utilizar la expresiéon m = ﬁ.

con las coordenadas encontradas en el item
C.

ftem e: visualizando la grafica se puede
encontrar la coordenada (x,y) del vértice
del rectangulo que estd al interior de la
bandera.

ftem f. Se espera que los estudiantes
reconozcan que se esta trabajando con un
sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, con
unica solucion y lo planteen en el registro
algebraico para comprobar la coordenada
(x,y) del item e identificando que la
interseccion entre las rectas es la solucion
por metodo grafico y sustituyan los valores
de la coordenada en el par de ecuaciones
cumpliendo las igualdades.

Fuente: elaboracién propia.

Tercera fase: experimentacion
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Es la aplicacion de las actividades teniendo en cuenta los horarios de clase establecidos por la
Institucién Educativa Rafael Reyes de Santa Rosa de Viterbo-Boyaca, el cual se disefid el

siguiente cronograma:

Tabla 4

Cronograma ejecucion de actividades
Actividades Fecha Hora
Actividad 1 22 de abril de 2019 14hal6h
Actividad 2 29 de abril de 2019 14hal6h
Actividad 3 6 de mayo de 2019 1l4hal6h
Actividad 4 13 de mayo de 2019 1l4hal6h

Fuente: elaboracién propia.

> Se entreg6 la actividad a cada estudiante y se explico las generalidades: finalidad, tiempo
establecido, material a utilizar. Ademas, se aclard que la solucion de cada actividad es de
manera individual.
> Se realizd una clase introductoria para que los estudiantes conozcan la diferencia entre la
métrica Euclidea con la de Minkoswki (métrica del taxista), como base para la aplicacion
de la actividad 1
Cuarta fase: andlisis a posteriori y validacion
Se analizaron las producciones escritas por los estudiantes de grado décimo de cada una de las
actividades, aplicadas en la fase anterior, teniendo en cuenta dos categorias, las a priori y las
emergentes.
Respecto a las categorias a priori estas son: las actividades cognitivas de formacion,

tratamiento y conversion de los registros de representacion semiotica.
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Se encontraron categorias emergentes, las cuales también se les hizo un analisis y son los
pasos de Polya (1965) descritos en el disefio de las actividades, de igual manera, la tendencia de
ubicacion del rectangulo en el plano cartesiano de la actividad 2.

Hallazgos en cada actividad

Actividad 1

Se analizé la categoria emergente comprension del problema, para ello se asumieron las tres
preguntas mencionadas, se tuvo en cuenta si las respuestas fueron parciales, completas, o no
contestaron.

Todos los estudiantes respondieron de manera parcial, donde no reconocieron algin item que
le pide la actividad, por ejemplo que los estudiantes (E,, E4, Es) no identificaron el item a, sin
embargo lograron representar la figura de “Minkowski”, de igual manera no especificaron que se

debe hallar las ecuaciones de las rectas como se muestra en imagen 29.

+Tatla & wlaws sTobla de ualotes

- ?\ac\% ée \Q Y’\g\m(\ e:“mr&iah. Pun’ros destacados
- Pon*.\b (\RCAL\CAS!O& « Pectas.

Una tabla de valores cor los comdenadas, puntos y rectas
Concopon diestes

Imagen 29. Evidencia de respuesta de forma parcial de los estudiantes (E,, E4, E5) ¢Qué le pide el problema?

Actividad 1
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¢ Cuales son los datos del problema?
0%

33% |

/ 67%

mNo contesta mParcial rCompleta

Figura 10. ¢Cuales son los datos del problema? Actividad 1

Fuente: elaboracion propia

Todos los estudiantes contestaron la pregunta, la figura 10 muestra que el 67% respondié de
manera parcial, desconociendo algun dato, por ejemplo la estudiante (E5) no considerd la
definicion de circunferencia como un dato para solucionar el problema, por otro lado el
estudiante (E;;) no identificé la definicion de circunferencia y su representacion grafica como
datos importantes, mientras que el estudiante (E;,) considerd la definicion de circunferencia
como dato, pero no su presentacion grafica. Ver imagen 30. Siguiendo la figura 10, el 33%
respondié de manera completa y los estudiantes (E;4, E;5) reconocieron todos los datos del
problema, especialmente la representacion grafica de circunferencia como un referente

importante porque permite contextualizar los elementos de centro y radio.
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Imagen 30. Evidencia de respuestas de forma parcial del estudiantes (Es, E41, E12) ¢Cuéles son los datos del

problema? Actividad 1
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Imagen 31. Evidencia de respuesta completa de los estudiantes (Eq4, E15) ¢Cudles son los datos del problema?

Actividad 1

Para la pregunta ¢Cuéles son los datos que brinda el problema que no se requiere para la
solucion del mismo? Permite observar que los estudiantes comprendieron el problema. Los 15

estudiantes afirmaron que todos los datos dados son necesarios para resolverlo.
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Imagen 32. Evidencia de respuesta completa de estudiantes que reconocen que todos los datos son necesarios.

Actividad 1

Siguiendo con el andlisis, se tiene el plan para solucionar el problema propuesto por los

estudiantes

Plan para solucionar el problema

7%” 13%

N

A
]

\ 80% /

I No contesta EParcial @ Completa

Figura 11. Plan para solucionar el problema. Actividad 1

Fuente: elaboracidn propia
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La figura 11 muestra que el 13 % de los estudiantes no escribieron el plan que le permitiera
guiarse para la solucion y son los estudiantes (Eq, E;3) que dejaron en blanco la hoja de
respuesta, sin embargo, el 80% de los participantes plasmaron parcialmente ideas que les
permitié solucionar cada item, pero no especificaron como encontrar las rectas que limitan la
figura, por ejemplo los estudiantes (E;,, Ey1,E14), ver imagen 33, por otro lado el 7% escribid
el plan de manera coherente y completo que lo llevd a solucionar cada item de manera exitosa,
pero el estudiante (E,,) manifestd que a partir de la gréafica se elabora una tabla de valores y
reconocio que se debe identificar puntos destacados; para encontrar las ecuaciones de las rectas

que limitan el rombo. Ver imagen 34.

X fova yealtzar

oo o tacla de valores puede recony o |

{
*(Fean?;S\C\\D enrcoenia o informacsén dada con los fondes
97 €l vadto B Fodemos veal?zay lo Spver Se ey

Tata completer o Yoo, acuchenes o \a Cyen{ 10y
Solowenclo que el Qurko  Intaa\ cs La?) ¢ :}\ Q[J
c{é Cceacler 1,\_”\‘\[‘ Q= 6, (ST X%+ \ol; L.\{-):.{ ‘ (rC\\"(\\C\IEKC‘ "
cuwochace,  de Ax4 - "

€l tlan mic Para solvionar el Problem g

s Por mechv de o .
A Gragf; ;
los  Punteg dados ca,viilizendo

Imagen 33. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (E1¢, E11,E14 ). Escriba un plan para

solucionar el problema. Actividad 1
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Imagen 34. Evidencia de plan completo del estudiante (E; ) para la solucion del problema. Actividad 1
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Como un primer instante a la solucion del problema, se analizé ;como se logré la actividad
cognitiva de formacion como se tenia previsto? Los 15 estudiantes lograron realizar la figura de
Minkowski, esto indico que interpretaron la definicion de circunferencia Euclidea y su grafica, y

el propuesto.

] Curnadrirssia Fucldes |3 1

Segin Euclides, 1a cireunferencia ez el lugar
geométrico de los puntoz del plano gque
equidiztan de un punto fijo. Ese punto fijo se
dencmina centro, y el valor de 1a equidistancia
se dencmina longitud del radio.

Representacién

erifica

Enunciado .—I
}

De acuerdo a Minkowski, ze pusde lograr mna representacion diferente,

¥

partiendo del mismo punto (—2,3) desplazindose en forma horizontal, vertical ;Cudl seria la
0 en ambas direcciones (sin cambiar de sentido) con el mimero correspondients = grafica?
2l radio en 1a representacion anterior, ex decir 3 unidades.

Formacion

Representacion grafica
}

“Figura” de Minkowski (dm) “Figura” de Minkowski (dm) |

Esquema 1. Evidencia de la actividad cognitiva de formacion en el registro gréafico. Actividad 1

Fuente: elaboracidn propia.

En el esquema 1 se observa que los estudiantes utilizaron colores para realizar los recorridos

tanto horizontales como verticales, para encontrar cada uno de los puntos que formarian la
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figura. Inicialmente se logré trasformar la definicion de circunferencia y gréafica de Euclides, en
la figura de Minkowski, teniendo en cuenta su métrica, es decir, lograron la actividad cognitiva
de formacion de los cuatro sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2, a partir de una informacion.

Un segundo momento fue el analisis de la actividad cognitiva de conversion en cada item.

En el item b de pasar de la gréfica de Minkowski a una tabla de valores cada una de las
coordenadas que formaban la figura, 13 de los estudiantes logran la conversion del registro
grafico al tabular, como por ejemplo la estudiante (E,) realizd en una tabla todas las parejas
ordenadas de la figura y por otro lado el estudiante (E;,) registré los pares ordenados en tablas
diferentes. Se observd en la representacion tabular, que en el plano cartesiano nombraron al eje
de las abscisas con la letra “X” y con la letra “Y " al eje de las ordenadas, como se muestra en el

siguiente esquema.

Elabore una tabla donde ubique las coordenadas
dela grafica encontrada
Eegistro De Partida: Grafico .| Begistro De Llegada: Tabular
“Figura™ de Minkowski (dm) X =5 | : -4 | -3 | -z | -1 I| o |
413 |4 | 5 e ! "j_
//'H ' = I I -ﬂ —0—-——-_4__5' /J’J/?.;
. a “ l
/‘/' ‘f_\:. 'E Regser o Rect U"'
A N ° > Lu—g_q_ 3|2Jr !|~ ~ 'H
\‘ —F 4 = \= I i
N S| | |
# -8 -l--\-.-]\‘f : :| -| . =t L d-l 'r..
: M3 f-A - L, 11 ]L—~
._r_'l.j T-z I_ ,'(:] | ?'l. I

Esquema 2. Evidencia de conversion del registro grafico a tabular de los estudiantes (E,, E;). Actividad 1

Fuente: elaboracién propia.
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Respecto a la pregunta del item c) ¢Cuales puntos destacaria de la figura? 14 Estudiantes

destacaron los cuatro veértices del rombo como puntos importantes. Tal es el caso de los

estudiantes (E3, E;,). Ver imagen 36

“elyirio § puntos clavey ¢l -
Porque con estad Punfos 5
fgora.

¢ q ™™o _ g

33) €46)(3,3) a2 0)

? O\N‘J o> | "’J:'}t'i Q n”l-

(—S.,3)-(-2,6) (-2

(N
—

Imagen 35. Evidencia de puntos destacados de la figura de

(E3, Ey,). Actividad

Por otro lado, la estudiante (E;,) destacaba todos los

Minkoswki explicitamente de los estudiantes

1

puntos que se utilizaron para construir la

figura, incluido el punto centro de la circunferencia de Euclides. Ver imagen 37

fcmlej Pentos de b ;
(_53) il *fawario de (g Fievra

, 6) C11) (=15) (-23) (=2,6) (3
(42) (aa) =5,3)" (7, 3)) L)

Imagen 36. Evidencia de puntos destacados de la figura de M

Actividad 1

inkoswki explicitamente de la estudiante (E,,).

Encuentre las ecuaciones de

33% |

I Realizo conversion

limitan la figura

No realizé conversién

las rectas que

Figura 12. Actividad cognitiva de conversion del reg

Fuente: elaboracidn propia.

istro gréfico al algebraico. Actividad 1



82

En la figura 12 muestra que el 67% de los estudiantes encontraron las expresiones algebraicas
de las rectas que limitan la figura, se observo que algunos estudiantes utilizaron las tablas de
valores y otros directamente desde la gréfica, es decir, se evidencidé la conversion de dos
maneras, la primera del registro tabular al registro algebraico, y la segunda del registro grafico al
algebraico, el porcentaje restante son los estudiantes que intentan realizar la conversion o dejan
el espacio en blanco. Por ejemplo el estudiante (E-), a partir de la tabla de valores de cada recta,

tomo los pares ordenados (x;,y;) Y (x5, y,) que le permitia hallar el valor de la pendiente de

cada recta por medio de la expresion m = % y utilizando la expresion punto pendiente
2741

y —y; = m(x — x;) se encontrd cada una de las rectas, como se muestra el siguiente esquema.

Encuentre las ecuaciones de las rectas que

limitan la fipura.

L J

Registro De Partida: Tabular Registro De Llegada: Algebraico

l ¥
Pectal Pectal Cecton 2
Kl-e]=4|-3)-L
= M: 3-6 .3,
W4|5 -6 r"_:-:E".-'::-:%:? 142 3 F
P izl
rf(f,,} Uibhe - 70w
vi-1}-110 {1 g-3=1(x) Tratamiento
'_lT_[- ARERE Tratamiento 5"{’:"'1
- ' ‘g w3z X+S Tratamiento
Coho ot ' Tratamiento q=vis
E lJ:JHg
%-k.!_q-_::‘s_“?_ g
LviZf1lo -
= et gerin d
1 =
¢ et 4 -
) . O | meomy v g M 222 B
¥ "’_"—_Fii]'l.t. -245 ° 1 11
bTol1/2!2
\.1 vl — ulac:1 [) 12} :
Yoza-1 L4 B Tratamiento
Tratamiento
y =}~ X7 el !AD:YPE -
J j| Tratamiento Tratamiento
Yem ¥ 7T 2 y¥tt

Esquema 3.Evidencia de conversion del registro tabular al algebraico del estudiante (E,). Actividad 1

Fuente: elaboracion propia.



83

Por altimo, el estudiante (E3) realizo la conversion de grafico al algebraico de manera

correcta. Inicialmente etiqueto a los cuatro vértices del rombo como P1, P2, P3, P4 siendo cada

punto un par ordenado, enumero las rectas. Esto mostrd que el estudiante manej6 sin dificultad la

conversion. Véase esquema 4.

limitan 1a figura

Encuentre las ecuaciones de las rectas que

R.egistro De Partida: Grafico Registro De Llegada: Algebraico

¥

anl"khlnmm_&m&n_. Lec b 4

i
- F

elyrn 4 ko clovs ol fayygs !
Farqor cen exbo Funky 3, }h‘}iu]m]
Furn,

=7

Gima 1y

Conversion

ERCEETPTES)
Tratamiznto
Jaxgs

Esquema 4. Conversion del registro gréafico al algebraico Respuesta del estudiante (E;). Actividad 1

Fuente: elaboracién propia.

En el registro algebraico se observo la actividad de tratamiento que se hizo a cada ecuacion,

dejando expresada cada una de las ecuaciones en forma explicita.
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Respecto a las preguntas planteadas para reconocer si estudiantes examinan la solucion se

tiene:
¢ Su respuesta cumple con lo pedido en el problema?

47%

B No contesta [ Parcial [ Completa

Figura 13. ¢Su respuesta cumple con lo pedido en el problema? Actividad 1

Fuente: elaboracion propia

La figura 13 muestra que el 33% de los estudiantes no contestaron dejando el espacio en
blanco, por otro lado el 20% respondieron parcialmente, por ejemplo los (E,3, E;4) NoO escriben
sus resultados, mientras que el 47% de los estudiantes dieron la respuesta completa,
especificando que realizaron la gréfica y destacaron los puntos, al igual que hallaron las
ecuaciones que limitan la figura de Minkoswki; tal es el caso de los estudiantes

(Elf EZI E3, E4, E81 E111 E12)-

N} 3
fArgoe pece e 1o Aetio o o motemedico

o forque Compyoke g enqlP4tca) grofreq Y
ma tecac) +¥cey

Imagen 37. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (E;3, E14) ¢Qué le pide el

problema? Actividad 1.
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Encontte Lo f\SmG de Minkowsk: ,a partiv de g

figuia encomtie e 1dbla, las  vectas que lumiton e\

vombe 4 los PunTO:; de \y\\e‘gerﬁo’n de caldd
lecio,

5/ Porgue enconire lod Pontos, lg bbpo
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lo> vecten Que nos P.de el Problemq

Imagen 38. Evidencia de respuestas completas de los estudiantes (E;, E,) ¢Qué le pide el problema? Actividad

1
¢ Su solucién tiene sentido?
0%

33%
67%

No contesta LiParcial = Completa

Figura 14. ;Su solucién tiene sentido? Actividad 1

Fuente: elaboracién propia.
La figura 14 evidencia que el 67% respondid parcialmente reconociendo que a partir del
registro grafico se puede solucionar el problema, como es el caso de los estudiantes (Eg, Eq)

Ver imagen 40 y el porcentaje restante no contesta.

2 oo o puinki 38 14 Eqo, s pio 2t W g o
Pif?'vlen(,;

pot que aPm’m de la {-l vta se dD encentay
lo dob\a. : "

Imagen 39. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (Eg, Eq ) ¢Su solucion tiene sentido?

Actividad 1

Al examinar la solucion obtenida se evidencio la relacion entre los registros grafico y

algebraico para presentar otra posible solucion del item b de la actividad.
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¢ Existe otra solucién?;Cual seria?
0%

. a0% [
\ 60% /

I No contesta HEParcial [ Completa

Figura 15. ;Existe otra solucién? ;Cual seria? Actividad 1

Fuente: elaboracion propia

Todos los estudiantes dieron respuesta a la pregunta, donde el 60% de los estudiantes
contestaron parcialmente, ver figura 15 por ejemplo los (E;, E;,) mencionaron que para
comprobar los vértices del rombo se plantean sistemas de ecuaciones conformado en el registro
algebraico por rectas que se intersectan en el registro grafico, luego, reemplazar la coordenada de
interseccion en el sistema verificando que lo satisface. En definitiva, reconocieron el método
grafico como solucion a un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2. VVéase imagen 41. Por ultimo,
en figura 15 el 40% de los estudiantes respondieron completamente porque propusieron
encontrar los vértices del rombo utilizando algin método para solucionar un sistema de
ecuaciones, por ejemplo el estudiante (E;) escribié que existen los métodos algebraicos, como:
igualacion, sustitucion, reduccion y determinantes para verificar los vértices del rombo e intentd
buscar la solucion en el registro algebraico, utilizando el método de eliminacion encontré el

primer punto destacado de la figura (—2,6). Véase imagen 40.
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Imagen 40. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (E;, E;,) ¢EXxiste otra solucion? Actividad 1

d1, Se puvcde Ju~ por el Si15)e~¢ 2w 2 N
P Mclogoe dt [y~“l|u( L
0 I suvitifvcion
7 v Redeccon
1/ Delemrminanl ©
y: %t® y= ~x+#&
{Y_( 8
X -
L 7= % bE
Y- ¥ & G x €&
6G~-8 s x
\7 @ 1 2=
w2 B2
g
Y e

Imagen 41. Evidencia de reconocimiento de los métodos algebraicos para solucionar un sistema de ecuaciones

lineales 2 x 2. Respuesta del estudiante (E;). Actividad 1

El estudiante (E3) verific los puntos vértices del rombo como puntos destacados en la

figura, planted cuatro sistemas de ecuaciones lineales 2 x 2 en el registro algebraico; cada

sistema estaba compuesto por rectas que se intersectaban. Utilizé el método algebraico de

eliminacién para hallar el valor de la variable “y” y luego reemplazé este valor en otra ecuacion,

hallando el valor de la variable “x”; mediante este proceso verificd que son los mismos puntos

encontrados en la gréafica. De esta manera el estudiante logré evidenciar la relacién del registro

grafico con el algebraico. VVéase imagen 42.



Imagen 42. Evidencia de respuesta completa del estudiante (E3) en registro algebraico. Actividad 1.

Decin 1 Qecdar — (46)
Y-A-a £=%18
, 6-9=
‘J‘ 1X=¢4 _2 =R
2y =1t
Q=1
==
=6

Tcctar Lecfoq -, 3)
Ytx=4 I=%42
LJI..).-(:L 3-z=x

a4 =6 32

=3

Leeda 3 Recda gy —(%,0)

Hf“:-z QO=-r=7
5—,7‘:2‘ ="
— -1= X
2y =0
4-2
g=e

Qecla ! IL¢ cla Ly— (_J/ 3)

Y-X=9 3=%18
y4x=t  3-g=x
_?:gr_;-B_ --5:'}(
=6
=
973
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Respecto a las actividades cognitivas en esta primera actividad se evidencié la actividad

formacion en el registro gréafico, cuando los estudiantes reconocen sistemas de ecuaciones

lineales 2 x 2 con Unica solucion de la grafica de Minkonski; en la conversion del registro

grafico al tabular, se observo que los relacionan perfectamente porque manifestaron que para

realizar la tabla de valores se debe recurrir a la gréfica; en la conversion del registro tabular al

algebraico y del gréfico al algebraico, se demostrd en el momento que plantean las rectas que

limitan la figura.

Lograron identificar el objeto matematico de estudio, cuando responden a las preguntas

¢Existe otra solucion? ¢Cual seria? relacionando el registro gréafico con el algebraico, ademas,

reconocen el método grafico para solucionar un sistema de ecuaciones pero no lo utilizan.

Actividad 2

Durante la aplicacion de la actividad en la experimentacion surgié una categoria y es la

tendencia de ubicacion del rectangulo en el plano cartesiano.
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Ubicacidn del rectangulo en el plano cartesiano

20%
13%

m Tendencia hacia la izquierda del eje "y" m Tendencia centrado
m Tendencia hacia la derecha del eje "y" = Tendencia simétrica respecto al eje "y

Tendencia simétrica respecto al eje "x"

Figura 16. Ubicacion del rectangulo en el plano cartesiano. Actividad 2

Fuente: elaboracion propia

La figura anterior muestra que el 20% de los estudiantes graficaron el rectangulo en el plano
cartesiano con tendencia hacia la izquierda hacia la izquierda del eje “Y” y son los estudiantes
(E,, E;, E1p), dentro de la tendencia antes mencionada el estudiante (E;,) ubicd el rectdngulo en

el cuadrante 11 del plano cartesiano. Ver imagen 44.

Imagen 43. Evidencia de ubicacion del rectangulo, con tendencia hacia la izquierda Respuesta del estudiante

(E,). Actividad 2
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Imagen 44. Evidencia de ubicacidn del rectangulo, con tendencia hacia la izquierda del eje “Y” en el cuadrante
I1. Respuesta del estudiante (E;,). Actividad 2

La figura 16 también muestra que el 20% de los estudiantes graficaron el rectangulo en el

plano cartesiano con tendencia hacia la derecha del eje “Y”, lo ubicaron en el cuadrante | del

plano cartesiano y son los (E5, Ey3, E14).

24
: (4,9
ST
44~ L
7T {z
43—
-‘c S (S VO WS + [l u;x
-5-4=3-2-1. 112343
=l
= —ili - ,4_‘ —
-S;L

Imagen 45. Evidencia de ubicacion del rectdngulo, con tendencia hacia la derecha del eje “Y” Respuesta del
estudiante (E;3). Actividad 2

Respecto a la ubicacion del rectangulo con tendencia simétrico respecto al eje “X™ del plano
cartesiano, se observo que los estudiantes (E,, E;;) tienen relacion con la tendencia anterior, en
el sentido que tambien graficaron el rectangulo a la derecha del eje “Y”, (ver imagen 47) sin
embargo, pertenecieron al 20% de los estudiantes que grafican el rectangulo en el plano

cartesiano simétrico al eje “X”’; dentro de este porcentaje se incluyo el estudiante (Eg).
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7 dl

Imagen 46. Evidencia de ubicacion del rectdngulo, con tendencia simétrico respecto al eje “X”. Respuesta de

los estudiantes (E,, E¢). Actividad 2

Los (E;,, E15) representaron al 13% de los estudiantes que graficaron el rectangulo en el
plano cartesiano simétrico hacia el eje “Y”, se resalta que el estudiante (E,,) indica en la gréafica

que las dimensiones del rectangulo son 4 y 6 unidades respectivamente.

4yt dc,lJa,
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Imagen 47. Evidencia de ubicacion del rectangulo, simétrico hacia el eje “Y”. Respuesta del estudiante (E;,)
Actividad 2

Por ultimo, la figura 16 muestra el 27% de los estudiantes graficaron el rectangulo con centro
en el origen del plano cartesiano y son los (E;, Es, Eg, Eg), donde se observéd que es el mayor

porcentaje al graficar en esa tendencia.
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Imagen 48. Evidencia de ubicacion del rectangulo con centro en el origen del plano cartesiano. Respuesta del

estudiante (E5). Actividad 2

Por lo anterior se evidencia que lograron la actividad cognitiva de formacion a partir de una

informacidn como se muestra a continuacion.
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La administracion municipal de Santa Rosa de Viterbo del departamento de
Boyacd quiere que el monumento del expresidente de Colombia Rafael
Eeyes ubicado en la plaza principal quede en una zona centro dentro de este
espacio publico. La admimstracion ubica el monumento en un rectangulo de
la siguiente manera.

Desean saber la coordenada del centro del rectangulo,
para su posterior traslado, sabiendo que el rectingulo
tiene 4 uniidades de ancho v 6 unidades de largo. Les
piden a los estudiantes de grado Décumo del Colegio
Rafael Eeves de 1a localidad

!

Formacion
Representacion grafica
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Esquema 5. Evidencia de actividad cognitiva de formacion en el registro gréfico. Actividad 2

Fuente: elaboracion propia.

A partir de este esquema 5 se analizaron las preguntas orientadoras respecto a la comprension

del problema
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¢ Qué le pide el problema?

- Q%

P 7207% \ o
"/ 809 ‘
\ % ‘

B No contesta @ Parcial [ Completa

Figura 17. ;Qué le pide el problema? Actividad 2

Fuente: elaboracion propia.

La figura anterior muestra que el 80% de los estudiantes respondieron parcialmente; y el
porcentaje restante respondié completamente, por ejemplo la estudiante (E,) desconocié que se
debe determinar las coordenadas de los vértices del rectangulo y comprobar que la coordenada
central del rectdngulo es la correcta, mientras que el estudiante (E;,) reconocié que se deben
hallar coordenadas y comprobarlas, esto indicd que identific6 completamente lo que pide el

problema.

Coodenada Al cenhig del Teclamaglo

Imagen 49. Evidencia de respuesta parcial del estudiante (E,) ;Qué le pide el problema? Actividad 2

]

| o« ! ' | »
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Imagen 50. Evidencia de respuesta completa del estudiante (E;,)¢Qué le pide el problema? Actividad 2

Respecto a la pregunta ¢Cuales son los datos del problema? Se observé que todos los
estudiantes respondieron parcialmente en el sentido de las medidas del rectangulo, 4 unidades de
ancho y 6 de largo, desconociendo la ubicacion del monumento en el rectangulo, tal es el caso

del estudiante (Eg).
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Imagen 51. Evidencia de respuesta parcial del estudiante (Eg). ¢Cuales son los datos del problema? Actividad 2

¢Hay informacién que brinda el problema que
no se requiere para la solucion del mismo?

13% N
73% ) 14%

\ /

M No contesta M Parcial B Completa

Figura 18. ¢Hay informacién que brinda el problema que no se requiere para la solucion del mismo? Actividad 2

Fuente: elaboracion propia.

En la figura 18, el 13% de los estudiantes no contestaron la pregunta dejando el espacio en
blanco; el 14% la contesta parcial porque respondi6 de manera general (no), y son los estudiantes
(Es,Eg). El porcentaje restante respondié de manera completa especificando que toda la

informacion que brinda el problema es necesaria para su solucion, como por ejemplo el (E5).

1090 la qoe brindo el Problemo > hecedovio

Imagen 52. Evidencia de respuesta completa del estudiante (E3). ¢Hay informacion que brinda el problema que

se requiere para la solucién del mismo? Actividad 2

Al momento de concebir un plan para solucionar el problema, todos los estudiantes
escribieron de manera parcial el plan, no especificaron los siguientes pasos (dibujar el rectangulo
en el plano cartesiano para dar las coordenadas; forma para encontrar la coordenada del centro; y
comprobar dicha coordenada central), tampoco escribieron el método para solucionar un sistema

de ecuaciones lineales 2 x 2, tal es el caso de (Ey).



96

ovjanieY ¢ \wcfnngu\o Y = OYRENNYD) EN LN PINo toytes\ anG ¢ hallar |as

OOTENDONS qUE J& PIoen.

Imagen 53. Evidencia de disefio parcial de un plan para solucionar el problema. Respuesta del estudiante (Eg).

Actividad 2

En el paso de solucionar el problema, se observd que todos los estudiantes graficaron el

rectdngulo como se evidencid en el analisis en la categoria emergente.

En el item a, cada estudiante graficé de manera diferente el rectangulo en el plano cartesiano;
se evidencio variedad de coordenadas donde 14 de los estudiantes las indicaron como parejas
ordenadas (x,y), tal es el caso de los estudiantes (E;, Eg), Sin embargo, el estudiante (E;,)

realiz6 una tabla de valores para mostrar las coordenadas del rectangulo.

AAEANEE [ [ATL T 18
SENEEEN AN
INEEENNEEEEEECF TN Y
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0) (6,0) (04 (4,0 (4,6y |23, 23 (w3l faa) 1|

Imagen 54. Evidencia indicando coordenadas del rectangulo en parejas ordenadas. Respuesta de los estudiantes

(E3, Eg).Actividad 2
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Imagen 55. Presentacion de las coordenadas del rectangulo de manera tabular. Respuesta del estudiante (E;,).

Actividad 2.

El item b consistia en encontrar la coordenada central del rectdngulo donde se debia ubicar el
monumento, se observd que todos los estudiantes la encontraron acudiendo a trazar las
diagonales en el rectdngulo e identificando el punto de interseccion, realizando una lectura
geomeétrica.

En el item c, era comprobar la coordenada central del rectangulo, como primer aspecto 14
estudiantes recurrieron a plantear el sistema en el registro algebraico, evidenciandose la
conversion del registro gréfico al algebraico, por ejemplo la estudiante (E;,), para encontrar las

Y2—=V1

ecuaciones de las rectas diagonales, utilizo la expresion de la pendiente de la recta m = —=——1y

Xo2—X1
la punto pendiente y —y; = m (x — x;), con las coordenadas (xq,y;) Yy (x,,y,) por donde

realiz6 el trazo de la diagonal. Finalmente planted un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2.
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Imagen 56. Evidencia de conversion del registro gréfico al algebraico. Respuesta de la estudiante (E;)

Actividad 2
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Como segundo aspecto, se analizé el método que el estudiante utilizd para la comprobacion

de la coordenada central del rectangulo en la cual se debe ubicar el monumento.

Meétodo que utilizaron para comprobar la
coordenada

7%
47> 16%

It Método grafico r1Método algebraico 1 Ninguno

Figura 19. Método que utilizaron para comprobar la coordenada. Actividad 2

Fuente: elaboracién propia.
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De los 14 estudiantes que realizaron la conversion del registro gréfico al algebraico, la figura
19 muestra que el 46% reconocieron que la interseccién entre las rectas es la solucion a un
sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, es decir, utilizaron método grafico para comprobar la
coordenada central del rectangulo. Como por ejemplo, la estudiante (E;,) después de plantear el
sistema de ecuaciones reemplazé la coordenada (x, y) en el sistema y verificd que se cumple las
igualdades, desde luego, se observd que la conversion del registro grafico al algebraico esta

correcta, relacionando perfectamente estos dos registros.
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Imagen 57. Evidencia de comprobacion de la coordenada central del rectangulo utilizando método grafico.
Respuesta de la estudiante (E,,) Actividad 2

Por otro lado, la figura 19 muestra que el 47% de los estudiantes utilizaron algin método
algebraico para solucionar el sistema de ecuaciones y de esta manera verificaron la coordenada
central. Por ejemplo, el estudiante (E3) utiliz6 el método de eliminacion, primero hace la
actividad de tratamiento a cada una de las ecuaciones del sistema, después, elimind la variable
“x”y encontré el valor de la variable “y” y reemplazo dicho valor en alguna de las ecuaciones

“ .

del sistema encontrando el valor de “x”.
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Imagen 58. Evidencia comprobacion de la coordenada central del rectangulo utilizando método algebraico.
Respuesta del estudiante (E5). Actividad 2

En el cuarto paso se plantearon tres preguntas que permitieron confirmar si el estudiante esta

en la capacidad de examinar la solucién al problema.

¢Su respuesta cumple con lo
pedido en el problema?

0%

47% 53%

1«No contesta r«Parcial mCompleta

Figura 20. ¢Su respuesta cumple con lo pedido en el problema? Actividad 2

Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo a la figura anterior se observd que el 53% de los estudiantes no contesta la
pregunta, esto muestra la baja capacidad que tienen los estudiantes al momento de revisar si
todos los procedimientos realizados son correctos. Sin embargo el 47% responde de manera
parcial como es el caso de la estudiante (E;3), que argument6 que el problema solo era hallar
coordenadas del rectangulo y la central del mismo en el plano cartesiano, no realizo una revision
a detalle en el sentido de analizar los algoritmos en el meétodo algebraico utilizado para

comprobar la respuesta.
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Imagen 59. Evidencia de respuesta parcial de la estudiante (E,3), ¢La solucion tiene sentido? Actividad 2

¢ Su respuesta tiene sentido?
0%
20%

80%

»«No contesta mParcial ®Completa

Figura 21. ;Su respuesta tiene sentido? Actividad 2

Fuente: elaboracién propia.

De acuerdo a la figura anterior el 80% de los estudiantes respondieron de manera parcial, es
decir, superficialmente, ademas, no justificaron sus respuestas, por ejemplo el estudiante (E5) no
realizd un analisis comparativo respecto a la coordenada que se encontr6 en la grafica y la que
hall6 cuando utiliz6 el método de eliminacion, para concluir que es la misma coordenada. El

porcentaje restante no responde la pregunta planteada.

5 Porque lo yeoPe>to lleqa a los Ponter 'ndicodes

Imagen 60. Evidencia de respuesta parcial del estudiante (E3). ¢Su solucidn tiene sentido? Actividad 2

¢ Existe otra solucion? ¢ Cual seria?
0%

33%
67%

" No contesta »«Parcial mCompleta

Figura 22. ;Existe otra solucién? ;Cudl seria? Actividad 2

Fuente: elaboracion propia.
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En la figura anterior se muestra que el 67% de los estudiantes respondieron de manera
parcial. Por ejemplo, el estudiante (E;) reconoce que existen otros métodos de solucién a un
sistema de ecuaciones para verificar la coordenada central del rectangulo y la estudiante (E;,)
propone que, para encontrar de manera grafica la coordenada central es necesario trazar rectas

perpendiculares que pasen por los puntos medios de los lados del rectangulo.

si exidten G Jormo> e hacerlp for- igoalacion,
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Imagen 61. Evidencia de respuesta parcial de los estudiantes (E;, E;,).¢Existe otra solucion? ¢ Cudl seria?

Actividad 2

En esta actividad el 47% de estudiantes evidenciaron que las rectas diagonales del rectangulo
se relacionan con la representacion grafica de un sistema ecuaciones lineales 2 x 2, y alli
reconocieron la solucién a un sistema como la interseccion entre estas rectas. ElI 46% de los
estudiantes utiliz6 algin método algebraico para solucionar el sistema.

Actividad 3
Se analizaron las tres preguntas orientadoras ¢Qué le pide el problema? ¢ Cuales datos le da el
problema? ¢Hay informacién que brinda el problema que no se requiere para la solucion del

mismo? _
¢ Qué le pide el problema?
0%

80% /

m No contesta »¢«Parcial riCompleta

Figura 23. {Qué le pide el problema? Actividad 3

Fuente: elaboracién propia.
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La figura 23 muestra que un 20% de los estudiantes identificaron las dimensiones que
solicita el problema, pero no especificaron que tipo de dimensiones, tal es el caso de los
estudiantes (Eg, E;,). El porcentaje restante respondié de manera completa, reconociendo que
son las dimensiones de un rectangulo, es decir, el largo y el ancho. Por ejemplo, los estudiantes

(E121E2!E4)'
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Imagen 62 . Evidencia de respuesta parcial de los estudiantes (Es, E; ) ¢Qué le pide el problema?

Actividad 3.

holat las medidas o dimensnones
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Imagen 63. Evidencia de respuesta completa de los estudiantes (E,,, E,, E,). (Qué le pide el problema?

Actividad 3.

¢ Cuales son los datos del problema?
0%
47% 53% A

mNo contesta ¥ Parcial »Completa

Figura 24. ¢ Cuéles son los datos del problema? Actividad 3

Fuente: elaboracién propia.

La figura muestra que el 53% de los estudiantes respondieron parcialmente reconociendo
datos como: el perimetro del rectangulo, y las unidades de diferencia entre el largo y el ancho, tal

es el caso de los estudiantes (E;,, E14, E3E1(), ver imagen 63. Mientras que el 47% reconocieron
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todos los datos del enunciado sin importar si son 0 no necesarios, por ejemplo los estudiantes

(E4, E;). Ver imagen 64.
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Imagen 64. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes(E;, E14, Eo, E1g). ¢ Cudles son los datos del

problema? Actividad 3.
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Imagen 65. Evidencia de respuestas completas de los estudiantes (E;, E,) ¢Cudles son los datos del problema?

Actividad 3.

Adicionalmente se observa que los estudiantes adecuar la escala para graficar el rectangulo o
los ejes de un plano cartesiano. Por otro lado, para identificar los datos del problema, la
estudiante (E,,) identifica que se esta trabajando con sistemas de ecuaciones, y lo representa en
el registro verbal, es decir, se evidencio la actividad de tratamiento dentro del registro verbal.

Esto muestra que se le facilita la conversion del registro verbal al algebraico.

Renmetro del tu\'c;ngo\o es 0em lU=1om
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de\ \otgo ¢ e\ tiple de\ ancho cyorvxale a Gew

Imagen 66. Evidencia de tratamiento del sistema de ecuaciones en el registro verbal. Respuesta del estudiante

(E14). Actividad 3.
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Todos los estudiantes participantes en la investigacion reconocen que la informacion que le
brinda el problema es relevante para su solucién, al igual que la no requerida para la solucién del
mismo, que corresponde al precio de la obra de arte ($800.000) del emblemético y famoso

caballo Palomo, donado por la sefiora Casilda Zafra al libertador Simén Bolivar.
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Imagen 67. Evidencia de informacién que brinda el problema que no se requiere para la solucion del mismo.

Actividad 3

Como plan para solucionar el problema, todos los estudiantes propusieron parcialmente una
estrategia de solucion muy superficial, por ejemplo, los (E;q, Eg, E11) reconocieron que se esta
trabajando con sistemas de ecuaciones y manifestaron plantearlos en el registro algebraico
inicialmente, pero no especificaron el método de solucion. De otra forma, los (E;, Eq, E14)
escribieron que utilizarian el método grafico para la solucion del sistema, e implicitamente

identificaron que se debe formar un sistema de ecuaciones.

Po medi0 & oL oOnes X1
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Imagen 68. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (Eg, E; o, E11)- Escriba un plan para solucionar

el problema. Actividad 3
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Imagen 69. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (E;, Es, E;4). Escriba un plan para solucionar el
problema. Actividad 3

Por otro lado, cinco de los estudiantes realizaron la representacion grafica de cada uno de los
rectangulos, de acuerdo a la informacion del problema y de alli obtuvieron ecuaciones que
conformarian el sistema, sin especificar el método de solucion. Para la representacion de los dos
rectangulos, usaron la letra “y”” indicando el ancho y la letra “x” para el largo, con la finalidad
de relacionar los datos de las dimensiones para realizar la conversion del registro verbal al

algebraico.
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Imagen 70. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (Es, E;,). Escriba un plan para solucionar el

problema. Actividad 3
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De los estudiantes que no realizaron la representacion grafica de los rectangulos cuando se
les pedia trazar un plan, cinco lo hicieron cuando inician a solucionar el problema. Resaltando
los 15 participantes en la investigacion lograron la actividad de formacion en el registro
algebraico del sistema de ecuaciones (véase esquema 6), con ayuda de la representacion auxiliar
de dos rectangulos en un registro grafico que le permitiera visualizar la informacion del

enunciado (dado en lenguaje natural), para evocar el objeto matematico de estudio.

Respecto a la actividad de conversién del registro verbal al algebraico, todos estudiantes
realizaron correctamente, al igual que la actividad de tratamiento en el registro algebraico. Para
el planteamiento del sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 se observo que los estudiantes para la
primera ecuacion aplicaron el concepto de perimetro de un cuadrilatero, sumando los cuatro
lados del rectangulo e igualando a 10 (x + y + x + y = 10); también realizaron la actividad de
tratamiento en la anterior ecuacion dejandola expresada asi: (2x + 2y = 10) y en la segunda
ecuacion, hacen la diferencia entre el largo y ancho; usaron la notacion del nimero arabigo (tres)

que acompafa a cada letra e igualando a 9 (3x — 3y = 9). Como se observa en el esquema 6.



Registro De Partida: Verbal

h 4

Registro De Llegada: Algebraico

Los estudiantes de grado décimo de la
Institucion  Educativa Rafael Reyes
asistieron a una exposicion de pintura v
les gustdo una obra de arte en forma de
rectdngulo; la pintura es el emblemitico
caballo “PALOMO™ que la sefiora Casilda
Zafra dono al hbertado Simon Bolivar.
Preguntaron el precio y las medidas del
rectdngulo para comprarla. El artista les
suministro la siguiente informacién: el
perimetro  del rectingule es de 10
unidades, la diferencia entre el triple del
largo v el tnple del ancho equivale a 9
unidades, y el precic es $800.000. Se
miraron unos a otros y dijeron que no les
alcanzaba el dinero para comprarla, una
nifia en broma le dyo al artista que deberia
regalarla y el artista acepta s1 le responden
la siguiente pregunta ;Cudles son las
dimensiones del rectangulo?
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Esquema 6. Evidencia de formacidn en el registro algebraico y conversion del registro verbal al algebraico y tratamiento en

Fuente: elaboracién propia.

registro algebraico. Actividad 3

A continuacion, se presenta la preferencia del registro que el estudiante utilizo para encontrar

las dimensiones del rectangulo.

Registro de solucién al problema

33%

7%

60%

«Registro algebraico r«Registro tabular rtRegistro grafico

Figura 25. Registro de solucidn al problema. Actividad 3.

Fuente: elaboracién propia.
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La figura anterior muestra que el 33% de los estudiantes solucionaron el sistema de
ecuaciones utilizando el registro grafico como estrategia de solucién, identificando la coordenada
(x,y) de interseccion entre las rectas, encontrando las dimensiones del rectangulo; donde el
largo es de 4 unidadesy el ancho es de unaunidad. Para llegar al registro grafico primero

hacen la actividad de tratamiento a cada una de las ecuaciones del sistema dejandolas explicitas,

“_.»

(“y” en funcion “x”), luego realizan una tabla de valores, donde “x” esta en el intervalo [—4,4]

y reemplaza en cada ecuacién, encontrando el valor de “y”, evidenciandose la conversion del
registro algebraico al tabular. Por ultimo, los estudiantes ubican en un plano cartesiano las
coordenadas (x,y) de la tabla, obteniendo la grafica del sistema de ecuaciones, mostrando la

conversion del registro tabular al gréafico. Tal es el caso de (E;4).



T3x-3Y ﬂq u

\&ntag=lol

|
|
f. WEIE N
Ao | ¥:=2 49 | |X

T §d-p Sz [o z 3]y
I I i 0 7 I 1 | jq gl leI5]413]ald
RN EREDE O S e slal=s[-zF1lol1
11ty =iir38 gex=3 L 5 O O N
T e s e
0] I s I 5 3| N FEEEEEEEEEEEEEEEEE
NS T ,
; T
S S N 0| ."‘ -6 = -
-y | N - I S S B O
| | \ {
s | ,q. " :
1T 5L | N T T Plagg)
=
— ’ , 2 Q\A o't 338
i o T . —- ~1-
A -8 -6 |- -2 2 q 1 | gl |
i . T H.*A._A.T_,_A, ....,_ NN S S SN S SN D == SIS N S SEED S S
= EEGIEEE 11
| ! Y _.-".
]rf,,.,‘ I 3 | 1 7] e I
i —_— --6 —
‘E.C.(D_.,,._ W B e o "4 ) I L0 2 8 L M L O S =
lns ) 1.\ L - -l -R i ] el e B | =

110

Imagen 71. Evidencia de la actividad cognitiva de conversion del registro algebraico al tabular, del tabular al

grafico, tratamiento en el registro algebraico y solucién al problema por método grafico. Respuesta del estudiante

(E,4). Actividad 3.

El estudiante (E;) de manera personal empled la representacion tabular como estrategia de

solucién, identificando la coordenada (x,y) de interseccion y es sefialada con color azul en la

tabla, encontrando las dimensiones del rectangulo; donde el largo x = 4 unidadesy el ancho

y = 1 unidades. Para llegar al registro tabular realiz6 el mismo procedimiento de la estudiante

(E4) como se evidencia en el esquema 8. Segun la figura 25 este representa el 7%.
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Esquema 7. Actividad cognitiva de conversion del registro algebraico al tabular, tratamiento en el registro algebraico y

solucién al problema en registro tabular. Respuesta del estudiante (E;). Actividad 3

Fuente: elaboracidn propia.
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Por dltimo la figura 25 muestra el 60% de los estudiantes que escogieron algin método

algebraico para solucionar el sistema de ecuaciones. Por ejemplo (E;,) utiliza el método de

igualacion, para ello, primeramente, deja expresadas explicitamente cada una de las ecuaciones

del sistema, (“y” en funcion de“x”), evidenciando la actividad de tratamiento en el registro

algebraico. Luego, igualo las ecuaciones y = y, encontrando que x = 4 unidades , finalmente

reemplaza el valor de “x” en la ecuacion 1 encontrando como resultado y = 1 unidades. Ver

esquema 8.



Ecuacién 1 Igualacién
Pxt2y = 10cwm %S = %-3
24 = 10cm =2x _ 34 = K*x
Tratamiento
U= SHem=-X B =2~
U= =X +5 4 =*

Ecuacion 2

T 2¢a) +24q =\0
2y =10
“3y= Qem-2x Tratamiento ® Ly =10-8
y=—3en + X .
v =2
Y= x -3 w =-14

Esquema 8. Evidencia de estrategia de solucion método de igualacion y tratamiento en el registro algebraico. Respuesta del
estudiante (E;,). Actividad 3
Fuente: elaboracion propia.

Ahora se presenta el analisis del paso cuarto de Polya que es conocer si el estudiante examina
la solucioén al problema

13 estudiantes respondieron la pregunta ¢la respuesta cumple con lo pedido en el problema?

de manera parcial, no justifican las dimensiones del rectangulo, tal es el caso de los estudiantes
(E8! ElZ)'
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U dmas con esas dimenciones

Imagen 72. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (Eg, E;5). ¢La respuesta cumple con lo pedido

en el problema? Actividad 3.
La respuesta a la pregunta ¢ Su solucion tiene sentido? 13 de los participantes dejan el espacio
en blanco, mientras dos estudiantes responden de manera completa haciendo la verificacion,

dicho de otra manera, reemplazan los valores de las dimensiones tanto del largo como el ancho

112
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en cada una de las ecuaciones, evidenciando que se cumplen las igualdades, por ejemplo

(E61E14)-
E-C @
E-C
Z[q)'f'Z(")-: 10 3‘“)_3@21)
=W
8tz=lo 12 -3 = o,q
10 =10 Q=9

Imagen 73. Evidencia de respuesta completa de la estudiante (E;,). ¢Su solucidn tiene sentido? Actividad 3.

¢ Existe otra solucién? ¢ Cual seria?

27%
53%

(Parcial 1Completa 11No responde

Figura 26. ¢Existe otra solucion? ;Cual seria? Actividad 3

Fuente: elaboracién propia.

En la figura 26 indica que el 20% de los estudiantes responden de manera completa a la
pregunta ¢Existe otra solucion? ;Cudl seria?, utilizando otro método de solucion al sistema de
ecuaciones, por ejemplo (Ey, E;y, E12) reconocen que otra solucion se halla por método grafico,
mostrando el sistema en el plano cartesiano e identificando el punto de interseccion entre las
rectas, sus respuestas coinciden con las antes encontradas, es decir x =4ey =1. Los
estudiantes (Ey, E;,), identificaron los interceptos de las rectas con los ejes del plano cartesiano
para graficar. Se observd que hay un manejo perfecto en la conversion del registro algebraico al

grafico. Ver imagen 74.
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Imagen 74. Evidencia en el registro gréafico respuesta de los estudiantes (E;, E;o) ¢Existe otra solucion? ¢ Cual

seria? Actividad 3.

Otra de las respuestas es la del estudiante (E;,), para graficar determind en cada una de las
ecuaciones el intercepto con el eje “Y” y el valor numérico de las pendientes con su respectivo
signo, identificando que las rectas son perpendiculares (forman un angulo de 90°). De igual
manera mostrd otra solucién al problema, subrayando las dimensiones del rectangulo en una
tabla de valores. En este proceso se evidencio inicialmente la conversion del registro algebraico

al grafico y luego conversion del registro gréfico al tabular.

ml M = "‘
—/\ . 4 :-1
-1 =
".4 ‘3 ¢1 -i
X[o]1 )2 |3
[JEICREYEY )/
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Imagen 74. Evidencia de otra respuesta para graficar el sistema de ecuaciones y conversion del registro grafico

al tabular. Respuesta del estudiante (E;,). Actividad 3.
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La figura 26 muestra que el 27% de los estudiantes respondié de manera parcial las
preguntas ¢Existe otra solucion? ;Cual seria?, por ejemplo, los estudiantes (E,, E,) especifican
que existen los métodos algebraicos de igualacion, sustitucién, determinantes y grafico para
solucionar el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, pero no ejecutan ningin método mencionado.
El porcentaje restante corresponde a los estudiantes que no responden, dejando en blanco el

espacio.
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Imagen 75. Evidencia respuesta parcial de los estudiantes (E,, Eg) ¢EXiste otra solucién? ;Cudl seria? Actividad
3.

Se concluye que en la pregunta ¢;Cuales son los datos del problema? tres estudiantes
inicialmente se acercan al planteamiento del sistema en el registro verbal, es decir, hicieron la
actividad de tratamiento en este registro; reconociendo los datos y las variables del enunciado,
como se observa en la imagen 66.

La actividad de formacion en el registro algebraico es indispensable para otras conversiones,
especialmente cuando se hace el cambio de registro del algebraico al tabular para luego graficar.
Adicionalmente, la notacién simbdlica utilizada tanto para el largo como para el ancho, son
asignadas de acuerdo a la forma convencional de los ejes de un plano cartesiano, es decir, la letra

“x” en el rectangulo representa el largo y en el plano cartesiano indica el eje de las abscisas y la
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letra “y”, que en el rectdngulo representa el largo, indica el eje de las ordenadas en el plano
cartesiano.
Actividad 4

¢ Qué le pide el problema?

6%
27% |
67%

(Parcial m Completa = No responde

Figura 27 ;Qué le pide el problema? Actividad 4

Fuente: elaboracion propia.

La figura anterior muestra que el 27% de los estudiantes respondieron de manera completa y
el 73% responde de manera parcial a la pregunta ;Qué le pide el problema? por ejemplo los
(E13, E14) especificaron que se debe graficar cada una de las tablas, dibujar trapecios en el plano
cartesiano, representar sistema de ecuaciones, determinar vértices, y comprobar. Mientras los
estudiantes (Es, Eq, E15) no tienen claro lo que le pide el problema indicando que solo es buscar

el sistema de ecuaciones para encontrar las medidas de la bandera, las figuras que la conforman y

los vértices.

« Ubvcay los Portcs en la veclog
=Rexlrzan 103 4 rapacos en el Plang

° Dekewine (oS yertices

e DesCuboVtY [as eccorciones
TENCNtYOY ol yertie

° CompProkny el yeliee 4 trlangolo

Imagen 76. Evidencia de respuestas completa del estudiante (E;,)¢Qué le pide el problema? Actividad 4.
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Imagen 77. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (Es, Eq, E;5). ¢Qué le pide el problema?

Actividad 4

Todos los estudiantes respondieron de manera parcial a la pregunta ¢Cuéles son los datos del
problema? Por ejemplo: (E,3, E;,) reconocen las tablas como un dato indirectamente puesto que
manifestaron que un dato es la grafica y coordenadas deducidas de alli, por otro lado, los
(E,, E5, E4, Eq4,) enfatizan que datos del problema son: el triangulo isosceles y dos trapecios
(figuras que conforman la bandera). Los estudiantes no establecen como dato lo expuesto en el
item b (el perimetro de la bandera sea 36 unidades, y la base mayor de cada trapecio rectangular

es el doble de la longitud de la base del tridngulo isosceles.).

@ (ol ’;{-'C oetotes

? O nelon X <
~-(‘.t.\,\flgz'; con lcs codes s Lo t-.,' angkede,
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o COOLDEIRDRS

Imagen 78. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (E;3, E1o) ¢Cudles son los datos del problema?

Z *\QP

\ * oI
| vanqulo  tsoceles
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Imagen 79. Evidencia de respuestas parciales de los estudiantes (E,, E;,) ¢Cuales son los datos del problema?

Actividad 4
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14 estudiantes no responden la pregunta ¢hay informacion que brinda el problema que no se
requiere para la solucion del mismo? dejaron el espacio en blanco. Sin embargo, la estudiante
(E;p) manifest6 que hay coordenadas de la tabla de valores que no son necesarios para

solucionar el problema.

" Rl 4 { B i
U728 « @i ') / Ie 1= < "v ks ] i) € %
ey poatos e aos clep en leo Ackia de wcdaes que no Swuer

Imagen 80. Evidencia de respuesta completa de la estudiante (E,,). ¢Hay informacién que brinda el problema

que no se requieren para la solucién del mismo? Actividad 4.

Todos los estudiantes proponen de manera parcial un plan para solucionar el problema, no
fue muy claro, sin embargo dan a conocer sus planteamientos. Por ejemplo el estudiante (E;,)
reconoce que se debe plantear sistemas de ecuaciones, al igual que la estudiante (E,). Ver

imagen 81y 82.

Qe o e, planteo ((‘-1 fcot N v Denpuey  Se
Wlee o Siglewne LXx2 Y pRov Olfam e se vaew. Pitige,

Imagen 81. Evidencia de respuesta parcial del estudiante (E;,). Escriba un plan para solucionar el problema.

Actividad 4.
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Imagen 82. Otra evidencia respuesta parcial escribir un plan para solucionar el problema. Respuesta del

estudiante (E,). Actividad 4.

A continuacion, se presenta las soluciones de los estudiantes y las actividades cognitivas de
tratamiento y conversion de los registros utilizados en los procesos.
En la conversion del registro tabular al gréfico, los 15 estudiantes lograron formar el

triangulo isosceles con base en el eje de las ordenadas, esto indica que ubicaron correctamente
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las coordenadas (x,y)de cada una de las tablas, se observo que no hubo dificultad en este paso
de registro. Por ende se muestra que es un buen indicio para el desarrollo dptimo del problema.

El siguiente esquema se observa tanto la actividad de conversion como la gréafica obtenida por el

estudiante (E-).

Grafigue en un solo plano cartesiano cada una de las tablas.
Luego, dibuje un tridngulo isdsceles donde su base este en el
ejede las ordenadas

Registro De Partida: Tabular *| Registro De Llegada: Grafico
TABLA 1 \:J
| 4 3 2 1 1] 1 2 3 4 I
¥ 1 0 1 2 3 4 5 [ = \
E NBp(a,c)
TABLA 2 % > /;‘ { )
A 4 3 -1 o] 1] z| 3] 4 {3 //'
4 1 | 1| w| s| 8| 7| & .
/e

Esquema 9. Evidencia de conversion del registro tabular al grafico. Respuesta del estudiante (E;). Actividad 4
Fuente: elaboracion propia.
Se evidenci6 la importancia de tener una representacion auxiliar al momento de fortalecer la
actividad cognitiva de conversion del registro verbal al algebraico; es decir, la grafica de la
bandera como ayuda para que planteamiento del sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, como se

muestra a continuacion.
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Representacion grafica del
enunciado

| Enunciado

!

Grafique cada uno de los trapecios
rectangulares de tal manera que la longitud
de la base mayor de cada trapecio sea el
doble de la longitud de 1a base del tridngulo >
isésceles y el perimetro de la bandera sea
36 unidades. Luego, plantee un sistema de
ecuaciones lineales 2 X 2 que le permita
verificar las dimensiones de la bandera.

Esquema 10. Representacion grafica del enunciado como estrategia para plantear el sistema de ecuaciones lineales 2x2.

Fuente: elaboracidn propia.

12 estudiantes representaron el sistema de ecuaciones en el registro algebraico. Los
estudiantes, por ejemplo (E;3, E14), utilizan las orientaciones del plano cartesiano para definir las
variables del sistema, para la base mayor del trapecio rectangular utilizan la letra “x” (eje de las

abscisas); para base del tridngulo la letra “y” (eje de las ordenadas) y el perimetro 36 unidades.

Plantear e ostenc zxz - f‘% i S
ot - WAL LA T8
leyen do el enu‘nc?cdo \} { LX%N ke, =
2¥metio-36 " | f@y =X
O 23+ 2x=36|~ J
@ 2y-x
) X

Imagen 83. Evidencia de la forma como plantearon el sistema de ecuaciones. Respuesta de las

estudiantes (E,3, E14). Actividad 4.

Mientras los (E,, E5, E4, E, Eg, E11) encontraron el sistema de ecuaciones directamente de la
representacion gréafica en el plano cartesiano, por ejemplo (E,) utilizé las letras de acuerdo a los
ejes del plan cartesiano, la letra “x” para indicar las abscisas y la letra “y” las ordenadas para

indicar las variables del sistema. En el planteamiento de la primera ecuacién, acudio al concepto
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de perimetro sumando los cuatro lados del rectangulo e igualando a 36, luego, hizo tratamiento
en el registro algebraico trasformando la ecuacion; y para la segunda ecuacion, mediante la

relacion de la variable “x” con la variable “y”.

Y+ g trd x=34

29 1 LA 34
X = "LL‘:')

Imagen 84.Evidencia de la forma como plantearon el sistema de ecuaciones. Respuesta del estudiante (E,).

Actividad 4

Todos los estudiantes identificaron los vértices del triangulo is6sceles graficado en el plano
cartesiano, el cual servian como un puente para hacer la conversion del registro grafico al
algebraico, en el sentido de reconocer el intercepto de cada una de las rectas con el eje de las

ordenadas en el plano cartesiano.

(0.Q) , (0,3).(3,8)

Imagen 85. Evidencia de identificar los vértices del tridngulo isosceles. Actividad 4.

De los 14 estudiantes que lograron hacer correctamente la conversion del registro gréfico al

algebraico (item d), cinco plantean las ecuaciones del sistema asi: primero hallando el valor de la

Y2—Y1

X2—X1

pendiente de cada recta por medio de la expresion m = e identificando el punto de corte de

cada recta con el eje “y” en el plano cartesiano, por ejemplo, (E,) expreso el sistema “y” en

funcién de “x” como se muestra a continuacion.
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Imagen 86. Evidencia de conversién del registro grafico al algebraico. Respuesta del estudiante (E,). Actividad

4

El restante de los participantes encontraron el sistema de ecuaciones lineales 2 X 2, mediante

la ecuacion punto pendiente y — y,;

recta usaron la expresion m = "
2=

Y2—Y1

%1

= m(x — x;) y para hallar el valor de pendiente de cada

, tal es caso de la estudiante (E;3), que ademas realizo los

tratamientos correspondientes hasta dejar planteada cada ecuacion de manera explicita, como se

muestra a en seguida.

3
B
/
/

&O/ C( }\J} (7}

Y % Vg

me = = S L S M 32-:3:“;%’53
ek F-0 & T U-Yy=mx-x,)
Y-Yy=m(x-x) Y- G= 4 ~3)'
y-9 =4 (x- 0 U=%-~B+E
< S 5= b
= -¥4+q

Imagen 87. Evidencia de otra conversion del registro grafico al algebraico. Respuesta de la estudiante (E;3)

Actividad 4.
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En seguida se presenta un esquema, evidenciandose la actividad cognitiva de conversion.

Encuentre las ecuaciones de las rectas que
limitan el trianguloisésceles.
Registro De Partida: Grafico Registro De Llegada: Algebraico
—»
(o) K.(26) (©2)
T v 4 Th
\\ﬁ\ “g I,
e LR L T e
' ~_ % .4) & Vo s D e 2
., [ x -, *
C -{.*j ; > ?' 0-% L
et Z ,
""J',? U:: -4y =va(x-x),
f;- O = - | -
' #-’/ = h {: Wx *-:l Tratamiento
. = %-%1¢
iq} ( /% (iﬂ: 2
. k i'f}{ * ot
A0, (20)
= '—G-U -t ;
{.‘D—“ L --j: P
Y -q=-A(x-0) _
!.{._:_q' - =% } Tratamiento
Ysepa o

Esquema 11. Evidencia de conversion del registro grafico al algebraico y tratamiento en el registro algebraico. Actividad 4.

Fuente: elaboracion propia.

Los 15 estudiantes, logran identificar la coordenada (x,y) del vértice del triangulo is6sceles

que esta hacia al interior de la bandera. Ver imagen 88.

[ B e L e .
¥ wd. 3

-
L

¥
¥

Imagen 88. Evidencia del vértice del tridngulo isdsceles en el interior de la bandera. Actividad 4
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Meétodo para solucionar un sistema de ecuaciones
lineales 2 x 2

20% 20%

e B

60%

It Método grafico  FtMétodo algebraico I No utiliza ningun método

Figura 28. Método para solucionar un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2. Actividad 4.

Fuente: elaboracion propia.

La figura anterior muestra el método de preferencia que tienen los estudiantes para solucionar
un sistema de ecuaciones. ElI 20% reconocio que se le estd dando la solucion al sistema por
método grafico con Unica solucion, identificando la interseccion de las rectas en el plano
cartesiano. Por ejemplo, la estudiante (E;,) presentd el sistema de ecuaciones de manera
implicita, y aclar6 que reemplaza la coordenada (3,6) en el sistema, ademas verifico que
satisface al sistema, (ver imagen 89) por otro lado, el 60% de los participantes recurren al algin
método algebraico para solucionar el sistema y verifican que la respuesta encontrada coincide
con la presentada en el registro grafico. Tal es el caso del estudiante (Eg) que halla el vértice del
triangulo correspondiente al interior, acudiendo al método algebraico de igualacion; plante6 el
sistema explicitamente (“y” en funcion de “x”), luego, iguald las “y”, dicho de otra manera
y =y encontrando el valor de “x”, finalmente reemplazo este valor, en la primera ecuacion del

sistema encontrando el valor de “y”, concluyo que la coordenada (3,6), es la correcta. Como se

muestra en seguida.
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Imagen 89. Evidencia de utilizar el registro algebraico para comprobar el vértice al interior de la bandera.

Respuesta del estudiante (E4). Actividad 4.

' © €329 @ Gc-3-3
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Imagen 90. Evidencia de utilizar el registro grafico para comprobar el vértice al interior de la bandera. Respuesta

del estudiante (E,,). Actividad 4.

La respuesta a la pregunta ¢su respuesta cumple con lo pedido en el problema? Todos los
estudiantes la presentan de manera parcial en el sentido que no justificaron: 1) la forma como
lograron graficar la bandera, 2) el planteamiento de los sistemas de ecuaciones, 3) vértices del
triangulo isosceles y 4) el vértice de coordenada (x,y) pertenece al interior de la bandera, por

ejemplo, los estudiantes (E;, Es, Eq) responden de manera generalizada y poco argumentada.

si, porgue Nego o 10S Yespuestos qoue me piden

S w0 gk derpesiva 1o @spussto de lo pedido 4 lo com p‘rr:'c«.f
Caro gue sy el resultade concuzida con lopedido

Imagen 91. Evidencia de respuesta parcial de los estudiantes (E;, Es, Eq) ¢Su respuesta cumple con lo pedido en

el problema? Actividad 4

La respuesta a la pregunta ¢La solucion tiene sentido? todos los estudiantes respondieron de

manera parcial porque que no justifican que lograron graficar cada una de las rectas del sistema,
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teniendo en cuenta las tablas de valores, adicionalmente, no reemplazaron las dimensiones de la
bandera en el primer sistema de ecuaciones planteado para comprobar que satisfacen el sistema,
ademas, no manifestaron que para verificar el vértice de coordenada (x,y) del triangulo
isdsceles al interior de la bandera se reemplazaba el segundo sistema de ecuaciones, o utilizaron
algln método algebraico para contrastar con la grafica, por ejemplo (Es, E¢ E;;) dan la

respuesta de manera generalizada y poco explicada.

S: PorqQue Comca'de wmi> Yespuexdo> Cov lo» qgue

tienen que dor en el Yevullade {inol
&) pagoe (s pules de by e concichen eon les vedkices.
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Imagen 92. Evidencia de respuesta parcial de los estudiantes (E3, E¢, E;1)¢la solucion tiene sentido? Actividad 4.

La respuesta a la pregunta ;considera que existe otra solucion para este problema? ¢Cual
seria? todos los estudiantes respondieron de manera parcial, en el sentido que conocen los
nombre de los métodos para solucionar un sistema de ecuaciones, pero no hicieron algoritmos

para encontrar la solucion (E;,, E;3) mencionan, al método gréafico, y los métodos algebraicos

Ccomo Se muestra a continuacion.
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Imagen 93. Evidencia de respuesta parcial de los estudiantes (E;,, E;3) ¢la solucién tiene sentido? Actividad 4.
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Validacion

Es la confrontacion de lo realizado a priori con lo trabajado a posteriori, de cada una de las

actividades aplicadas en la fase de experimentacion, es decir, la comparacion entre los resultados

esperados con los resultados encontrados.

Tabla s

Confrontacion de los resultados esperados con los encontrados en la actividad 1.

Actividad 1

Item

Comparacién entre los resultados esperados con los encontrados

Graficaron la figura de Minkowski como se tenia previsto.

Encontraron las parejas ordenadas (x,y) elaborando la tabla (as) de valores tal
como se tenia previsto.

Encontraron los cuatro vértices del rombo tal como se esperaba. Sin embargo una
estudiante no los destaco.

Se esperaba que los estudiantes identificaran el intercepto de la recta con el eje “Y”
graficamente, se encontré que la mayoria de los estudiantes no lo identificaron, esto
indica que acudieron la expresién de la punto pendiente para encontrar cada

., . . .y A .
ecuacién, sin embargo utilizaron la expresion m = é para hallar la pendiente de
cada recta.

Fuente: elaboracion propia.

Tabla 6

Confrontacion de los resultados esperados con los encontrados en la actividad 2.

Actividad 2

Item

Comparacion entre los resultados esperados con los encontrados

Se encontré una categoria emergente (tendencia para graficar el rectangulo en el
plano cartesiano), sin embargo dieron respuesta a lo que indica el item. Se encontrd
que realizaron una conversion del registro grafico al tabular para presentar las
coordenadas, identificado las variables del problema.

Se encontro lo que se tenia previsto.
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Se encontrd que plantearon el sistema de ecuaciones en el registro algebraico,
acudieron a la ecuacion punto pendiente y utilizaron la expresion de la pendiente de

c la recta para hallar su valor Se esperaba que utilizaran el método grafico como
estrategia para solucionar un sistema de ecuaciones lineales, pero se encontré que
utilizaron métodos algebraicos, como el de igualacion.

Fuente: elaboracion propia.

Tabla 7
Confrontacion de los resultados esperados con los encontrados en la actividad 3
Actividad 3
Item Comparacion entre los resultados esperados con los encontrados
Encontrar las Se encontré que un estudiante logr6 mostrar las dimensiones del
dimensiones del rectdngulo en tres registros distintos, inicialmente en el registro
rectangulo algebraico utilizando el método de igualacion, luego el registro gréfico y

finalmente en el registro tabular.

De igual manera se encontrd6 que un estudiante da las respuesta al
problema de manera tabular y contrasta tu respuesta con en el registro
gréafico.

Fuente: elaboracion propia.

Tabla 8
Confrontacion de los resultados esperados con los encontrados en la actividad 4
Actividad 4
item Comparacion entre los resultados esperados con los encontrados
a Se logro la conversion del registro tabular al algebraico
b Los estudiantes se apoyaron en la construccion del tridngulo isésceles y lograron
relacionar en enunciado propuesto para graficar la bandera tal como se tenia
previsto
c Se encontro gue plantearon el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 en el registro.
d Determinaron las coordenadas (x,y) de los vertices del triangulo isdsceles sin

ninguna dificultad.
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Se esperaba que plantear cada ecuacion utilizando la expresion y = mx + b donde
identifiquen el intercepto de cada recta con el eje de las “y” graficamente, y para

. - - A
hallar la pendiente de cada recta utilizar la expresion m = ﬁ con las coordenadas

encontradas en el item d. Se encontrd que os estudiantes en registro algebraico

plantearon el sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, mediante la expresion y —y, =

. ., A .
m(x —x;) y mediante la expresion m = ﬁ; algunos estudiantes para hallar la

pendiente de la recta tomaron las parejas ordenadas de la tabla de valores

Se espera que los estudiantes reconozcan que se esta trabajando con un sistema de

ecuaciones lineales 2 x 2, con Unica solucion y lo planteen en el registro
g algebraico para comprobar la coordenada (x,y) del item f identificando que la

interseccion entre las rectas es la solucion por método grafico y sustituyan los

valores de la coordenada en el par de ecuaciones cumpliendo las igualdades. Se

encontré que 60% acudi6 al método algun algebraico para solucionar el sistema.

Fuente: elaboracion propia.
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Conclusiones y recomendaciones

A continuacién se presentan las principales conclusiones, las cuales provienen del tema
central de investigacion: resolucion de problemas relacionados con el objeto matematico sistema
de ecuaciones lineales 2 x 2y los registros semidticos de representacion empleados por los
estudiantes durante el proceso.

A continuacién se presentan las conclusiones referentes al logro de cada uno de los objetivos
especificos:

> En la fase preliminar andlisis de texto, inicialmente éste plantea un registro verbal
pretendiendo que el lector pase a un registro algebraico, adicionalmente utilizan
registros algebraicos para explicar los diferentes métodos de solucion a un sistema de
ecuaciones lineales 2 x 2, posteriormente desarrollan algunos ejemplos enfatizando en
la conversidon del registro verbal al algebraico y hacen la actividad de tratamiento, en
este ultimo. En el trabajo propuesto para que el estudiante complemente su
conocimiento, inicialmente se pretende un proceso de conversion, al pasar del registro
verbal al algebraico, e igualmente, el texto propone otros ejercicios pretendiendo un
transito del registro grafico al algebraico y viceversa.

Finalmente proponen unos problemas en registro verbal esperando que se pase a
un registro algebraico, para dar solucién por cualquier método a un sistema de
ecuaciones lineales 2 x 2, también se propone un trabajo con el software Geogebra
que es realizar su gréafica, hallar el punto de interseccion y de acuerdo a ello hallar la
solucion al sistema, es decir, pasar del registro algebraico al grafico a través de la

mediacion del Geogebra.
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> Respecto a los registros que manejan los estudiantes de la I. E. Rafael Reyes en torno
al objeto matematico sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, se observo que la
conversion del registro algebraico al grafico ningin estudiante la realizdé y la
conversion viceversa el 73% no la realizaron. De manera general se concluye que
existe dificultad en este tipo de conversiones. Por otro lado, hay un dominio en la
conversion del registro algebraico al tabular, mientras que la conversion del tabular al
algebraico existe un mayor grado de dificultad. Ademas, un 33% de los estudiantes
realizan la conversion de registro verbal al algebraico, no reconocen el método grafico
para resolver un sistema, pero si identifican que para determinar la solucion a un
sistema de ecuaciones hay que encontrar los valores (x e y), que satisfacen las
igualdades.

> Un porcentaje significativo de estudiantes en el cuestionario diagnéstico presentaron
una nocion inadecuada del objeto matematico sistema de ecuaciones lineales 2 x 2,
puesto que graficaron en distintos planos cartesianos cada ecuacion del sistema y para
la conversion del registro algebraico al grafico los participantes identificaron el
intercepto de las rectas con el eje de las ordenadas en la representacion algebraica y
luego las relacionaron con la grafica.

» En la actividad 1 lograron identificar el objeto matematico de estudio, cuando
responden a las preguntas ¢EXxiste otra solucién? ¢Cual seria? relacionando el registro
grafico con el algebraico, ademas, reconocen el método grafico para solucionar un
sistema de ecuaciones pero no lo utilizan. Sin embargo, es en la actividad tres cuando
algunos estudiantes le dan la importancia al método grafico como alternativa para

solucionar a un sistema de ecuaciones 2 X 2, encontrando la relacion que hay entre los
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dos registros, gréfico y algebraico. Siguiendo con esta actividad, cuando se les
preguntaba ¢Cuéles son los datos del problema? tres estudiantes inicialmente se
acercan al planteamiento del sistema en el registro verbal, es decir, hicieron la
actividad de tratamiento en este registro; reconociendo los datos y las variables del
enunciado, como se observa en la imagen 64.

En la aplicacion de las actividades uno, dos y tres, la formacion fue indispensable para
la conversion entre los registros: del gréafico al algebraico, del algebraico al tabular y
luego al gréfico.

La actividad cognitiva de tratamiento en el registro algebraico es primordial para
facilitar la conversion del registro algebraico al tabular, dejando expresado el sistema
de ecuaciones de manera explicita (variable dependiente en funcion de la
independiente), cuando este es planteado implicitamente. De igual manera, para la
conversion de registro algebraico a gréafico para identificar los interceptos de las rectas
con los ejes coordenados y la orientacion de la pendiente de cada recta.

Respecto al método de preferencia de los estudiantes de la I. E. Rafael Reyes para
solucién a un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2, en la actividad dos el 46%
reconocio el método gréafico para la solucién a un sistema. Mientras que el 47% utiliz6
algin método algebraico para solucionar el sistema. Esto no ocurrié en la actividad
tres donde se observd que el 33% acuden al método grafico como primer método para
solucionar un sistema, mientras el 60% tienen una tendencia a utilizar el método
algebraico para solucionarlo. Sin embargo, de los estudiantes que utilizaron el método
algebraico inicialmente, cuando se les pregunto ¢Existe otra solucion? ¢ Cual seria?, el

20% utilizo el método gréafico para presentar otra posible solucién al problema.
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> La teoria de Duval (1999), indica que cuando se emplean diferentes registros de
representacion, es posible adquirir la comprension de un objeto matematico. En este
caso, mediante la articulacion de los registros semi6ticos favorecio inicialmente la
identificacion del objeto de estudio adecuadamente en los registros: verbal, algebraico,
tabular y gréfico, diferencidndolo de los algoritmos utilizados en los métodos para

solucionar un sistema de ecuaciones lineales 2 x 2.

Recomendaciones

» Es necesario que en la ensefianza del objeto matemético sistema de ecuaciones lineales
2 % 2 no se privilegie un solo registro de representacion o presentarlo de manera separada
de otros registros, debido a que la desarticulacién no favorece que los estudiantes
comprendan los conceptos matematicos y por ende, no puedan modelar situaciones que
les permita darle significado a su aprendizaje. Por consiguiente, se recomienda disefar
mas actividades, donde se articule la conversion de los siguientes registros: tabular a
verbal y luego a algebraico; algebraico a verbal luego a tabular, de gréfico a verbal y de
verbal a tabular.

> Es necesario que los estudiantes a partir de sus vivencias diarias, formulen problemas y
sean ellos quienes los puedan poner en correspondencia con los distintos registros de
representacion. Pues al momento de formular un problema, el estudiante esta
interiorizando la situacion para luego encontrar un modelo que le permita dar su solucion

y significado.
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Anexos

Anexo 1. Formato consentimiento informado a la rectoria de la institucion.
Institucion Educativa Rafael Reyes de Santa Rosa de Viterbo Boyaca
Universidad Pedagogica y Tecnoldgica de Colombia Sede Tunja
Maestria en Educacion Matematica
Consentimiento Informado

A la firma del presente documento, acepto de manera voluntaria hacer parte de la
investigacion titulada “ALGUNOS REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA EN
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 2x2 PARA LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS”. Ademas, sefialo que he sido informada del procedimiento y proposito de mi
participacion en esta investigacion, asi como del uso que se le va a dar a los resultados, el cual
cumple con los requerimientos éticos, de anonimato y confidencialidad. Adicionalmente,
autorizo las intervenciones de aula donde se realizaran prueba diagnéstica, secuencias didacticas
desde la perspectiva tedrica los registros de representacién semidtica y resolucion de problemas,
ademas video grabaciones de clases, fotos y entrevistas, en el grado décimo de la institucion.

Atentamente,

Firma

Nombre

Documento de Identidad

Fecha
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Anexo 1. Formato consentimiento informado a los padres de familia
Institucion Educativa Rafael Reyes de Santa Rosa de Viterbo Boyaca
Universidad Pedagogica y Tecnoldgica de Colombia Sede Tunja
Maestria en Educacion Matematica
Consentimiento Informado

Me dirijo a usted con el fin de solicitar su colaboracién para autorizar recolectar informacion
que permita desarrollar el proyecto de investigacion titulado “ALGUNOS REGISTROS DE
REPRESENTACION SEMIOTICA EN SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 2x2
PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS”. Se realizaran intervenciones de aula donde se
aplicara prueba diagndstica, secuencias didacticas desde la perspectiva de perspectiva tedrica los
registros de representacion semidética y resolucién de problemas, ademas video grabaciones de
clases, fotos y entrevistas, en el grado décimo de la institucion.

Con la firma del presente documento, acepto que mi hijo(a)

participe de manera voluntaria en el

desarrollo de la investigacion. Ademas, sefialo que he sido informado del procedimiento y
proposito de dicha participacion. ElI uso que se dara a los resultados, cumplen con los
requerimientos éticos, de anonimato y confidencialidad.

Atentamente,
Firma

Nombre

Documento de Identidad

Fecha




