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Resumen

El reconocer la importancia de la formacion inicial de Licenciados en Matematicas en cuanto al
componente geométrico, pensamiento espacial, sus sistemas y estructuras, y al mismo tiempo
reconocer la necesidad del desarrollo de competencias digitales de los maestros en formacion en
Colombia, impulsd la presente investigacion a realizar una caracterizacion del desarrollo de la
faceta epistémica en cuanto al objeto poliedro convexo y de la faceta mediacional, en cuanto a
competencias digitales de profesores, esto con el sustento teérico desde el Enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos. Debido al interés por interpretar
y explorar el proceso de aprendizaje del objeto en mencién y el desarrollo de competencias
digitales, a partir de una secuencia de situaciones problematicas, se decidié adoptar un enfoque
cualitativo de investigacion sin dejar de lado datos cuantitativos, que permitan nutrir y sustentar
la informacion recolectada, con un alcance de tipo exploratorio y descriptivo con miras a la
interpretacion (Hernandez etal., 2014); la teoria metodologica transversal fue el Analisis
Didactico basado en el Modelo de Conocimientos Didactico Matematicos del Profesor (Pino-Fan
y Godino, 2015).
Como unidad de analisis se considero al grupo de estudiantes que cursaron la asignatura Electiva
de Profundizacion I, ofrecida por el programa académico Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Pedagogica y Tecnologica de Colombia. Los resultados permiten visualizar algunos
tipos de practicas matematicas inherentes en el aprendizaje del objeto poliedro convexo y su
generalizacion como politopo.

Palabras clave: Poliedro Convexo, Geometria Dindmica, Competencia Digital,

formacion de estudiantes de Licenciatura en Matematicas.
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Abstract

Recognizing the importance of the initial training of mathematics teachers about the geometric
component, spatial thinking, their systems and structures, at the same time recognizing the need
for the development of digital skills of teachers in training in Colombia, prompted this research
to be carried out a characterization of the development of the epistemic facet about the convex
polyhedron object and of the mediational facet in terms of digital skills of teachers, with the
theoretical support from the Onto-Semiotic Approach of mathematics knowledge and
mathematics teaching. Due to the interest in interpret and explore the learning process of the
object in mention and development of digital competences, from a sequence of problematic
situations, it was decided to adopt a qualitative approach without neglecting quantitative data that
allow expand and support the information collected; with an exploratory and descriptive scope
with a view to interpretation (Hernandez et al., 2014); The cross-sectional methodological theory
was the Didactic Analysis based on the Teacher's Mathematical Didactic Knowledge Model
(Pino-Fan and Godino, 2015). As unit of analysis, was consider the group of students who
studied the Elective deepening I subject, offered by the academic program Degree in Mathematics
of the Pedagogical and Technological University of Colombia. The results allow visualizing
some types of mathematical practices inherent in the learning of the convex polyhedron object
and its generalization as a polytope.

Key words: convex polyhedron, dynamic geometry, digital competence, initial training

of mathematics teachers.
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Introduccion

Una problemaética que atafie la formacion inicial de profesores de matematicas radica, en
algunos casos, en la falta de exploracion de nociones geométricas como lo es el objeto poliedro
convexo, lo que frecuentemente se reemplaza, con el conocimiento para realizar algoritmos en la
aplicacion de férmulas. En concordancia, se amplia la posibilidad de que el futuro profesor,
dentro del contexto educativo escolar, proponga a sus estudiantes ambientes para el aprendizaje
del objeto en mencion, unicamente desde representaciones estaticas, bidimensionales o
problemas para aplicar férmulas de volumen (Ministerio de Educacion Nacional, 1998).

En este sentido, es necesario indagar en cuanto al conocimiento matematico y didactico
del futuro profesor respecto al objeto poliedro convexo; desde esta investigacion se adopta la
Geometria Dindmica bajo la hipdtesis de que representa una posibilidad para fomentar el
desarrollo de estos conocimientos (Laborde et al., 2019; Moreno-Armella, 2002).

Sin embargo, la utilizacion de recursos digitales evidencia otra problematica inherente a
la formacidn de licenciados en matematicas, pues en algunos casos, no se brinda una formacion
que fomente el desarrollo de sus competencias digitales (Nifio, 2018; Teliz, 2015; Toro, 2014).

Por lo tanto, esta investigacion tuvo como proposito responder a estas problematicas por
medio de una caracterizacion del desarrollo de las facetas epistémica y mediacional, descritas en
el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS), referentes al
aprendizaje del objeto poliedro convexo y su generalizacion como politopo, y al desarrollo de
competencias digitales de un grupo de estudiantes de Licenciatura en Matematicas de la UPTC.

En concordancia, la estructura que a continuacion se presenta esta conformada por cuatro
capitulos, donde se sustenta la necesidad de responder a estas problematicas desde documentos

especializados en el tema y el nivel académico en mencion; también se describen algunas
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experiencias realizadas en investigaciones referentes a estas problematicas desde los ambitos
local, nacional e internacional.

Ademas, se presentan sustentos tedricos desde el Marco de Conocimientos Pedagdgicos y
Tecnologicos del Contenido (TPACK) (Mishra y Koehler, 2006), donde se determinan saberes
profesionales del profesor, que se pueden trabajar al interior de la educacion matematica por
medio de una correspondencia con las facetas epistémica y mediacional, propuestas por el
enfoque EOS (Godino, 2009); como base tedrica para la coordinacion entre estas dos facetas se
retoman investigaciones referentes a la Geometria Dinamica, que no sélo describen sus
componentes mas caracteristicos, sino que ademas, dan una perspectiva de posibles
implicaciones de su implementacion en el aula, entre otros.

Finalmente, desde la descripcion de la organizacion metodologica que guio este proyecto,
se describe la experiencia que tuvieron los estudiantes, al explorar tres situaciones problematicas
y sus respectivas paginas web de retroalimentacion, estas herramientas fueron elaboradas desde

las caracteristicas especificas de esta investigacion.
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Capitulo 1. Generalidades
Problema de Investigacion

De acuerdo con el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) (1998), la geometria es un
conocimiento que juega un papel importante en la formacion matemaética al permitir que los
estudiantes, sin importar el nivel académico en que se encuentren, logren interpretar, entender,
apreciar y modelar un mundo (tanto fisico como abstracto) caracterizado por su perfeccion
geométrica, ademas de desarrollar diversas formas de argumentacion para dichos procesos.

Sin embargo, en los Lineamientos Curriculares de Matematicas (Ministerio de
Educacion Nacional, 1998) se declara que la mayoria de las experiencias matematicas
proporcionadas a los estudiantes son bidimensionales y estaticas, esto a pesar de pertenecer a un
mundo tridimensional y dindmico; resaltando asi, una de las problematicas de la ensefianza de la
geometria en las aulas colombianas.

El componente geometrico obtiene resultados bajos en las pruebas nacionales, lo que se
evidencia en estudios como el de Gémez (2011), pues en éste se ejemplifican dos problemas,
propuestos para el componente geométrico en la prueba Saber de Quinto y Noveno grado, donde
aproximadamente el 60% de los estudiantes dieron una respuesta incorrecta.

Al respecto, Gémez (2011), afirma que los items evaluados por el ICFES coinciden con
los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas, sin embargo, tan solo un 30% del
contenido de los Estandares se logra ensefiar en el aula, el autor asegura ademas, que lo anterior
sucede debido a factores como el tiempo, la didactica o pedagogia de la clase, el curriculo o una
insuficiente formacion del docente, en geometria.

Los Derechos Bésicos de Aprendizaje (DBA), son presentados por el MEN en las mallas

de aprendizaje como un recurso para el disefio curricular (Garcia y Jaramillo, 2019), sin
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embargo, Goémez etal. (2016) afirman que los ejemplos que Se proponen no promueven
sistematicamente procesos como la representacion, la modelacién o el planteamiento y
resolucién de problemas, bases para el desarrollo del Pensamiento Geométrico Espacial.

Ante tales problematicas, Toro (2014) afirma que la Geometria Dinamica representa una
metodologia que puede llegar a ser mas efectiva que otras, ya que promueve un cambio
novedoso en el método de ensefianza y una nueva forma de aprendizaje que fomenta y nutre
procesos como la construccion de representaciones, la visualizacion, la exploracion, la
interpretacion, la argumentacion y la motivacion de los estudiantes.

En el documento Sistema Colombiano de Formacion de Educadores y Lineamientos de
Politica se propone a los licenciados ser capaces de promover procesos de produccion y acceso
al conocimiento, desde las bondades que ofrecen las tecnologias de la digitalizacion de la
informacion; inclusive, se expone que éstas pueden apoyar al docente al ocuparse de su propia
formacion, de aprender a aprender, de formar y ensefiar modos de pensamiento para la
produccion de saberes y conocimientos (Ministerio de Educacion Nacional, 2013b). También
Mishra y Koehler (2006) sustentan la importancia de estudiar los saberes pedagdgicos sin dejar
de lado los saberes tecnoldgicos del contenido que el profesor imparte en el aula.

A pesar de que las organizaciones nacionales enfocadas en la educacion, son conscientes
de la importancia del desarrollo de competencias digitales para profesores y han propuesto
planes de accion, segun Melo et al. (2018) las instituciones de educacién superior en Colombia,
que fueron analizadas en su investigacion, evidenciaron un bajo nivel de aprovechamiento de la
infraestructura tecnoldgica que poseen, ademas de tener poca motivacion por innovar, explotar y
explorar las tecnologias en busca de nuevas oportunidades de mejoramiento para su vida laboral

0 académica.
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Al respecto, Jaramillo (2012) argumenta que aunque las instituciones educativas de
Colombia a nivel de bésica primaria y secundaria cuenten con herramientas informaticas, son
muy pocas en las que se implementan ambientes virtuales de aprendizaje como elemento
constitutivo del plan de servicios, siendo éste un recurso que potencia el aprendizaje de los
estudiantes; explica que algunas de las razones son la resistencia al uso de herramientas
tecnoldgicas y el rechazo al cambio del paradigma tradicional.

Con base en lo anterior, surge la necesidad de apoyar una formacion vanguardista y de
calidad para Licenciados en Matemaéticas, especificamente en el &rea de Geometria Espacial y en
el ambito de tecnologia digital como parte importante del ambiente educativo; en este sentido, se
propone la siguiente pregunta de investigacion:

¢Como evolucionan las facetas epistémica y mediacional del Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matematicos, relacionadas con las competencias digitales de los
estudiantes que cursan Electiva de Profundizacion I, en el aprendizaje de los poliedros convexos?

Esto se lograré investigando sobre las siguientes preguntas de menor alcance relativas a
la unidad de trabajo de estudiantes de la asignatura Electiva de Profundizacion I.

Subpreguntas

1. ¢Cuales son los significados global y personal parcial atribuidos al objeto poliedro convexo?

2. ¢Cuales son las caracteristicas relevantes de las creencias y concepciones respecto a los
conocimientos comun, especializado y ampliado, y a las competencias digitales?

3. ¢Qué situaciones problematicas pueden apoyar el desarrollo de las facetas epistémica y
mediacional relacionadas con las competencias digitales en el aprendizaje de los poliedros

convexos?
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4. ;Qué caracteristicas poseen los Ambientes Virtuales implementados para el aprendizaje de
algunos poliedros convexos?

Objetivos

General

Caracterizar e interpretar el desarrollo de las facetas epistémica y mediacional del

Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matemaéticos, relacionadas con las

competencias digitales de los estudiantes que cursan Electiva de Profundizacion I, en el

aprendizaje de los poliedros convexos.

Especificos

1. Reconocer y analizar el significado global y personal parcial atribuido al objeto poliedro
CONVeXxo.

2. Identificar los conocimientos comun, especializado y ampliado, y las competencias digitales
que poseen los estudiantes al iniciar el curso.

3. Analizar el desarrollo de las facetas epistémica y mediacional relacionadas con las
competencias digitales al implementar estrategias para el aprendizaje de los poliedros
CONVEXOS.

4. Reflexionar e interpretar acerca de la idoneidad didactica de los Ambientes Virtuales

implementados, relativos al aprendizaje de poliedros convexos.
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Justificacion

De acuerdo con el MEN (1998) el estudiante de una licenciatura en matematicas debe
hacer uso didactico y pedagdgico, tanto del conocimiento matematico como del conocimiento
matematico escolar en diversos contextos; esto con el fin de desarrollar la capacidad de
transformar el saber a ensefiar en objeto de ensefianza, para su futura profesion docente.

En los procesos de educacion matematica escolar, uno de los componentes basicos que se
debe abarcar es el Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos, pues con este se “construyen y
se manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos,
sus transformaciones y sus diversas traducciones a representaciones materiales” (Ministerio de
Educacion Nacional, 1998, p. 37).

Ademés, la Oficina de Innovacion Educativa con Uso de Nuevas Tecnologias del MEN
(2013a) reconoce que entre mas amplio sea el conocimiento que un profesor tiene de su
disciplina, mayor sera su capacidad de promover y ayudar al aprendizaje de sus estudiantes,
acompafado del conocimiento pedagdgico y didactico.

Por este motivo se considera necesario investigar acerca del conocimiento que poseen los
estudiantes de Licenciatura en Matematicas en el area de geometria, en este caso de cuerpos
tridimensionales como lo son los poliedros convexos.

Investigaciones como las de Fredes et al. (2012), Stols (2012), Alvarez y Arias (2014),
entre otras, evidencian que el uso de software de Geometria Dindmica, Ambientes Virtuales de
Aprendizaje (AVA) y contenidos digitales permiten desarrollar, fomentar y afianzar procesos
geométricos como el analisis, la visualizacion, la modelacion, la interpretacion, la

argumentacion, entre otros.
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También, la UNESCO (2008) establecié los Estdndares de competencias en TIC para
docentes, donde afirmé que una de las exigencias, hoy en dia, es brindar a los estudiantes
oportunidades de aprendizaje basadas en las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion
(TIC) e inclusive resalta que para llevar a cabo este objetivo los docentes deben poseer las
competencias y recursos necesarios basados en ellas.

Asi mismo, en las metas de educacion consagradas en el Plan Nacional Decenal de
Educacion 2016- 2026, algunos de los lineamientos estratégicos para el sexto desafio son:

Garantizar la formacion en uso educativo de las TIC en los programas académicos de los

normalistas y en las licenciaturas. Incentivar el uso de las TIC en la préctica docente de

forma pertinente en los procesos de planeacion curricular y ensefianza. (Ministerio de

Educacion Nacional, 2017, p. 52)

En consecuencia, surge la motivacion de investigar acerca de las competencias digitales
que pueden desarrollar los estudiantes de Licenciatura en Matematicas, con el fin de ofrecer una
perspectiva de la Geometria Dinamica como posible metodologia de ensefianza y aprendizaje

para su futura labor docente.
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Capitulo 2. Referentes Tedricos
Antecedentes

A continuacién se exponen algunas investigaciones realizadas en los Gltimos diez (10)
afios acerca de la formacion docente en cuanto al uso de los recursos digitales y al aprendizaje de
la geometria por medio de ambientes dinamicos.

A nivel internacional, Lopez (2017) tuvo por objetivo estudiar orientaciones, iniciativas y
tecnologias con potencial para ser integradas en contextos educativos; en este sentido, el marco
tedrico estuvo conformado por modelos tedricos del aprendizaje como el conductismo,
cognitivismo, constructivismo y la teoria sociocultural y también de las tecnologias digitales.
Como metodologia aplico un estudio exploratorio y descriptivo. Se demostr6 que a medida en
que han surgido y desarrollado las teorias del aprendizaje, estas han influenciado la evolucion,
estilo y métodos de las tecnologias digitales educativas.

Desde un punto de vista mas especifico, Salas (2018) se propuso analizar el impacto del
Marco TPACK durante el disefio de la Unidad Didactica Ldgica de Predicados, en este sentido,
abordd bases tedricas de competencias matematicas e informaticas. Para la metodologia se basé
en el método ANOVA con una muestra de 49 alumnos de la asignatura Matematicas
Computacionales. Se dedujo que el Marco TPACK mejora el rendimiento académico en el
campo de las matematicas.

Por otro lado, Fredes et al. (2012) se propusieron como objetivo analizar el potencial y
dificultades del uso de software de simulacion en la sociedad digital y del uso pedagogico de los
AVA, como bases teoricas estudiaron los AVA vy la educacion en la cibercultura; adoptaron un
enfoque cualitativo de tipo exploratorio. En general se concluyd que las TIC ofrecen la

oportunidad de llevar eficaz y oportunamente las tecnologias al aula y también se evidencio que
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el software educativo debe obedecer a las caracteristicas e intereses de los estudiantes, como
también a los conocimientos y competencias del profesor.

Desde otro punto de vista, Téliz (2015) analizd la didactica basada en las TIC en la
ensefianza de las matematicas, a partir del analisis de las creencias de los docentes. Se seleccion6
una muestra de cinco docentes y la investigacion fue trabajada desde lo cuantitativo y cualitativo.
Se identificd una contradiccion entre lo que los profesores hacen y piensan acerca de las TIC, ya
que poseen una Vision positiva sobre su uso en las practicas de ensefianza, sin embargo, los
docentes en general no las aplican como herramienta didactica.

Lo anterior concuerda con los resultados de la investigaciéon de Guaman y Paredez
(2016), quienes trazaron como objetivo estudiar las competencias digitales educativas de unos
docentes de basica media; asumieron como base tedrica la relacion entre la educacion y las TIC.
La metodologia tuvo disefio no experimental, fue de tipo bibliografica y de campo, a un nivel
descriptivo, para una muestra de 12 instituciones educativas. Se concluydé que ain existe
demasiado analfabetismo digital, respecto a la poblacion estudiada, debido a que solo el 22%
posee competencias instrumentales, el 24% tienen competencias didactico-metodologicas y el
5% posee competencias cognitivas.

Desde una perspectiva de formacion inicial de profesores, Sandi y Sanz (2018) tuvieron
por objetivo realizar una revision de la literatura como base para indagar las dimensiones e
indicadores de las competencias tecnologicas propuestas en diferentes paises para la formacién
del profesor. Se desarrollé una metodologia de revision bibliografica. Entre las dimensiones e
indicadores propuestas por los gobiernos de Chile, Espafia, Colombia, Costa Rica, Uruguay,

Paraguay, entre otros paises, se constatd que la mayoria manifiesta que es importante que el
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docente tenga conocimientos tecnoldgicos, pedagdgicos y disciplinares para integrar las TIC en
los procesos formativos.

Al respecto, se encuentra la investigacion elaborada por Pino y Soto (2010), quienes
trazaron como objetivo analizar las competencias digitales adquiridas por los estudiantes en
formacién inicial teniendo en cuenta conocimientos, frecuencia de uso, nivel de dominio,
motivaciones y obstaculos, con el fin de consolidar propuestas para la formacion inicial. La
metodologia tuvo un enfoque mixto y se plante6 como estudio de campo de tipo exploratorio y
descriptivo; la muestra estuvo conformada por 219 estudiantes de magisterio y 10 profesores.
Entre los resultados obtenidos se evidencié que los estudiantes dominan varias herramientas
digitales, sin embargo, tienen dificultades para utilizarlas en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje, aunque las consideran importantes para su formacion.

En esta misma direccion, Pefia (2010) tuvo como objetivo analizar las posibilidades de
las TIC en el desarrollo de actividades para apoyar y mejorar la ensefianza de la geometria.
Realiz6 una revision bibliografica acerca de las TIC como recurso pedagdgico y del significado y
evolucion de la geometria. Utilizd una metodologia mixta con la aplicacion de cuestionarios y
también con la implementacion de una pagina web; la muestra estuvo conformada por profesores
y alumnos de primer, segundo y cuarto grado de ESO. Algunas de las conclusiones fueron que
las TIC erradican la falta de dinamismo vy la dificultad de construccion y visualizaciéon de la
geometria; también se observé que, aunque los profesores no rechazan la utilizacion de las TIC,
no reciben suficiente formacion para su aplicacién en el aula.

Existen investigaciones que implican herramientas tecnoldgicas digitales mas especificas,
como por ejemplo la de Gonzélez (2014), quien traz6 como objetivo contribuir a la profesion de

los futuros docentes a partir de la vinculacion de contenidos geométricos con software de
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Geometria Dindmica. Utilizé una metodologia cualitativa y entre los resultados se destacd que
una de las dificultades en el uso del software es la construccion de los objetos matematicos, se
analizé que esto se debe al abundante conocimiento geométrico que conlleva realizar dichas
construcciones.

De igual modo, Ruiz (2012) se propuso estudiar cémo el software GeoGebra incide en el
desarrollo de competencias geométricas y didacticas de profesores en formacion inicial; en este
sentido, se abordaron teorias del conocimiento de contenidos matematicos y pedagdgicos del
profesor. Se utiliz6 una metodologia mixta con un método cuasi-experimental complementado
con un estudio de casos; para 100 alumnos de 2° curso del Grado de Magisterio. Se constato que
el uso del software aumento el éxito de los estudiantes en la solucion de una prueba de lapiz y
papel, y también que la metodologia didactica influyé positivamente en las concepciones acerca
de las matematicas y su ensefianza.

Lo mismo se evidencié en los resultados de la investigacion de Stols (2012), quien
realizo un estudio acerca del crecimiento cognitivo geométrico de docentes en formacion, en
consecuencia el marco teorico estudid conceptos de los niveles de Van Hiele y entornos
enriquecidos con tecnologia. Se utilizO una metodologia cuantitativa con disefio cuasi-
experimental; se estudiaron dos grupos de referencia que trabajaban en mismo contenido
tematico, pero solo uno de ellos tuvo un ambiente mediado por software de Geometria Dinamica.
Como resultado se obtuvo que el software mejoro la visualizacion geométrica, el analisis y la
deduccion de los profesores.

Desde el ambito nacional, Cérdoba y Quintana (2013) tuvieron por objetivo exponer las
dificultades en la comprension del lenguaje matematico presente en las demostraciones

geométricas euclidianas; en consecuencia estudiaron bases teoricas del lenguaje cotidiano,
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lenguaje matematico, demostraciones geométricas y tipos de razonamiento. La metodologia fue
de tipo cualitativo y se tuvo en cuenta una muestra de dos estudiantes. Se observé que los
estudiantes no realizaron una demostracion completa de todas las proposiciones y tampoco
expresaron simbolicamente el proceso.

De manera similar, Villamil etal. (2018) tuvieron por objetivo ayudar a estudiantes
universitarios en la construccion del concepto de éarea; en este sentido, abordaron la estructura
conceptual, historia, epistemologia y fenomenologia del objeto area. Como metodologia
abordaron la teoria del andlisis didactico con un enfoque cualitativo e interpretativo bajo un
proceso de estudio de casos, para dos grupos de estudiantes de primer semestre. Se pudo
evidenciar que la tarea propuesta por el docente implicé un desafio para los estudiantes al exigir
el andlisis del area sin tener en cuenta datos numericos, lo cual obligé al estudiante desarrollar un
nivel de abstraccion mas complejo que el ejercicio de aplicar un algoritmo.

Chiappe y Manjarrés (2013) estudiaron la incidencia de un AVA en el fortalecimiento de
competencias matematicas en un curso de geometria universitaria; adoptaron una teoria de AVA
como apoyo a los ambientes presenciales; el disefio metodoldgico fue mixto con énfasis en lo
cualitativo. Se demostré un aumento en el uso correcto del simbolismo matematico y tambien en
la jerarquizacion correcta de las operaciones, ademdas, aumento significativamente la
participacion activa de los estudiantes, lo que expuso su claridad conceptual acerca de las ideas,
métodos y soluciones.

Desde el analisis del futuro desarrollo profesional del estudiante de licenciatura, Alvarez
y Arias (2014) se propusieron mejorar la practica pedagdgica mediante el disefio e
implementacion de un AVA para ensefiar y aprender geometria analitica; como base tedrica se

realizd6 un estudio de la aplicacion de las TIC en la ensefianza de las matematicas. La
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metodologia tuvo un enfoque cualitativo y la muestra estuvo conformada por 48 estudiantes de
grado décimo y su respectivo docente. El uso del AVA en la ensefianza de la geometria analitica
fomentd el desarrollo de los pensamientos espacial y variacional, y permitié a los estudiantes
modelar situaciones de cambio, generando asi un conocimiento ldico y contextualizado.

Desde el punto de vista del estudiante de educacion escolar, Perea (2016) tuvo como
objetivo implementar una estrategia metodoldgica basada en TIC para el aprendizaje de los
poliedros regulares de estudiantes de grado sexto. Se estudiaron conceptos de geometria activa,
TIC y poliedros regulares. La metodologia fue cualitativa con una técnica documental
informatica, para una muestra de 42 estudiantes de grado sexto. Algunos de los resultados
mostraron que los estudiantes tienen dificultades en el reconocimiento de elementos de los
poliedros y también demostraron dificultades para el manejo de los equipos tecnoldgicos, aunque
manifestaban interés.

Asi mismo, existen investigaciones a nivel local como la de Suarez y Ramirez (2012),
quienes implementaron una estrategia para la ensefianza de sélidos platonicos y arquimedianos
para grado octavo; asumieron bases tedricas acerca de los niveles de Van Hiele, representaciones
semidticas y Geometria Dindmica. La metodologia tuvo un enfoque cualitativo guiado por el
disefio de investigacion accién. Uno de los resultados comprobo que los ambientes virtuales
permiten visualizar todas las perspectivas y caracteristicas de los objetos geométricos.

De manera similar, Suarez etal. (2018) propusieron analizar el desarrollo del
pensamiento espacial y sus sistemas en el trabajo con ambientes dindamicos para estudiantes de
cuarto y quinto grado de primaria; adoptaron bases tedricas acerca del pensamiento matematico,
visualizacion espacial y tecnologia digital. Se trabajo un enfoque cualitativo con disefio

descriptivo e interpretativo; se evidencio la importancia del proceso de construccion con regla y
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compas de los objetos geométricos y también se demostraron las bondades de un ambiente
virtual de aprendizaje como espacio de exploracidn, representacion y descubrimiento.

Por otro lado, desde la formacion de profesores, Alvarez y Forero (2018) tuvieron por
objetivo orientar un programa de formacion docente para el uso didactico de las TIC y comparar
las competencias digitales desarrolladas por los profesores, asi como el rendimiento académico
de sus estudiantes; en este sentido, se abordaron los conceptos de brecha digital, brecha digital
cognitiva, competencias digitales para docentes y el uso inadecuado de los recursos TIC en la
labor docente. Como metodologia se realizd un enfoque mixto. Concluyeron que con la
alfabetizacion digital de los docentes se logré reducir la brecha digital cognitiva, ademas, el
aprendizaje de sus estudiantes se vio afectado positivamente y se manifest6 la necesidad de saber
emplear pedagdgicamente la infraestructura tecnoldgica.

De manera similar, Nifio (2018) tuvo por objetivo analizar el nivel de competencia
tecnologica y su relacion con el desarrollo de habilidades de visualizacion matematica; en
consecuencia adoptd bases tedricas como competencias TIC para docentes, visualizacion
matematica y ensefianza de la geometria. Tuvo una metodologia con enfoque mixto con disefio
descriptivo para una muestra de 10 estudiantes de sexto semestre. Se demostro que el nivel de
competencias TIC incide en la aplicacion de las tecnologias digitales en la academia y que los
ambientes virtuales favorecen la visualizacion matematica.

En esta misma direccion, Reyes (2017) se propuso favorecer la visualizacion y
exploracién geométrica de estudiantes de Licenciatura en Matematicas y Estadistica; adoptd
bases teoricas acerca de la visualizacion, exploracion, ambiente virtual y Geometria Dinamica.
Aplicé una metodologia cualitativa con una muestra de quince estudiantes. Se afectd

positivamente la formacidn de los estudiantes al generar un ambiente en el que se puede estudiar
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y redescubrir objetos y propiedades geométricas, ademas de crear un ambiente de confianza para
debatir o defender concepciones matematicas.

Finalmente, se describe la tesis doctoral “Formacion Inicial y Permanente de Profesores
de Matematicas con Ambientes Virtuales para la Ensefianza de las Geometrias ”, elaborada por
Suérez (2018) dentro del Doctorado de Ciencias de la Educacion de la UPTC-
RUDECOLOMBIA; el prop6sito global consistio en:

Disenfar, construir, implementar y evaluar ambientes virtuales para el aprendizaje de las

geometrias, concebidos en un grupo colaborativo de docentes de pregrado y basica

secundaria de matematicas de Tunja (en servicio y en formacion inicial) y disefiados en el

aula de clase por estudiantes de la Licenciatura en Matematicas. (p. 31)

El grupo buscé potenciar el analisis y la (auto) reflexion sobre sus tareas y préacticas al
ensefar y brindar ambientes de aprendizaje las geometrias en el aula de clase. Los paradigmas
tedricos adoptados para contextualizar la tesis fueron principalmente el enfoque ontosemidtico
del conocimiento y la instruccion matemética (EOS), algunos aspectos del enfoque noético-
cognitivo de Duval y de la Geometria Dinamica como mediadora del aprendizaje escolar,
especialmente referidos los sistemas semidticos de representacion, contextualizados en el Disefio
de Tareas, tendencias en actual desarrollo en educacion matematica a nivel mundial. Como
resultados de la investigacion se identificaron elementos teodricos dentro de la matematica y la
educacion matematica, y practicos como elementos de la didactica de la geometria, los cuales
sirvieron como sugerencias y pautas para la reformulacion y actualizacion del componente de
educacion geomeétrica de los planes de estudio de la Licenciatura en Matematicas de la UPTC y
de los programas de formacion continua de profesores en ejercicio relativas al aprendizaje de las

geometrias y la competencia digital en ambientes de geometria dindmica.
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Bases Tedricas

Inicialmente se contextualiza la formacion de profesores en Colombia; se adopta el
Marco de Conocimientos Pedagdgicos y Tecnoldgicos del Contenido (TPACK); y se asume
como referente tedrico el Modelo de Conocimientos Didactico Matematicos (CDM) del Enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS).

En este modelo se proponen seis facetas del conocimiento del profesor, entre ellas, se
encuentran la faceta mediacional y la faceta epistémica; para la presente investigacion la primera
se encamina al desarrollo de competencias digitales de los profesores en formacién como
conocimiento en recursos y medios para potenciar los procesos de aprendizaje del tema en
estudio; la segunda hace referencia al conocimiento (comun, especializado y ampliado) acerca
del objeto poliedro convexo que poseen los estudiantes de Licenciatura.

A continuacion, se describe el significado de competencia digital segun la Oficina de
Innovacion Educativa con uso de Nuevas Tecnologias del MEN (2013a), asi como la descripcién
de éstas. Ademas, como referente internacional se plasman las competencias digitales que
propone el Instituto Internacional de Tecnologias Educativas y de Formacion del Profesorado de
Espafia (INTEF, 2017) por su avance significativo y cantidad de investigaciones en el tema.

También se consideran caracteristicas de la Geometria Dinamica y se estudian las
generalidades acerca de AVA, ya que es importante conocer su metodologia, mecanismos y fines
para entender el desarrollo de competencias de los estudiantes de Licenciatura por medio de su
implementacion.

Finalmente, se realiza el estudio del objeto poliedro convexo para figuras regulares,
semirregulares e irregulares; ademas de estudiar estos cuerpos tridimensionales, también se

describiran los objetos poliedros en la cuarta dimensién conocidos como Politopos-4D.
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Formacion Inicial de Licenciados en Matematicas

A nivel nacional se encuentra el documento Sistema colombiano de formacion de
educadores y lineamientos de politica (Ministerio de Educacién Nacional, 2013b), en donde se
sustenta que la formacion es sinénimo del desarrollo y proyeccién profesional del profesor, el
cual debe asumir una postura critica ante el sistema educativo.

Hoy en dia, la labor que desempefia el profesor tiene un significado diferente a la
“perspectiva tradicional”, esto es consecuencia del rapido y practico acceso a la informacién que
ofrecen los recursos digitales; el profesor ya no es la base de datos o el Unico sujeto que posee
todo el conocimiento, el rol del profesor se ha convertido en el de mediador social (Valero y
Skovsmose, 2017), orientador para la adquisicién del conocimiento especializado y también un
planeador y generador de ambientes de ensefianza y de aprendizaje (Ministerio de Educacion
Nacional, 2013a).

En consecuencia, el estudiante en formacion inicial se nutre de bases pedagogicas y
didacticas para desempefiarse en su futura labor docente atendiendo a condiciones historicas,
culturales y de contexto ante diversas poblaciones, también es importante que tenga
conocimiento en el uso de las TIC con el fin de disefar, aplicar y evaluar herramientas
educativas (Ministerio de Educacion Nacional, 2013a).

Desde un punto de vista mas especifico, Jiménez (2019) afirma que el programa
académico Licenciatura en Matematicas ofrecido por la UPTC, no sélo se caracteriza por ser el
mas antiguo a nivel nacional, sino también por mantener una constante actualizacion en cuanto a
la formacion de Licenciados desde avances tedricos que emergen en diversas investigaciones.

De acuerdo con Ball etal. (2008), algunas de las problemaéticas que se investigan son

¢ Qué se necesita para saber ensefiar? ;Qué requiere una ensefianza eficaz? ;Qué se debe hacer al
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ensefiar matematica? ,Como debe ser el aprendizaje? y (COomo mejorar los procesos de
ensefianza y de aprendizaje?

Al respecto, ha tomado bastante fuerza la propuesta de Shulman (1992, citado por
Jiménez et al., 2011) donde manifiesta que el conocimiento del profesor debe ir méas alla del
contenido matematico y contemplar ademas, el conocimiento curricular y el concerniente a la
didactica y la pedagogia del contenido a ensefiar.

En concordancia, en el Modelo pedag6gico gradual investigativo que coordina el
programa académico en mencion, se tienen tres momentos en la formacién inicial de licenciados.
El primer momento, de ubicacion cuyo énfasis es el desarrollo personal y la contextualizacion
del estudiante dentro de la perspectiva del ser docente, el segundo momento, de fundamentacion
con enfoque critico donde el estudiante construye bases solidas respecto al pensamiento
matematico y también asume una perspectiva de su futuro desarrollo profesional desde bases
pedagdgicas y didacticas, y el tercer momento, de profundizacion con énfasis en la investigacion
desde la problematizacion de la practica, del entorno educativo y de las matematicas en si
(Jiménez et al., 2011).

Jiménez etal. (2011) manifiestan que uno de los componentes que conforman este
modelo es el contenido, el cual se asume como un objeto que emerge de la comprension,
reflexion, generacion de conjeturas y la institucionalizacion de saberes. En lo que respecta al
contenido geométrico, éste se ha incluido en la mayoria de los curriculos que se han
implementado para la Licenciatura en Matematicas a lo largo de su historia (Jiménez, 2019).

Investigaciones como las de Bolea etal. (2008) y Sgreccia etal. (2006) suscitan la
necesidad de problematizar el conocimiento geométrico de licenciados, esto en vista de la

evidencia de que algunos estudiantes para profesor asumen la geometria como la memorizacién
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de objetos y también por la existencia de vacios, como por ejemplo, el reconocer un concepto de
altura nicamente como una medida dejando de lado su representacion grafica. Ademas, de que
los estudiantes reconocen los objetos geométricos desde representaciones tipicas y estaticas, de
tal manera que si estos cambian de alguna forma, ya no los reconocerian, y también desconocen
materiales para su ensefianza, entre otras razones.

Estas dificultades que presentan algunos estudiantes de Licenciatura repercutirdn en su
futuro desarrollo profesional, pues son resultado de sus concepciones acerca de la naturaleza de
las matematicas, la ensefianza y el aprendizaje de las mismas (Leguizamén et al., 2020); y por
otro lado, estas concepciones también afectardn la eleccion de los medios educativos
(Leguizamon et al., 2015).

Marco de Conocimientos Pedagdgicos y Tecnoldgicos del Contenido (TPACK)

De acuerdo con Mishra y Koehler (2006), a lo largo de la historia, las investigaciones
referentes al conocimiento que debe tener un docente se han basado en el Conocimiento
Pedagogico del Contenido (PCK) propuesto por Shulman (2019); sin embargo, con el acceso a
las tecnologias digitales en el ambito educativo, surgié la necesidad estudiar los saberes
tecnologicos y pedagogicos del contenido que se imparten en el aula.

La ensefianza se toma como la interaccion entre el conocimiento del profesor y la manera
en que logra aplicarlo en contextos Unicos de su clase; sin embargo, la ejecucién de la ensefianza
con la tecnologia genera dificultades para el docente, en respuesta a esta dificultad se propuso el
marco TPACK, cuyo objetivo es describir como los saberes profesionales articulados con la
tecnologia son integrados en la practica (Koehler et al., 2015).

Koehler et al. (2015) manifiestan que las tres vertientes que constituyen el conocimiento

para el Marco TPACK son el contenido entendido como los conceptos, teorias, ideas y marcos
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organizativos profundos y fundamentales que ha construido el docente sobre la disciplina; la

pedagogia que se refiere a los procesos, préacticas o0 métodos de ensefianza y de aprendizaje que

el profesor ha logrado identificar en el ambiente educativo; y la tecnologia que permite a la

persona desarrollar gran variedad de tareas por medio del uso de las tecnologias de la

informacion. Una caracteristica fundamental de este marco, es que expone estos conocimientos

aisladamente y también la relacion que existe entre ellos (Figura 2) (Mishra y Koehler, 2006):
Figura 2

Conocimiento Pedagogico Tecnolégico del Contenido
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Fuente: Koehler et al. (2015).

De acuerdo con Mishra y Koehler (2006), los conocimientos descritos anteriormente se
relacionan constituyendo: el Conocimiento Pedagdgico del Contenido (PCK) entendiéndolo
como la transformacién del contenido disciplinar para su ensefianza, es necesario que el docente
encuentre multiples formas de representarlo, que adapte materiales de aprendizaje y que conozca
los conocimientos previos del estudiante; el Conocimiento del Contenido Tecnoldgico (TCK)
que es el reconocimiento de las representaciones de determinado contenido que se pueden

observar con el uso de la tecnologia; el Conocimiento Tecnoldgico Pedagdgico (TPK) que busca
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comprender como se afectan los procesos de ensefianza y de aprendizaje con la implementacion
de tecnologias especificas, es decir, analizar las limitaciones y posibilidades en funcion del
contexto con el fin de mejorar la comprension de los estudiantes; y finalmente, se conforma el
Conocimiento Pedagdgico Tecnoldgico del Contenido (TPACK), el cual requiere la
identificacion de las representaciones de los conceptos a partir del uso de la tecnologia, y asi
mismo, es la reflexion acerca de qué hace que un concepto sea facil o dificil y como la
tecnologia puede ayudar a los procesos de ensefianza y de aprendizaje.

Este marco permite describir la relacion entre saberes profesionales y saberes
tecnoldgicos en pro de la mejora de los procesos de ensefianza y de aprendizaje, desde alli se
fundamentan los conocimientos del contenido, pedagégicos del contenido y tecnoldgico
pedagdgicos, los cuales se pueden aplicar al interior de la educacién matematica por medio de su
correlacion respectiva con el conocimiento comun, el conocimiento especializado (faceta
epistemica - EOS) y las competencias digitales (faceta mediacional - EOS) de los futuros
profesores de matematicas (Grisales, 2018; Koehler et al., 2015).

Enfogue Ontosemiético del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS)

De acuerdo con Godino (2014), este enfoque armoniza algunas teorias concernientes a la
educacion matematica desde los modelos: epistemolégico (bases antropoldgicas vy
socioculturales), de cognicién humana (basado en la semidtica), instruccional (basado en el
socio-constructivismo) y sistémico—ecoldgico, consolidando asi un enfoque que surge desde la
didactica de la matematica.

Este enfoque propone una configuracion de la relacion que existe entre las acciones, el
conocimiento y los procesos que emergen en la ensefianza y en el aprendizaje, de tal manera que

describe la practica matematica como la accién o expresion que una persona realiza para
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resolver problemas, comunicar su solucion y generalizarla a otros contextos (Godino, 2018b,
2018a; Godino & Batanero, 1994).

La practica matemética interactia con los objetos mateméticos (conceptos,
proposiciones, argumentos, procedimientos, lenguajes y situaciones problematicas) por medio de
la ejecucion de procesos, ya sean de naturaleza matemaética (comunicar, problematizar, definir,
enunciar, realizar procedimientos como algoritmizacion, rutinizacion y argumentaciéon) o de
naturaleza cognitiva - epistémica (institucionalizacion - personalizacién; generalizacion -
particularizacion; analisis/descomposicion - sintesis/reificacion; materializacién/concrecion -
idealizacidn/abstraccion; expresion/representacion - significacién); de acuerdo a estos supuestos
tedricos los autores de este enfoque han llegado a proponer la siguiente configuracién (Figura 3)
(Godino, 2018; Godino y Batanero, 1994):

Figura 3

Entidades Primarias de la Ontologia y Epistemologia EOS
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(Material, biolégico y social) Y SIGNIFICADOS

Fuente: Godino (2014).

En este sentido, la comprension se aborda desde el concepto de competencia mas que

desde el de proceso mental; es decir, un sujeto comprende un objeto matematico cuando lo aplica
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eficazmente en diferentes practicas. Con el fin de describir las practicas matematicas activadas

en la resolucion de situaciones probleméaticas el enfoque EOS ha implementado la configuracion

de objetos y procesos activados en estas, como se muestra en la Figura 4 (Godino et al., 2012).
Figura 4

Configuracién de Objetos y Procesos

CONTENIDO PERSONAL

Fuente: Godino (2009).

De acuerdo con Godino y Batanero (1994), desde la interaccidn entre practicas, procesos
y objetos, se consolida el conocimiento, la comprension o la significacion, lo cual hace
referencia a la conformacion de funciones semioticas, que se entienden como la relacién entre un
objeto antecedente (expresion, significante) y otro consecuente (contenido, significado)
establecida por un sujeto (persona o institucion) basado en un criterio especifico; de esta manera,
los significados institucionales son los sistemas de practicas que se comparten en una comunidad

en un momento dado (Figura 5).
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Figura 5
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Fuente: Godino (2014).

En concordancia, el sistema de acciones realizadas por los profesores y estudiantes para
estudiar la resolucion de situaciones problematicas que promuevan un significado de
determinado concepto, haciendo uso de recursos y del contexto fijado se conoce como una
configuracion didactica. La secuencia de estas configuraciones didacticas, que se disefian
mediante una muestra representativa de situaciones problematicas referentes al objeto
interviniente y que buscan que el estudiante se apropie progresivamente de los significados,
conforma una trayectoria didactica (Godino, 2018a). Cada una de estas configuraciones esta

constituida por diversos momentos y elementos como se muestra en la Figura 6.
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Figura 6

Dinamica de una Configuracién Didactica
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Fuente: Godino (2018a).

Modelo de Conocimiento Didactico Matematico del Profesor (CDM)

Este modelo nace desde las bases tedricas del EOS, con el fin de sustentar una
interpretacion y caracterizacion de los conocimientos del profesor a través de las dimensiones
matematica (conocimiento comdn y ampliado del contenido); didactica (conocimiento
especializado desde las facetas del conocimiento del profesor); y meta-didactico-matematica
(comprende la identificacion de normas y la reflexion de la practica por medio de la herramienta
idoneidad didactica) como se muestra en la Figura 7 (Godino et al., 2017; Pino-Fan y Godino,

2015).



Figura 7

Componentes del Modelo de Conocimientos Didactico Matematicos del Profesor
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P N Dimension Meta Didédctico-Matematica e ~N
- : : [ Normas y Metanormas J] —{ Idoneidad diddcti J : : Niveles
:s:'s de
b Ae' Analisis
Disefio (matematicos,
Didactico 3 didacticos o didactico-
Faceta Interaccional matematicos)
Dimension Didactica
(Facetas del conocimiento del
profesor involucradas en los Practicas
procesos de enseianza-
aprendizaje)
" Faceta Epistémica
Conocimiento Coman del] rl‘ imi Ampliad
<::> Contenido = e L del Contenido <:>
Dimension Matemética /

Fuente: Pino-Fan y Godino (2015).

De acuerdo con Godino (2009), desde el modelo CDM, el docente debe tener

conocimiento matematico enfocado a su ensefianza y también debe tener la competencia de

transformarlo para ser difundido y comunicado en los diferentes niveles de la educacion escolar.

El conocimiento del contenido matematico y didactico es el que permite a los profesores

resolver problemas o tareas matematicas correspondientes al nivel educativo en que imparte

clase y también vincular los objetos matematicos de dicho nivel con los que se estudiaran en

niveles posteriores (God

ino, 2009).

Pino-Fan y Godino (2015) describen que desde este modelo se proponen seis facetas o

componentes del conocimiento pedagdgico del contenido del profesor, estas son, epistémica que

hace referencia al conocimiento profundo y amplio de las matematicas, ademas, del

conocimiento de los componentes del contenido, tales como problemas, representaciones,
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argumentos, estrategias de resolucion, propiedades y significados de objetos matematicos;
cognitiva que es el conocimiento de los aspectos cognitivos de los estudiantes; afectiva que alude
al conocimiento sobre aspectos afectivos, emocionales y actitudinales de los estudiantes con
respecto al proceso de estudio; interaccional que se refiere al conocimiento sobre las
interacciones que surgen dentro del aula y de las negociaciones de significados; mediacional que
alude al conocimiento de los medios y recursos que pueden potenciar el aprendizaje de los
estudiantes y los tiempos destinados para la ensefianza; y ecoldgica que es el conocimiento sobre
los aspectos curriculares, sociales, politicos, econémicos que influyen en los procesos de
ensefianza y de aprendizaje.

Teniendo en cuenta lo anterior, en el caso del presente estudio se pretende realizar un
analisis con especial énfasis en la faceta epistémica desde la conformacion de los conocimientos
comun, especializado y ampliado respecto al aprendizaje del objeto poliedro convexo, y por otro
lado, en la faceta mediacional que va encaminada al desarrollo de competencias digitales
teniendo en cuenta el contexto de los estudiantes de Licenciatura (Godino, 2009).

Faceta Epistémica en el Conocimiento del Objeto Poliedro Convexo

La faceta epistémica se aborda desde un punto de vista antropoldgico y semidtico, es
decir, que el conocimiento se concibe como la “actividad humana que adquiere significado
mediante la accion de las personas ante situaciones problematicas especificas” (Godino, 2009, p.
21; Godino et al., 2017).

De acuerdo con Gonzato etal. (2011), el conocimiento del contenido conlleva al
desarrollo de la faceta epistémica y posee tres componentes, conocimiento comun, conocimiento
especializado y conocimiento ampliado. EI primero es el conocimiento aplicado en la resolucion

de problemas matematicos; el segundo es la representacion y explicacion de ideas, reglas y
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procedimientos matematicos; y el tercero es la capacidad de relacionar el contenido actual con
ideas matematicas méas avanzadas.

El Conocimiento Comun del Contenido. Es el conocimiento aplicado en la resolucion
de problemas matematicos (Pino-Fan y Godino, 2015); en el Anexo 1 se presenta una referencia
de este conocimiento, estos son los Estdndares Béasicos de Competencias en Matematicas
(Ministerio de Educacion Nacional, 2006) referentes al objeto poliedro convexo que el estudiante
de Licenciatura seguramente deberd ensefiar en los niveles de la educacion basica (primaria
cinco grados y secundaria cuatro grados) y de la educacién media (dos grados).

El Conocimiento Especializado del Contenido. Es la organizacion de secuencias con
que se podrian desarrollar diferentes tareas (Godino, 2009); en este sentido, se espera que el
estudiante desarrolle la competencia de crear ambientes de aprendizaje que impliquen la
comprension del objeto poliedro convexo a partir de diversos registros de representacion
semidtica, procedimientos, significados y la vinculacion con conocimientos previos y posteriores
al objeto matematico en mencion.

Para fomentar el desarrollo del conocimiento especializado de los estudiantes de
Licenciatura en Matematicas, se toman como referentes curriculares las perspectivas actualmente
establecidas por el MEN consagradas en los documentos Lineamientos Curriculares de
Matematicas (1998) y los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (Ministerio de
Educacion Nacional, 2006); a partir de éstos, se busca que los estudiantes identifiquen los
procesos de aprendizaje, el contexto y los tipos de pensamiento matematico, asi como la manera
en que se pueden aplicar o fomentar, para niveles educativos especificos (entre la educacién
basica: primaria, secundaria y media), referentes al objeto poliedro convexo, por medio

ambientes de Geometria Dindmica.
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El Conocimiento Ampliado del Contenido. Fomenta la relacion del objeto matematico
con ideas matematicas mas avanzadas (Gonzato et al., 2011), se propone que los estudiantes
tengan conocimiento en cuanto al objeto politopo con el fin de que ellos realicen la
generalizaciéon de los objetos geométricos de una, dos, tres y cuatro dimensiones, a conjuntos
convexos que pertenecen al espacio euclidiano n-dimensional.

Faceta Mediacional en la Competencia Digital del Estudiante de Licenciatura en Matematicas

Esta hace referencia al conocimiento de los medios y recursos que pueden potenciar el
aprendizaje de los estudiantes y los tiempos destinados para la ensefianza (Godino, 2009).

Al respecto, Godino (2011) afirma que las calculadoras, software de Geometria
Dinamica, aplicaciones, hojas de célculo y dispositivos de presentacion interactiva, son
ingredientes fundamentales para una educacion matematica de alta calidad.

Para lograr que las herramientas tecnologicas, involucradas en los procesos de ensefianza
y de aprendizaje del area de matematicas, fomenten la motivacion y el aprendizaje significativo,
es necesario disefiar, implementar y evaluar entornos virtuales de aprendizaje enmarcados en lo
disciplinar (contenido), lo pedagdgico y lo técnico (funcional) (Grisales, 2018).

Segun Godino (2011) “el uso de recursos tecnoldgicos induce cambios positivos en el
contenido de ensefianza, en los modos de interaccion, motivacion y en el aprendizaje de los
estudiantes” (p. 13).

Competencias Digitales para profesores. Los avances tecnologicos que se han
implementado en Colombia, han implicado cambios tanto sociales como culturales, por supuesto,
la educacion no puede ignorar estos avances.

Segun Mesa (2012) la instalacién de computadores comenzé para la educacion superior

en los afios 1966 y 1967 y a medida que evolucionaba la infraestructura de los computadores, los
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centros educativos de este nivel tomaron el reto de introducir la tecnologia en todos sus ambitos;
en consecuencia, en 2008 se publicaron los lineamientos para la formulacion de planes
estratégicos de incorporacién de TIC en instituciones de educacidn superior.

De acuerdo con Mesa (2012), los afios 90, se caracterizaron por el aumento de personas
con acceso a computadores y por la llegada del internet. Lo cual impulsé el surgimiento de
grupos de investigacion para el estudio del uso de la tecnologia en la educacion.

Con la llegada del internet, se establecio en la ley 115 de 1994 la materia de Tecnologia e
Informatica en Nivel de Basica, impulsando asi la alfabetizacion informética desde edades
tempranas (Congreso de la Republica de Colombia, 1994).

En este sentido, algunas de las propuestas para el sector educativo publico en 2008 fueron
integrar las TIC en los procesos pedagdgicos de profesores y estudiantes; el uso intensivo de
estas tecnologias en el proceso de aprendizaje; y contar con docentes formados en competencias
para el uso pedagdgico de las TIC (Consejo Nacional de Politica Econdmica y Social, 2008).

En concordancia, se beneficiaron a méas de 19.000 instituciones educativas (a nivel de
basica, media y media técnica) con el suministro de 250.000 computadores durante el periodo
2002-2010, se pasé de tener un computador para 142 estudiantes a contar con un computador
para 21 estudiantes. También, gracias al programa Compartel se paso de tener 4.925 instituciones
educativas (a nivel de basica, media y media técnica) con conexion de banda ancha en 2006, a
27.246 instituciones en 2010 (Consejo Nacional de Politica Econdmica y Social, 2010).

El tener infraestructura tecnoldgica en las instituciones educativas también implico el
desarrollo de competencias digitales o competencias TIC por parte de los docentes. En el Plan
Nacional Decenal de Educacion 2006-2016 una de las propuestas fue transformar la formacion

de profesores y directivos para el uso apropiado de las TIC. Como plan de accién se considerd
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generar politicas, basadas en la nocion de competencia, para obtener un nivel 6ptimo en los
conocimientos y competencias en TIC de los profesores (Ministerio de Educacion Nacional,
2007).

En consecuencia, en 2013 se consolidd el documento Competencias TIC para el
Desarrollo Profesional Docente, alli se contemplan cinco competencias especificas TIC:
tecnoldgica, comunicativa, pedagogica, de gestion e investigativa (Ministerio de Educacion
Nacional, 2013a).

Hoy en dia, las metas en educacién se plasman en el Plan Nacional Decenal de Educacion
2016- 2026, y en ellas se traza como sexto desafio el “impulsar el uso pertinente, pedagdgico y
generalizado de las nuevas y diversas tecnologias para apoyar la ensefianza, la construccion de
conocimiento, el aprendizaje, la investigacion y la innovacion, fortaleciendo el desarrollo para la
vida” (Ministerio de Educacion Nacional, 2017, p. 52).

De acuerdo con el MEN (2017), también se proponen lineamientos estratégicos como
garantizar la formacion en el uso educativo de las TIC en los programas académicos de
licenciatura; motivar la practica docente para usar las TIC en procesos de renovacion curricular,
de ensefianza y de aprendizaje; y crear e implementar contenidos educativos digitales con el fin
de fortalecer la practica pedagogica y el aprendizaje de los estudiantes.

En concordancia, con esta investigacion se busca avanzar en una fundamentacion de
competencias digitales especificamente para profesores de matematicas en formacién, de tal
forma que se le brinde la oportunidad al futuro profesor de aprovechar la infraestructura
tecnologica cuando exista en el entorno educativo, y evitar la desmotivacion por el supuesto que
aun falta una implementacion eficaz de este tipo de recursos en las instituciones colombianas,

pues esto generaria un vacio en la formacion del licenciado del siglo XXI.
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Competencias Digitales para Profesores segin el MEN. Desde lineamientos
nacionales se define competencia como:

[...] conjunto de conocimientos, habilidades, actitudes, comprensiones y disposiciones

cognitivas, socioafectivas y psicomotoras apropiadamente relacionadas entre si para

facilitar el desempefio flexible, eficaz y con sentido de una actividad en contextos

relativamente nuevos y retadores. (Ministerio de Educacion Nacional, 2006, p. 49).

De acuerdo con el MEN (2013a), se proponen cinco competencias TIC que deben
desarrollar los docentes, las cuales se desarrollan en tres momentos o niveles. El primero es de
exploracion (N1), alli el docente se familiariza con las posibilidades de las TIC, las introduce en
algunas de sus labores y reflexiona sobre las posibles implicaciones en sus necesidades y en su
contexto. El segundo es de integracion (N2), el docente utiliza las TIC para aprender de manera
no presencial, las integra en el disefio curricular y entiende las implicaciones sociales de
utilizarlas en procesos educativos. El tercero es de innovacion (N3), el docente usa las TIC para
crear y construir nuevos conocimientos y estrategias novedosas para configurar su practica
educativa; en el Anexo 2 se muestran estos niveles por cada competencia digital.

A continuacion se describe otra forma de categorizar las competencias digitales para
profesores desde un referente internacional, cuya investigacion en el tema es amplia,
significativa y estd basado en el Marco Comun Europeo.

Competencias Digitales para profesores a nivel internacional. EI Marco Comuan de
Competencia Digital Docente presentado por el Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte del
Gobierno de Espafia, tiene por objetivo posibilitar a los docentes el conocimiento, desarrollo y

evaluacion de la competencia digital (INTEF, 2017).
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Desde este marco, se entiende por competencia digital al uso creativo, critico y seguro de
las tecnologias para el trabajo, el aprendizaje, el tiempo libre y la comunicacion, basdndose en
habilidades TIC béasicas como el uso de computadores para evaluar, producir e intercambiar
informacion y para participar en redes de colaboracion a través de internet (Council, 2006); a
continuacion se describen las diferentes areas de competencia digital:

Informacion y alfabetizacion informacional, que es la organizacion, examen y evaluacion
de informacidn digital; comunicacion y colaboracion, en la cual se comunica, comparte recursos
e interactla a través de herramientas en linea en comunidades, redes y entornos digitales;
creacion de contenido digital, donde se realizan creaciones artisticas, contenidos multimedia y
programacion informaética, respetando el reglamento de propiedad intelectual; seguridad, que
busca la proteccion de datos e identidad digital; y la resolucion de problemas a través de medios
digitales, identifica necesidades y toma decisiones para elegir la herramienta digital apropiada
(INTEF, 2017).

Geometria Dindmica

De acuerdo con Camargo y Acosta (2012), la geometria posee diferentes dimensiones
generadas por la conexidn con otras disciplinas, por ejemplo, en su dimension bioldgica aborda
el sentido espacial, la percepcion y la visualizacion, en su dimension fisica busca indagar y
modelar propiedades de objetos fisicos, en su dimensién aplicada se desarrolla como una
herramienta de representacion para la interpretacion de fendmenos, y en su dimension teorica
presenta resultados tedricos basados en el rigor y la abstraccion; si bien en la historia se ha
evidenciado una separacion entre lo empirico (visualizacion e intuicion) y lo tedrico (aspectos

abstractos y conceptuales), hoy en dia la Geometria Dindmica elimina esta separacién al
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presentar un equilibrio entre los procesos de visualizacion y justificacion y al introducir a los
estudiantes en lo teorico, desde la percepcion.

Cuando se observa un objeto fisico (lapicero, planta) y se le toma una foto, ésta
corresponde a una representacion de dicho objeto, pero en el caso de los objetos geométricos
¢Cémo se obtiene una representacion?; estos objetos no son materiales, pero si conceptuales, que
se integran y evolucionan, hasta llegar a una representacion; al estudiar estas representaciones se
van visualizando unas primeras propiedades que también tienen correspondencia con la
intuicion, pero habran otras propiedades que no; es aqui donde la Geometria Dindmica conecta la
intuicion con la capacidad deductiva al hacer perceptibles las ideas méas abstractas (Moreno-
Armella, 2018), y también al enriquecer la representacion, pues cuando se utiliza la herramienta
de arrastre, la conjetura del estudiante se amplia a una familia de representaciones (Sandoval y
Moreno-Armella, 2012).

Segun C. Laborde y J. Laborde (1995), al aplicar la Geometria Dinamica en el aula, es
prudente repensar en el significado de los objetos matematicos, las operaciones y los comentarios
que puedan surgir de la exploracion; por ejemplo, la diferencia entre el concepto de dibujo y
figura, donde el primero se refiere a una construccion imperfecta y estatica, y el segundo alude a
un subconjunto de elementos geométricos que varian en el plano (mediante el software de
Geometria Dinamica), la falta de reflexion en este aspecto puede generar malentendidos entre el
profesor y el alumno, siguiendo el mismo ejemplo, cuando el profesor propone una tarea éste la
entiende como construccion de una figura que implica el uso de conceptos geométricos y el
estudiante, en cambio, piensa que se trata de una construccién de dibujo que puede no tener en

cuenta dichos conceptos y empobrecer el aprendizaje, de la misma forma cuando se le pida al
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estudiante demostrar alguna propiedad espacial, este se preguntard por qué no lo logra a partir
del dibujo.

De acuerdo con Acosta (2005) y Moreno-Armella (2002), aunque en muchas ocasiones el
estudio de la geometria se ha basado en construcciones con regla y compas, desde el trabajo con
ambientes de Geometria Dinamica se aportan herramientas como el arrastre, que posibilita la
visualizacion de propiedades invariantes, a las deformaciones que realizamos al objeto
geomeétrico; también esta el rastro, que evidencia la huella de una figura cuando se arrastra y
permite analizar hechos (lugares) geométricos (propiedades generales); y la animacién, que
muestra el proceso de construccién de un hecho (lugar) geométrico, entre otras (Figura 8); en
consecuencia, para su ensefianza se pueden realizar ambientes de aprendizaje basados en la
exploracién dindmica de conjeturas, desarrollo de conceptos basados en la exploracion.

Figura 8

Ruta para la Exploraciéon en un Ambiente de Geometria Dindmica

onocimiento geométrico
organizado

Objeto geométrico

Dibujo modificado por definido como el habitat
arrastre de las propiedades

generales

Captacion de una Enunciado de una
propiedad mas general propiedad general

Fuente: adaptado de Moreno-Armella (2002).

Sin embargo, desde la perspectiva de Artigue (2011) la implementacion de la Geometria
Dinamica en el aula, de matematicas, también puede generar conflictos para las formas

tradicionales de usar las técnicas como el lapiz y el papel, desequilibrando el valor epistémico
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(naturaleza, posibilidad, alcance y fundamentos del conocimiento) y pragmatico (la préctica, la
ejecucion o la realizacion de las acciones) de estas, lo cual implica que el licenciado en
matematicas vaya mas alla4 de realizar simples adaptaciones de las tareas tradicionales, esto
haciendo uso de las caracteristicas anteriormente mencionadas.

Por otro lado, las herramientas digitales pueden ser utilizadas en el aula por el profesor
para cumplir su tarea didactica, y por los estudiantes para resolver las tareas asignadas. Alli cada
instrumento (artefacto) utilizado va a representar un significado diferente del objeto geométrico
en estudio, por ejemplo, si el estudiante dibuja una circunferencia con un compas (en medio
fisico o digital) o con un objeto de base redonda, el resultado puede ser el mismo. Sin embargo al
realizarla con el primer instrumento, el estudiante puede interpretar nociones de centro, radio y
equidistancia entre el centro y cualquier punto de la circunferencia, a diferencia de la utilizacion
del segundo, en donde solo se centra en el movimiento circular del lapiz; asi mismo, el profesor
reconoce el significado del objeto geométrico que desea evidenciar y debe disefiar las situaciones
problematicas en pro de fomentarlo (Mariotti y Maffia, 2018).

En este sentido, se distinguen dos tipos de significado, el personal que surge del objetivo
de lograr una tarea, y el matematico que surge de la manera en que se utilizo el artefacto
(Bartolini y Mariotti, 2015).

De acuerdo con Gutiérrez (2008), vale la pena reflexionar acerca de estos cambios (entre
otros) que son generados por la implementacion de la Geometria Dindmica en el aula, esto
debido a la gran variedad de beneficios que aporta al aprendizaje. Por ejemplo, permite
visualizar, explorar, analizar, contemplar diferentes representaciones, comparar, plantear y

conjeturar relaciones, propiedades, demostraciones y objetos geométricos en si (Fiallo, 2010);



49

ademas, permiten transformar y realizar mediciones de los objetos geométricos de una manera
mas facil y rapida que la que ofrecen los materiales didacticos tradicionales.

Moreno-Armella y Santos (2002), en su investigacion titulada Proceso de transformacion
del uso de tecnologia en herramienta para solucionar problemas de matematicas por los
estudiantes, demuestran que la aplicacion del software de Geometria Dindmica permite a los
estudiantes dar sentido a los conceptos o propiedades de un objeto, reflexionar sobre sus
conceptos previos, formular conjeturas y argumentarlas, proponer diferentes opciones con miras
a solucionar un problema y persistir en la adquisicién de su conocimiento; ademas, demuestran
el cumplimiento de una de las metas mas importantes del proceso de aprendizaje de las
matematicas que es la motivacion, el aprecio y la disposicion por parte del estudiante frente a
estas situaciones.

De lo anterior se puede apreciar que el objeto geométrico ahora posee como una nueva
dimensién -el movimiento-, evidenciando una de las implicaciones de la Geometria Dinamica
(Moreno-Armella y Elizondo, 2017).

Ahora, dejando abierto el camino para mas reflexiones, se procede a continuar con una
breve exposicion de los elementos mas caracteristicos del software de Geometria Dindmica.

De acuerdo con Gonzalez (2001), un primer elemento corresponde a los diagramas
realizados en los sistemas de Geometria Dindmica, que parten de secuencias de objetos
primitivos, con la posibilidad de ser cuasi-independientes lo que permite su transformacion
respecto a su construccion (alli los invariantes espaciales representan invariantes geométricos);
esto lleva a una decodificacién del objeto geométrico por parte del usuario (Laborde et al., 2019).

En otras palabras, estos sistemas se caracterizan por tener una pantalla digital, en la cual

el usuario puede realizar construcciones geométricas a partir de la representacion de objetos
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geomeétricos primitivos (puntos, rectas, segmentos, entre otros) y también a partir del registro de
relaciones geométricas entre ellos (como perpendicularidad, paralelismo, entre otros); los objetos
pueden ser seleccionados y arrastrados por la pantalla manteniendo las caracteristicas
geomeétricas de la construccion y permitiendo al usuario mayor visualizacion y argumentacion de
sus ideas (Gonzalez, 2001).

Otro elemento es la accion de arrastre que se puede clasificar en cinco modalidades,
segun la finalidad de aprendizaje que se requiera, ya sea explorar, conjeturar, validar o justificar
(Arzarello etal., 2002). En el arrastre erratico se mueve un punto libre u objeto para observar
regularidades de la figura; en el arrastre obligado se mueve un objeto que pertenece a otro, por
ejemplo, un punto que pertenece a un segmento se puede mover sobre él; en el arrastre guiado
se mueven puntos libres de una figura para darle una forma determinada, por ejemplo, se mueven
los veértices de un poligono para que sea regular o irregular; en el arrastre sobre un lugar
geometrico oculto se mueve un objeto para que cumpla determinadas propiedades, este objeto
describe el lugar geométrico oculto; en el arrastre de test se mueven los objetos libres o
semilibres para comprobar que la construccién mantenga las propiedades deseadas, es decir, que
esté bien construida (Ruiz, 2012).

Segun Ruiz (2012), los arrastres erraticos, obligados y guiados se usan en la fase de
descubrimiento, el arrastre sobre lugar geométrico oculto se usa en la fase de conjetura y el
arrastre de test se usa para validar la conjetura.

Finalmente, un tercer elemento es la practica matematica que se realice; Gonzalez (2001),
describe cuatro actividades estandar que se pueden llevar a cabo con los sistemas de Geometria
Dinamica, objetos geométricos, que existen cuando se propone al alumno realizar la construccion

de una figura, lo cual exige la aplicacion de determinadas propiedades geométricas; propiedades
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geométricas, cuando el profesor propone al estudiante explorar, conjeturar y comprobar las
propiedades o invariantes de una construccion geométrica; en esta accion es muy apropiado usar
la herramienta de arrastre; lugares geométricos, cuando el profesor propone a los estudiantes
solucionar problemas que impliquen mover uno de los objetos de una construccion euclidiana
aplicando la herramienta de huella visual, lo cual plasma el lugar geométrico del objeto;
simulacion, cuando el profesor propone a los estudiantes incluir en la construccién herramientas
de animacién y arrastre, estas acciones permiten simular el funcionamiento de diversos
mecanismos fisicos 0 matematicos. Algunas aplicaciones informaticas que apoyan el trabajo con
Geometria Dinamica se incluyen y clasifican en el Anexo 3.

Ambiente Virtual de Aprendizaje (AVA)

De acuerdo con Barbosa (2004), un ambiente es el conjunto de espacios, objetivos,
conocimientos y seres humanos que buscan dar solucién a necesidades por medio de la relacion
articulada entre ellos, en este sentido, un ambiente de aprendizaje es aquella organizacién (cuél
es su papel y como se relacionan entre si) de tiempo, espacio, contenidos, interacciones,
evaluacion y orientaciones, enfocadas en el logro del aprendizaje, en consecuencia un AVA
sigue la misma concepcion incluyendo la busqueda de un cambio significativo en los procesos de
aprendizaje.

El ambiente de aprendizaje debe plasmar las concepciones de las planeaciones
curriculares sobre la relacion con el contexto, con el area del saber y con el enfoque pedagogico,
esto con el fin de materializar los propositos del ambiente (Barbosa, 2004).

Elementos de un ambiente virtual de aprendizaje. ElI contenido hace referencia al
conocimiento producido por las comunidades académicas y a las herramientas que orientan las

actividades que el estudiante realizard para construir su aprendizaje; la interaccion es el
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intercambio comunicativo entre los integrantes de comunidades virtuales, personas con
propositos comunes, que trabajan cooperativamente para lograrlos y participar en tareas; la
evaluacion es un proceso interactivo que plantea la necesidad de hacer explicitos los
aprendizajes, sus construcciones y sus dificultades; los criterios estan basados en los objetivos
del curso y por experiencia de cada actor en el ambiente disefiado y la orientacion que se refiere
a los elementos que contribuyen al buen funcionamiento del ambiente para administradores,
docentes y estudiantes, entre otros (Barbosa, 2004).

Metodologia para la Elaboracién de AVA. De acuerdo con Mendoza y Galvis (1999),
se presentan como guia para la elaboracion de AVA cuatro etapas, las cuales se deben abordar
iterativamente hasta concretar un ambiente de calidad. Un analisis de las diferentes necesidades
que implican la construccion de un AVA donde surgen preguntas como, ¢Cuales son los
objetivos?, ¢Quiénes y como son los aprendices?, ;Como es el ambiente de trabajo de los
aprendices? y ¢Como son los recursos tecnoldgicos? El disefio donde se toman como base los
datos extraidos de la primera fase, el disefio es muy importante ya que genera beneficios como,
atraccion de visitantes, retencion de interés del usuario y aumento de la audiencia. El desarrollo
que es la etapa de creacion del AVA en linea, requiere de mucho esfuerzo y tiempo. Y la
evaluacion, en esta etapa se debe evaluar el aprendizaje obtenido por los estudiantes y al AVA.
El Objeto Poliedro Convexo

El estudio del objeto Poliedro introduce a los estudiantes en el campo de las
representaciones del espacio y fomenta la habilidad de reconocer un objeto tridimensional en una
superficie bidimensional (Cafnadas et al., 2003); en la Figura 9 se describen algunas de las
nociones previas para el estudio de este cuerpo geométrico y en la Figura 10 se presentan

caracteristicas geométricas de los poligonos regulares convexos como nocidn previa.



Figura 9

Nociones Intuitivas Basicas para el Objeto Poliedro Convexo
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Figura 10

Caracteristicas de los Poligonos Regulares Convexos

Nombre: Triangulo

Nombre: Decagono
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Simbolo de Schlafli:{10}

Nombre: Enedgono
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Diagonales: 27
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Simbolo de Schlafli: {9}
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Angulos: 135°
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Fuente: elaboracién propia.
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El objeto Poliedro es un cuerpo geométrico convexo si el segmento que une dos puntos
cualesquiera de su interior, queda completamente en el interior del cuerpo (Zufiiga, 1998).
Figura 11

Convexidad en Poliedros

A
\

Hexaedro Hexaedro estrellado
convexo no convexo

Fuente: elaboracion propia.

Uno de los resultados mas conocidos es el teorema de Euler-Descartes donde expresa que
en cualquier Poliedro Convexo se cumple que la suma del nimero de vértices y el de caras es
igual al nmero de aristas mas dos (Sandoval y Lee, 2007).

Poliedro Regular. Es una superficie convexa con caras poligonales regulares
congruentes, en cada uno de los vértices debe concurrir el mismo nimero de caras y la suma de
los angulos interiores de cada cara debe ser menor de 360°; algunas de sus caracteristicas
geomeétricas se pueden visualizar en la Tabla 1 (Godino y Ruiz, 2002).

Tabla 1

Caracterizacion de los Poliedros Regulares

Desarrollo Grado Notacién Area

Poliedro plano v C angulo  Schlafli lateral Volumen
Tetraedro N\

VAN Cl3

( 4 4 6  60° {33} N R~

Hexaedro
‘ [T 8 6 12 90° {43} 642 a3

Octaedro : 5

}L 6 8 12 60° {34} 2a2\3 £z

b 4
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Dodecaedro _ : 7 e
) U A 20 12 30 108° {53 2 /5” 5 5a° |47 +21V5
' . \QF {53} 154 : > 5

Icosaedro
3
| @ 12 20 30 60° {35} 5423 5a® 7 +3V5

6 2

Fuente: elaboracion propia.

Poliedros Irregulares. Son los poliedros conformados por caras no congruentes o que no
todos sus vértices son del mismo orden (Arias, 2013).

En este sentido, los poliedros conocidos como pirdmides son aquellos que estan
conformados por una base (triangular, cuadrada, pentagonal, hexagonal, entre otras) y sus caras
corresponden a triangulos con un vértice comun conocido como cuspide; si la base es un
poligono irregular, entonces la piramide se clasificara como poliedro irregular (Martin, 2017).

Del mismo modo, los prismas estan conformados por bases poligonales congruentes y
paralelas y por caras laterales que corresponden a paralelogramos; si las bases son poligonos
irregulares, entonces se dice que el prisma es un poliedro irregular (Arias, 2013).

También existen los poliedros conocidos como los Sélidos de Catalan (Tabla 2), su
nombre se debe al mateméatico Eugene Charles Catalan quien se dedico a su estudio a mediados
del siglo XIX; estos poliedros se caracterizan por ser convexos y por generarse a partir del dual
de los s6lidos Arquimedianos (Martin, 2017).

Tabla 2

Caracterizacion de los Solidos de Catalan

Cara Desarrol Configuracio

Nombre poligonal Poliedro o C A \Y n de vértices Dual
) Triangulo  Tetraedro 12 18 8 4 de orden 3;4 Tetraedro
isosceles Triakis de orden 6. truncado
N ) 6 de orden 4; 8
J Rombo ngec_aedro w9 12 24 14 deorden3. Cuboctaedro
Rombico
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Tridngulo
isésceles

Triangulo
isosceles

Deltoides

Tridngulo
escaleno

Rombo

Triangulo
isosceles

Triangulo
isosceles

Deltoides

Triangulo
escaleno

Pentagono
irregular

Pentagono
irregular

¢ L@eCLLeeeerLly

Octaedro
Triakis

Hexaedro
Tetrakis

Icositetraedro
deltoidal

Octaedro
hexakis

Triacontaedro
rémbico

Icosaedro
triakis

Dodecaedro
pentakis

Hexecontaedro
deltoidal

Icosaedro
hexakis

Icositetraedro
pentagonal

Hexecontaedro
pentagonal

o 22 2 L2 g

24

24

24

48

30

60

60

60

120

24

60

36

36

48

72

60

90

90

120

180

60

150

14

14

26

26

32

32

32

62

62

38

92

6 de orden 8; 8
de orden 3.

8 de orden 6; 6
de orden 4.

8 de orden 3; 6
de orden 4; 6
de orden 4°.

12 de orden 4;
8 de orden 6;
6 de orden 8.

20 de orden 3;
12 de orden 5.

20 de orden 3;
12 de orden 10

20 de orden 5;
12 de orden 6

12 de orden 5;
20 de orden 3;
30 de orden 4

30 de orden 6;
20 de orden 4;
12 de orden 10

6 de orden 4; 8
de orden 3; 24
de orden 3

20 de orden 3;
60 de orden 3;
12 de orden 5

Cubo truncado

Octaedro
truncado

Rombi-
cuboctaedro

Cuboctaedro
truncado

Icosidodecaedro

Dodecaedro
truncado

Icosaedro
truncado

Rombicosi-
dodecaedro

Icosidodecaedro
truncado

Cubo romo

Icosidodecaedro
romo

Fuente: elaboracion propia.

Poliedro Semirregular. Son poliedros con caras poligonales regulares con aristas y

angulos sélidos congruentes, sin embargo, no poseen la igualdad entre sus caras, estas pueden ser

de dos o tres formas diferentes (Zufiiga, 1998). Una forma de construirlos es por medio del

truncamiento de los solidos regulares o de otros sélidos semirregulares ya construidos (Figura

12) (Godino y Ruiz, 2002).



Figura 12

Poliedros Semirregulares
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120 vértices. Dodecafardrz?ul?a%tgemente 60 vertices. 8 hexagonos regulares y equilateros.
12 pentaaonos requlares 6 cuadrados. 24 aristas. 4 oct6gonos
80 ?rién gulos 158 aristas 36 aristas. 12 vértices regulares, 10 hexagonos
y 6?) Vértices ' 24 vertices. regulares y 12 cuadrados. 48

. y ; aristas. 24 vértices.
Fuente: elaboracion propia.
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Proyeccion de Schlegel. Es una proyeccion de un poliedro sobre un plano; el proceso de
esta construccion se puede realizar eligiendo una cara y proyectando los lados del poliedro desde
un punto O por encima del centro de esta cara (Figura 13) (Valdivieso y Carrera, 2006).

Figura 13

Diagrama de Schlegel de Algunos Poliedros Convexos

Tetraedro Octaedro Dodecaedro Icosz;edro

Tetraedro Cuboctaedro Cubo truncado Octaedro truncado
truncado

Fuente: adaptado de Valdivieso y Carrera (2006).

Por ejemplo, para realizar el diagrama de Schlegel del hexaedro se debe elegir una cara
ABCD, trazar una perpendicular a esta cara que pase por su punto medio, ubicar un punto O a
una altura h sobre la cara seleccionada, proyectar semirrectas con origen en O que pasen por los
vértices A, B, C, D e intersequen con el plano en el cual se ubica la cara HDCG, opuesta a la
cara ABCD, estas intersecciones seran A’, B’, C’, D’, se proyectaran las caras laterales de tal
forma que la cara FBCG correspondera en el plano con el poligono CB’F’G y asi sucesivamente,
con el resto de las caras (Valdivieso y Carrera, 2006) (Figura 14).

Figura 14

Diagrama de Schlegel del Hexaedro

//, / 1 Y
Fuente: adaptado de Valdivieso y Carrera (2006).
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El Objeto Politopo

El término politopo fue estudiado inicialmente por Alicia Boole Scott (1860-1940), quien
desarroll6 una capacidad de visualizar el espacio en 4-dimensiones desde el espacio
tridimensional y sus representaciones bidimensionales; también construyd modelos de seis
politopos regulares en la cuarta dimension (Santos, 2000).

Espacio Euclidiano. Sea E?¢ el espacio euclidiano, six € E%, entonces
x = (X1, X5, ...,Xg), CON x; € R; E% estd dotado de una operacion denominada producto interno
“.” (Sierra, 2019), el cual se define por:

T E*%xE?* SR
(x,y) = xy =Yl Xy;

Politopo Convexo. Un politopo convexo P se define como la envoltura convexa de
cualquier conjunto finito de puntos. Un politopo convexo P de dimension d, serd conocido como
D-Politopo; por ejemplo, el 2-politopo se llama poligono convexo, el 3-politopo es el poliedro
convexo Yy, en general, los D-politopos que pertenecen a E¢ se denotan por P, (Griinbaum y
Shephard, 2007).

Envolvente Convexa. La envolvente convexa de k Conv (k) con k ¢ E¢, es el conjunto
convexo mas pequefio que lo contiene (Sierra, 2019); para un conjunto finito de puntos

{v; ...,v} © E? (Rincon y Soto, 2019) esta descrita por:

k
conv{vy ..., v} = {401 + - + 40 /2 Ai =1y Ay = 0,para todo i}
i=1
Por ejemplo, se puede observar en la parte izquierda de la Figura 15, que el politopo de
dos dimensiones, conocido como pentadgono, esta conformado por la envolvente convexa de

cinco puntos en E?; y asi mismo, en la parte derecha se observa el politopo tridimensional,
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conocido como hexaedro, conformado por una envolvente convexa de ocho puntos en E3
(Rincon y Soto, 2019).
Figura 15

Representacion de la Envolvente Convexa del Pentagono y del Hexaedro

L 7

V-Politopo y H-Politopo. Un politopo es un conjunto de puntos P ¢ E¢ que es la

Fuente: elaboracidn propia.

envolvente convexa de un conjunto finito de puntos en E<, el cual puede ser representado como
un V-politopo o como un H-politopo; el primero es la envolvente convexa de un conjunto finito
de puntos en un espacio E¢ y el segundo, es la interseccion acotada de finitos semiespacios
cerrados del espacio E¢ (Sierra, 2019).

Por ejemplo, en la Figura 16 se muestra un politopo de segunda dimension conocido
como triangulo, el cual se puede representar como V-politopo: P=conv {(0,0), (1,0), (0,1)} en
E?; y también se puede representar como H-politopo, es decir, como interseccion de semiplanos
(Rincon y Soto, 2019):

P={(x,y)eE?/x=>0,y=>0,x+y <1}

Figura 16

Representacion de V-Politopo y H-Politopo

Fuente: adaptado de Rincdn y Soto (2019).
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Semiespacio. Es un conjunto de la forma H,={x € E%/a-x <b} con
0+#a € E4yb €R (Sierra, 2019).

Hiperplano de Soporte. Para un politopo P, un hiperplano de soporte o afin sera
H={x € E%a-x=>b}talquePNH # @ ytambiénP c H, = {x € E%/a-x < b} donde
a € E*yb € R (Sierra, 2019); en la Figura 17 (izquierda), H es un hiperplano de soporte para
el pentagono, mientras que H’ no lo es.

Cara. La cara de P sera el politopo obtenido como la interseccion de P con un hiperplano
de soporte (Rincon y Soto, 2019); en la Figura 17 (derecha) se muestran dos hiperplanos de
soporte con sus respectivas caras del pentagono.

Figura 17

Hiperplanos para un Politopo

c1
H1

H2

H

Fuente: adaptado de Rincon y Soto (2019).

C2

F-Vector. De un politopo P el f-vector sera (fo,fl,fz,...,fdim(p)), en donde f, es el
numero de caras de las diferentes dimensiones n que conformen. Ademas, se tiene que el orden
de caras L(P) de un politopo P esta conformado por un poset (conjunto parcialmente ordenado)
de dichas caras ordenadas por inclusion (Rincon y Soto, 2019), como se muestra en la Figura 18.

Figura 18

Orden de Caras £(P) de un Politopo en E?

4 /‘F\\\
12 13 23

<

3 \\[//

Fuente: Rincon y Soto (2019).
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Tabla 3

Caracteristicas de Politopos con Ordenes Especificos

Dimension Politopo Elemento Fgc_etas
minimas

0 Punto Vértice 1

1 Segmento Arista 2

2 Poligono Cara 3

3 Poliedro Celda 4

4 Policoro Hipercelda 5

i i-Politopo i-cara i+1

n-3 n-3-politopo Pico n-2

n-2 n-2-politopo Cresta n-1

n-1 n-1-politopo Cara n

N n-Politopo Cuerpo n+1l

Fuente: adaptado de Fernandez (2015).

Politopo Hipercubo. El hipercubo C,, es un subconjunto de E¢ constituido por la
envolvente convexa de las diferentes coordenadas que contienen a +1 en sus entradas, esto es
conv {(£1,+1,...,+1)} c E% (Figura 19); en este sentido, el cuadrado es el politopo
C, := conv {(1,1),(—1,1),(1,—1),(—1,—1)}; el cubo es el politopo:

C; := conv{(1,1,1),(-1,1,1),(-1,-1,1),(1,-1,1),(1,1,-1),(-1,1,-1),(-1,-1,-1),(1, -1, - 1)}
y asi sucesivamente (Sierra, 2019); en la Figura 20 se representa una construccién analoga
realizando una construccion desde el origen de los planos.

Para calcular los vértices (V), segmentos (S), caras planas (Ca) y cubos (Cu) con
dimensién n, de los objetos pertenecientes a la familia de los hipercubos, se presentan las
siguientes formulas (Valdivieso y Carrera, 2006):

V=2n S=nx2"t  Ca =22 Cu =m0 gn=3
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Figura 19

Representacion Tridimensional del Politopo Hipercubo

Fuente: Hise (2019).

Figura 20

Construccion del Politopo Hipercubo

X 5
19
o = o1 m
X, 009 105
e E{ [V 5 m
:r!
Cubo
r, 4
= = 0101, 1101
Y / . o1 ™
NE 7 4 / ‘fSDIQ m /
., ,
\ - El:\ il
v o 1001
M & pd 060.%s,
[131] don
(3 3
/ " /
b pi Ly
Ty W
Hipercubo

Fuente: adaptado de Cruz (2007).
Tabla 4

Caracterizacion del Politopo Hipercubo

., . ., LadosOD Lados 1D Lados 2D Lados 3D Lados
Representacion  Dimension

Vértices  Segmentos caras Celdas 4D
Punto 0 1 0 0 0 0
Segmento 1 2 1 0 0 0
Cuadrado 2 4 4 1 0 0
Cubo 3 8 12 6 cuadrados 1 0
Hipercubo C, 4 16 32 24 cuadrados 8 cubos 1

Fuente: adaptado de Valdivieso y Carrera (2006).
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Politopo Simplice. Un simplice A,, es una envolvente convexa como se puede ver en la
Figura 21, que también se puede representar como A, := conv{0,eq,e,,..,e,} donde
{e1, €5, ...,e,} sON las coordenadas cartesianas correspondientes al objeto en E%; por ejemplo,
para un simplex 2D (triangulo) no regular, serd A,:= conv{(0,0), (0,1), (1,0)}; el simplex 3D
(tetraedro) no regular sera: A;:= conv{(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0)}; de manera analoga sera
en las siguientes dimensiones (Sierra, 2019) (Figura 22).

Figura 21

Representacion Tridimensional del Politopo Simplice

Fuente: Hise (2019).

Figura 22

Construccion del Politopo Simplice

Penticoron

Fuente: adaptado de Cruz (2007).
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Tabla 5

Caracterizacion del Politopo Simplice

. . . Lados 0D Lados1D  Lados 2D Lados 3D  Lados
Representacion  Dimension

Vértices  Segmentos caras Celdas 4D
Punto 0 1 0 0 0 0
Segmento 1 2 1 0 0 0
Triangulo 2 3 3 1 0 0
Tetraedro 3 4 6 4 triangulos 1 0
Pentacoron 4 5 10 10 tridngulos 5 tetraedros 1

Fuente: adaptado de Draco (2009).

Politopo Cruz u Ortoplex. El politopo cruz de dimension n, representado en la Figura
23, que también se puede representar como D, = conv{j, f2, ..., 40} S E?, donde
{41, 42, -, 4n} SON las coordenadas cartesianas correspondientes al objeto en E¢ (Sierra, 2019);
por ejemplo, un politopo cruz 2D regular serd: D, := conv{(—1,0),(1,0),(0,—1),(0,1)}; un
politopo cruz 3D (octaedro) regular sera:
D; = conv{(—1,0,0), (1,0,0), (0,—-1,0), (0,1,0),(0,0,—1),(0,0,1)} 'y asi sucesivamente
(Rincon y Soto, 2019) (Figura 24).

Figura 23

Representacion Tridimensional del Politopo Ortoplex

Fuente: Hise (2019).



Figura 24

Construccion del Politopo Ortoplex
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3 Tk’z
&
i
o
o
1T
Hexadecacoron
Fuente: adaptado de Cruz (2007).
Tabla 6
Caracterizacion del Politopo Ortoplex
Representacion D Le}dqs 0D  Lados 1D Lados2D  Lados 3D Lados 4D
Vértices Segmentos caras Celdas
Punto 0 1 0 0 0 0
Segmento 1 2 1 0 0 0
Rombo 2 4 4 1 0 0
Octaedro 3 6 12 8 triangulos 1 0
Hexadecacoron 4 8 24 32 tridngulos 16 1
tetraedros

Fuente: adaptado de Draco (2009).
Grupos de Simetria de Politopos. Sea G un conjunto no vacio con una operacion

definida. G posee una estructura de grupo si: Va,b,c € G/(axb)*c=ax(bx*c);

dleeGtalquevVacG/axe=exa=a, y

(Quintero, 2015).

vaeG I al/aral=al+a=e

La simetria es una propiedad geométrica para politopos regulares (Tabla 7), por ejemplo,

pueden existir reflexiones respecto a ejes de simetria, y rotaciones respecto a centros de giro

respectivos a un politopo regular determinado. Ademas, existe un grupo finito ciclico el cual es

generado por rotaciones de 7” y también un grupo finito diédrico generado por dos reflexiones en
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ejes 0 espejos con angulo % donde n representa cantidad de lados del politopo (Pando, 2009); por

ejemplo, el grupo de simetrias del tridngulo esta conformado por (Figura 25):

Figura 25

Rotaciones n, y Reflexiones s,, para el Triangulo Regular

Ro 40°

A

Rotacidn 120¢ tacion 2: Reotacion 360¢
[ 2 3 r ]. 2 3 r 1 2 3
n= 2 3 1 2= 3 1 2 Eh 1 2 3
Respecto de la recta [ Respecto de la rectam Respecto de larectan
a=( 3 ) = 1 3) s=(1 3

Fuente: adaptado de Quintero (2015).

Tabla7

Grupos de Simetria para Politopos Regulares

Politopo Regular Orden Grupo de simetria Ejes d? P_Ianos,de
simetria  simetria

Triangulo 2 S3 3 0

Cuadrado 2 D, 4 0

Pentagono 2 Dg, orden 2*5 5 0

Hexagono 2 Dy, orden 2*6 6 0

Octéagono 2 Dyg, orden 2*8 8 0

2 n 0

Tetraedro 3 Tetraédrico T, 7 6

Hexaedro 3 Octaédrico 0y, 13 9

Octaedro 3 Octaédrico 0y, 13 9

Dodecaedro 3 Icosaédrico Iy, 21 15

Icosaedro 3 Icosaédrico I, 31 15

Fuente: adaptado de Albert (2016).
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Capitulo 3. Metodologia
Unidad de Anélisis

De conformidad con los aspectos éticos de una investigacion, se pidié un permiso al
Programa Académico y a cada uno de los estudiantes para llevar a cabo esta investigacion
(Anexos 4 y 5). Se realiz6 una exposicion a la Unidad de andlisis donde la investigadora sustento
los objetivos de aprendizaje esperados con el desarrollo del trabajo de campo de la investigacion
en mencion, asi como aspectos metodoldgicos referentes al trabajo virtual sincrénico y
asincronico.

Como unidad de andlisis se tuvo en cuenta un grupo de diez (10) estudiantes que cursaron
la asignatura Electiva de Profundizacion | ofrecida por el programa académico Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Pedagogica y Tecnologica de Colombia, sede central.

Sus edades oscilan entre los veinte y veintiocho afios, siete son de genero bioldgico
femenino y cinco masculino, sus lugares de nacimiento se distribuyen entre los departamentos
Boyaca, Meta, Cundinamarca y Casanare de Colombia y una estudiante de Lambayeque - Peru;
la cantidad de semestres que han cursado hasta el momento son seis (seis est.), siete (un est.),
ocho (dos est.), y nueve (un est.); manifestaron que las materias con mayor agrado son Célculo
(seis est.), Trigonometria (un est.) y Algebra (tres est.).

Nueve estudiantes manifestaron contar con recursos tecnologicos como computador y/o
teléfono inteligente, la mayoria califico la calidad de su conexion a internet como aceptable, la
frecuencia que habian tenido en el uso de estos recursos en su aprendizaje fue Siempre (dos est.),
Casi siempre (cuatro est.) y Rara vez (cuatro est.); respecto a las materias que habian cursado, el
porcentaje de asignaturas en las que se habian implementado recursos digitales como

herramientas (o mediadores) para el proceso de ensefianza fue, en su mayoria, menor a un 20%.
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Disefio Metodologico

Los problemas de la educacion matematica se encuentran enmarcados dentro de las
problematicas sociales, las cuales necesitan ser comprendidas (Sandoval, 2002), interpretadas y
exploradas desde su particular realidad (Corbetta, 2007); es por esto que se decidié adoptar un
enfoque cualitativo sin dejar de lado herramientas cuantitativas (McMillan y Schumacher, 2005),
que permitieran nutrir y sustentar la informacion; lo cual establecié para el presente proyecto un
paradigma de investigacién mixto con énfasis en lo cualitativo (Hernandez et al., 2014).

En este sentido, el alcance fue de tipo exploratorio, descriptivo con tendencia al analisis
interpretativo (Hernandez et al., 2014) debido a que se buscé detallar la epistemologia referente
al objeto poliedro convexo (significado pragmatico global), el cual formo una base tedrica como
punto de referencia para el significado pragmatico personal de los estudiantes, desde el cual, se
pretendid interpretar los procesos subyacentes en el desarrollo de la competencia digital (faceta
mediacional) en el aprendizaje del objeto poliedro convexo (faceta epistémica).

El trabajo de campo se basé en la metodologia estudio de caso (Martinez, 1988), debido a
que se pretendié observar, interpretar y describir el proceso de aprendizaje para un grupo en
particular de Licenciatura en Matematicas, este grupo se caracterizo por haber cursado mas del
50% del programa academico, momento en que se espera adoptar una postura critica acerca de la
profesion docente de acuerdo con el Modelo Pedagdgico Gradual Investigativo que se lleva a
cabo en la Licenciatura en Matematicas.

A continuacion, se describen las fases que guian este proceso investigativo y se presentan
con una estructura ciclica con el fin de tener la posibilidad de reflexionar acerca de la teoria y/o

resultados encontrados desde el avance y desarrollo de cada wuna de éstas.
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Objetivo 1

Enfoque Mixto-Cualitativo.
Exploratorio, descriptivo e interpretativo.
Trabajo de campo basado en el Estudio de Casos
Método de Analisis Didactico (EOS-CDM)

Obj

etivo 3

Objetivo 4

Objetivos 1y 2 de una -
situaciones problematicas

y analisis del desarrollo de

Disefio, aplicacion y andlisis
de un cuestionario

es evidenciar el significado

studio histérico y
epistemologico  del
objeto Poliedro
Convexo.

Contextualizacion
desde la teoria
existente

y conocimiento que los
estudiantes poseen en cuanto
al objeto Poliedro Convexo,
asi como el nivel de
desarrollo de Competencias
Digitales que poseen los
estudiantes al iniciar el
| CUrso.

estructurado, cuyo objetivo también de

Disefio e implementacion
secuencia de

la Faceta Epistémica
referente al objeto
Poliedro  Convexo vy

la Faceta
Mediacional en cuanto a
las Competencias

Digitales.

Reconocimiento y
reflexion de la
idoneidad didactica de
los ambientes virtuales
de aprendizaje
disefiados e
implementados, desde
la percepcién de los
estudiantes que
conforman la unidad de
analisis.
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Técnicas e Instrumentos de Recoleccién de la Informacion

Para el logro del primer objetivo se utilizaron fuentes tedricas como libros, tesis y
articulos que permitieron dar un sustento historico y tedrico al significado global del objeto.

En cuanto al segundo objetivo se utilizd un cuestionario online (link de acceso:

https://forms.gle/n1V2MMxgzgBwufzg6) configurado mediante cinco secciones, la primera de

caracterizacion con catorce preguntas -cuatro abiertas y las demas de seleccion mdltiple-; la
segunda fue especifica del conocimiento comun con ocho preguntas -dos abiertas y las demas de
seleccion mdaltiple-; la tercera se basé en el conocimiento especializado con tres preguntas -una
abierta y las demas de seleccion multiple-; la cuarta se enfocé en el conocimiento ampliado con
tres preguntas de seleccion mdltiple y la quinta fue en cuanto al nivel de desarrollo de
competencias digitales con cinco preguntas de seleccion mdaltiple y una abierta.

Para el tercer y cuarto objetivo se elaboraron y aplicaron tres situaciones problematicas
caracterizadas desde los conocimientos comun, especializado y ampliado. Estas se modelaron en
las aplicaciones informaticas Cabri 3D y GeoGebra Cléasico 6, que cuentan con una seccion de
saberes previos, interfaz de exploracion del objeto y una seccidn de preguntas que guian dicha
exploracion (anexos 6-9). Ademas, se disefiaron, crearon e implementaron cuatro paginas web
para la gestion y retroalimentacion de cada una de las cuatro situaciones problematicas

(https://n9.cl/quhkm; https://n9.cl/ielf6; https://n9.cl/ojegw; https://n9.cl/xp8l) (si el lector lo

desea, puede visualizar la experiencia que tuvieron los estudiantes al navegar en éstas, con la
contrasefia TesiSCDAPC).

Los instrumentos que se utilizaron a lo largo del trabajo de campo fueron grabaciones de
clase, documentos de los estudiantes, paginas web disefiadas, WhatsApp, correo electrénico y

cuestionarios de validacion también elaborados por la autora (https:/n9.cl/z1ldw,



https://forms.gle/n1V2MMxgzgBwufzg6
https://n9.cl/quhkm
https://n9.cl/ielf6
https://lauracpedroza.wixsite.com/cdapc2;%20https:/lauracpedroza.wixsite.com/cdapc3
https://n9.cl/z1dw
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https://n9.cl/pka6, https://n9.cl/r5on). Para la organizacion de datos cuantitativos se utilizé el

software SPSS y en el caso del andlisis didactico de datos cualitativos se procesé en Atlas.ti.
Niveles de Andlisis Didéactico del Modelo CDM

El modelo metodoldgico que se entreteje a lo largo del analisis de los resultados en esta
investigacion es el andlisis didactico basado en el Modelo de Conocimientos Didactico
Matematicos del Profesor (Pino-Fan y Godino, 2015); este modelo propone cuatro niveles, los
cuales hacen parte de las herramientas del EOS para una didactica descriptiva y explicativa que
dan via a la respuesta de la pregunta ¢Qué ocurrié aqui y por qué? (Font et al., 2010).

De acuerdo con Godino (2009), los cuatro niveles que, en concordancia con las facetas,
conforman una categorizacion del conocimiento del profesor son:

Practicas Matematicas y Didacticas. Es la descripcion de la actividad matematica que se
presenta en el aula, de las acciones tanto del docente como del estudiante y también se analizan
las tareas matematicas propuestas con el fin de contextualizar los contenidos.

Configuraciones de Objetos y Procesos. Es la descripcion de los objetos y procesos
matematicos, asi como de los significados activados en las practicas matematicas y didacticas.

Normas y Metanormas. Es identificar el papel del profesor, estudiantes y recursos en
torno a una tarea o contenido matematico.

Idoneidad. Es el grado en que los procesos de ensefianza y aprendizaje, configurados por
determinadas circunstancias y recursos, fusionan las caracteristicas que permiten considerarlo
como idéneo para lograr la adaptacion entre los significados personales asumidos por los
estudiantes y los significados declarados. A continuacion se describen las seis idoneidades
especificas y sus respectivos indicadores, los cuales fueron utilizados en el anélisis de la

reflexion contemplada en el proceso que corresponde al cuarto resultado de esta investigacion:


https://n9.cl/pka6
https://n9.cl/r5on
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La ldoneidad Epistémica es el grado en que se presentan diversas situaciones de
contextualizacién, ejercitacion y aplicacion; exposicion de definiciones, explicaciones,
procedimientos y demostraciones adecuadas al nivel educativo; y se permite la confrontacién de
conocimientos. La ldoneidad Cognitiva, como el grado en que se tienen en cuenta los saberes
previos del estudiante y permite su modificacién, ampliacion o refuerzo. La Idoneidad Afectiva.
Es el grado en que se motiva al proceso de aprendizaje; y permite valorar la utilidad de las
matematicas en la vida cotidiana y profesional. La Idoneidad Interaccional, considerada como el
grado en que se favorece el didlogo y comunicacion entre los estudiantes; posibilita la aclaracion
de dudas y fomenta la autonomia y responsabilidad. La Idoneidad Mediacional, referida al grado
en que se promueve la utilizacion de recursos que permiten introducir buenas situaciones,
lenguajes, visualizaciones, procedimientos y argumentaciones; y presenta el tiempo suficiente
para el trabajo pretendido. La idoneidad ecoldgica, que consiste en el grado en que se impulsa a
la investigacion, la practica reflexiva, el pensamiento critico y la integracion de las nuevas
tecnologias en la proyeccion educativa.

Categorias de Analisis

De acuerdo con McMillan y Schumacher (2005) “El analisis cualitativo es un proceso
relativamente sistematico de seleccion, categorizacion, comparacion, sintesis e interpretacion,
que nos proporciona explicaciones sobre el Gnico fenémeno de interés” (p. 479).

En este sentido, la Tabla 8 contiene la organizacion de las categorias de analisis
constituidas previamente con ayuda del marco tedrico que rige esta investigacion, y validadas
con el desarrollo del trabajo de campo, éstas se basaron en las investigaciones de Font y Ramos
(2005), Godino etal. (2017), INTEF (2017), Jiménez et al. (2011), Ministerio de Educacion

Nacional (2013a) y Suéarez (2018).



Tabla 8

Categorias de Analisis
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Origendela  Faceta Categorias de Subcategorias
informacion analisis
Estudio Faceta C1. Configuracion C1.1 Lenguajes.
histérico y epistémica  epistémica. C1.2 Situaciones probleméticas.
epistemoldgico C1.3 Conceptos-definiciones.
del objeto C1.4 Proposiciones.
poliedro C1.5 Procedimientos.
convexo. C1.6 Argumentos.
Cuestionario Faceta C2.1 Conocimiento del  C2.1.1 Conocimiento comdn.
de epistémica  contenido previo. C2.1.2 Conocimiento especializado.
conocimientos C2.1.3 Conocimiento ampliado.
previos.
Faceta C2.2 Competencias C2.2.1Uso de redes digitales con fines
mediacional  digitales previas. académicos.
C2.2.2 Uso de herramientas digitales para la
organizacion de la informacion.
C2.2.3Uso de herramientas digitales como
apoyo para la ensefianza.
C2.2.4 Organizacion de secuencias de
aprendizaje con el uso de recursos digitales.
C2.2.5 Elaboracion de contenidos digitales
como apoyo para la ensefianza.
Situaciones Faceta C3.1 Conocimiento C3.1.1 Précticas matematicas y didacticas.
problematicas  epistémica comun, especializado y  C3.1.2 Configuracién de objetos y procesos.
1,2y3 ampliado desarrollado.  C3.1.3 Normas
Faceta C5 Competencias C5.1 Generales
mediacional  digitales desarrolladas ~ C5.2 Especificas de la geometria dinamica

Cuestionarios
de valoracién
de las
situaciones
problematicas
1,2y3.

C6. Idoneidad
didactica

C7. Procesos
emergentes

C8. Tipos de
pensamiento
matematico

C6.1 Idoneidad Epistémica
C6.2 ldoneidad Cognitiva
C6.3 ldoneidad Interaccional
C6.4 ldoneidad Mediacional
C6.5 Idoneidad Afectiva
C6.6 ldoneidad Ecolbgica

C7.1 Razonamiento

C7.2 Resolucion y planteamiento de problemas
C7.3 Comunicacion

C7.4 Modelacién

C7.5 Elaboracién, comparacion y ejercitacion
de procedimientos

C8.1 Pensamiento numérico
C8.2 Pensamiento espacial
C8.3 Pensamiento métrico
C8.4 Pensamiento variacional

Fuente: elaboracion propia.
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Capitulo 4. Andlisis y Discusion de Resultados

Primer Resultado: Estudio Histdrico y Epistemoldgico del Objeto Poliedro Convexo

A continuacion se describe un estudio histérico y epistemolégico de tipo documental
(Gordillo y Pino-Fan, 2016) acerca del origen y evolucion del objeto poliedro convexo, el
objetivo es determinar un significado pragmatico global u holistico que conforme una referencia
para el significado pragmético personal pretendido en el aprendizaje de los estudiantes. En este
sentido, se caracterizan los sistemas de practicas mediante la identificacion de objetos
matematicos primarios (lenguaje, situaciones problematicas, concepto-definicion, proposiciones,
argumentos, procedimientos) (Godino y Font, 1994) desarrollados en situaciones problematicas
contextualizadas en diferentes épocas de la historia, lo que conforma configuraciones
epistémicas que describen los conocimientos matematicos referentes al objeto en mencion.

El fin no es que los estudiantes recapitulen, en su aprendizaje, un proceso historico-

cultural del desarrollo de un concepto. El fin es encontrar un equilibrio entre una

aproximacion 'historica’ que haria al nifio repetir muchas de las concepciones olvidadas

del pasado, y una ensefianza directa del concepto tal y como aparece en la estructura

actual, sin intentar construir el concepto sobre las concepciones de hoy del estudio ya que

evolucionan dentro del marco de una cultura y una escolaridad. (Godino, 2018a, p. 14)

De acuerdo con Godino y Ruiz (2002), el significado etimoldgico de la palabra geometria
viene del griego yewuetpio donde yew (geo) se relaciona con la raiz indoeuropea ge que significa
tierra, la palabra uézpov (metron) que significa medida, y el sufijo /o que se refiere a cualidad,
esto conlleva a significar la palabra geometria como “medida de la tierra”, lo cual alude a su
origen en las préacticas del establecimiento de parcelas de terreno que debian realizar los egipcios

después de las inundaciones del Nilo.



77

Hay innumerables ejemplos de formas geométricas en la naturaleza y es posible que el
ser humano se haya basado en el mundo fisico para deducir las primeras nociones de geometria.
Con el paso de los siglos, el hombre desarroll6 habilidades para detectar caracteristicas, clasificar
formas, describirlas a partir de definiciones y nombrarlas (Clemens etal., 1998). Se han
evidenciado diferentes aplicaciones de la geometria, como por ejemplo, el estudio de problemas
métricos referentes al calculo de superficies y volumen de cuerpos sélidos (Fernandez, 2018). La
palabra poliedro viene del griego polyedros, donde polys se refiere a muchos y hedra alude a
lado o plano (Padrén, 2017).

Prehistoria (— 3.000 a.C.)

Segin Padrén (2017), en civilizaciones como Egipto y Mesopotamia se utilizaban
formulas para el calculo de areas de figuras rectangulares y triangulares, para el célculo del
volumen del tronco de una piramide, entre otros (Fernandez, 2018; Pinasco et al., 2009); existen
hallazgos de que conocian algunas figuras poliédricas, como por ejemplo, las famosas pirdmides
de Egipto.

Gracias a las investigaciones de Keith Critchlow, en el libro Time Stand Still (Critchlow,
1982), se ha demostrado que los poliedros eran conocidos por los pueblos neoliticos de Escocia
(5.000 a.C - 3.000 a.C.); se encontraron piedras con forma de los sélidos regulares que
actualmente se encuentran consagradas en el Museo Ashmolean de Oxford (Figura 26)
(Mommensohn y Petrella, 2006; Padrén, 2017). Si se circunscribe un sélido regular en una
esfera, y se proyecta un rayo de luz desde su centro, se observara la proyeccion de sus aristas en

forma de arcos que se asemejan a estas piedras (Padrén, 2017).



78

Figura 26

Poliedros Encontrados en los Pueblos Neoliticos de Escocia

Sélidos regulares neoliticos de Escocia (Ashmolean Museum de Oxford).

Fuente: Gonzalez (2009).

También se han encontrado diversos solidos platonicos (Figura 27) cuyo origen puede ser
religioso, estético o por observacion de la naturaleza (cristales de pirita, esqueleto del animal
marino radiolaria, entre otros) (Gonzalez, 2009). De acuerdo con Keith Critchlow eéstos
representan un tipo de conocimiento matematico de los pueblos neoliticos (Ponce de Leon y
Fregoso, 2009).

Figura 27

Solidos Platénicos en la Cultura Neolitica

1. Esfera tetraédrica neolitica (Keith Critchlow: Time stan:i still).
, Ales

»

Dodecaedro etrusco (500 a.C. Landes-Museum. Mainz,
3. Icosaedro romano (Rheinisches Landes-Museum. Bonn)

mania).

Fuente: Gonzalez (2009).

Edad antigua (3.000 a.C. — 476 d.C)

Segln Ortiz (1936), en la geometria babilénica (1792 a.C.—1595 a.C.) se establecieron
reglas para el calculo del area de un rectangulo, de tridngulos rectangulos e isosceles, el volumen
de un paralelepipedo rectangular y el volumen de un prisma recto con base trapezoidal. De
acuerdo con Kline (1972) esta geometria se redujo a una coleccion de reglas sencillas, como por

ejemplo, para el calculo de areas de poligonos regulares y volimenes de cuerpos sélidos, y no se
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logré verla como una rama independiente de las matematicas. Actualmente, el legado de la
matematica babildnica reposa en las tablillas de Yale, Plimpton 322, Susa y Tell Dhibayi
(Gonzélez, 2009).

Por otro lado, Ahmes fue un antiguo escriba egipcio, quien escribié el famoso Papiro de
Rhind aproximadamente en el afio 1650 a.C, el cual se redacto a partir de escritos de doscientos
afios de antigtiedad e incluye el nombre del historiador que lo descubrié en 1858, en las ruinas de
un antiguo edificio de Tebas, Henry Rhind; este Papiro contiene 85 problemas (Kline, 1972;
Vargas, 2013).

Problema 1: Papiro de Rhind, problema 14.

Figura 28

Fragmento del Papiro de Rhind, problema 14

At N X<RET

LV > S (17 > vt B
vimng MY s 8 e
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=i | pa 14" rsd .

Fuente: Vargas (2013).

Segun Vargas (2013), el problema 14 muestra el tronco de una pirdmide, la cual tiene 6
(ells) de alto, 2 en el lado superior y 4 en el lado inferior. El escriba, primero calcula el cuadrado
de 4, esto da 16. Dobla el 4, esto da 8. Calcula el cuadrado de 2, esto da 4. Junta el 16 conel 8y
el 4, esto da 28. Calcula 1/3 de 6, esto da 2. Calcula 28 dos veces, esto da 56. Este proceso
corresponde a la formula que sirve para el calculo del volumen del tronco de una piramide.

Son muchos los historiadores que afirman que en Egipto (30 a.C.—641 d.C.) y Babilonia

(1660 a.C.-1150 a.C.) se conocian el cubo, tetraedro y octaedro, conocimientos que Tales (624
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a.C-546 a.C.) y Pitdgoras de Samos (570 a.C- 469 a.C) transmitian en sus viajes a Grecia
(Gonzalez, 2009; Padrén, 2017).

De acuerdo con Gonzélez (2009), hay indicios de que el cubo, el tetraedro y el
dodecaedro eran estudiados por los pitagoricos y el octaedro e icosaedro emergieron de los
estudios de Teeteto (417 a.C.-369 a.C) (Gonzalez, 2009; Padron, 2017). Por otro lado, Proclo
(347 d.C — 420 d.C) expuso, en sus Comentarios al Libro I, Elementos de Euclides, que
Pitagoras de Samos habia asociado al tetraedro, cubo, octaedro e icosaedro con los elementos
primarios fuego, tierra, aire y agua (Figura 29).

Figura 29

Representacion de los Solidos Regulares.

Figuras tomadas del tratado Mysferium Cosmographicum de Johammes Kepler

Fuente: Velazquez (2010).

Los pitagoricos sentian gran fascinacion por los sélidos regulares y tenian en secreto la
construccion del dodecaedro, pues al unir las diagonales de una de sus caras pentagonales se
formaba su simbolo, el pentagrama mistico (Gonzélez, 2009).

Problema 2: el cubo se puede formar uniendo cuadrados de tres en tres.

Figura 30

Construccion del Hexaedro a Partir de la Union de Tres Cuadrados en un Angulo

Fuente: elaboracion propia.
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Segin Toledo (1992), los pitagéricos intentaban construir figuras empiricamente
juntando angulos en torno a un punto. El cubo se podria formar uniendo cuadrados de tres en tres
(Figura 30). El tetraedro con triangulos equilateros de tres en tres. El octaedro con tridngulos
equilateros de cuatro en cuatro. El icosaedro con triangulos equilateros de cinco en cinco. Y el
dodecaedro pudo ser con cinco tridngulos equilateros alrededor de un vértice, pues sus bases
forman un pentagono regular.

Por otro lado, en el famoso dialogo, ElI Timeo (360 a.C), Platon (428 a.C-347 a.C.)
expuso la asociacion de los cinco elementos naturales con los cinco solidos realizada
supuestamente por Pitadgoras (Platén, 1872). Ademas, construy6é una definicion general y una
clasificacion completa de los objetos que la satisfacen, “[Un sélido es regular si] tiene la
propiedad de dividir en partes iguales y semejantes la superficie de la esfera en que esta inscrito”
(Alsina, 2010; Gonzélez, 2009, p. 152).

Platon también realiz6 una descomposicion de las caras de los cuatro solidos a partir de
cuatro triangulos rectangulos isdsceles, para el caso de la cara del cubo, cada uno de ellos es la
cuarta parte de un cuadrado, mientras que para el tetraedro, octaedro e icosaedro, se consideran
sus caras compuestas por seis tridngulos rectangulos escalenos, con la hipotenusa doble que el
cateto menor (Figura 31), obtenidos al bisecar los angulos de triangulos equilateros vy

combinando seis mitades para formar un nuevo triangulo equilatero (Alsina, 2010; Platon, 1872).
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Tridngulo Recténgulo Isésceles y Escaleno Referidos por Platon.

b

#Los tridngulos mis belloss, seghn el Tineo de Platon (54b).

b b
?"5

b2

Fuente: Gonzalez (2009).

Problema 3: construccion de solidos regulares.

A continuacién, se plasma un fragmento del Timeo de Platén, en el cual explica la

Figura 32

construccion del tetraedro regular (1), octaedro regular (2), icosaedro regular (3), triangulo

escaleno (4), el cubo (5) y el dodecaedro regular (6), respectivamente.

Conformacion de Solidos Regulares Propuesta por Platon

Para seguir nuestro discurso, debemos explicar ahora
cémo se forma cada género, ¥ con el concurso de qué
mimeros. Comencemos por ¢l primers, cuya composicion
esla mhs simple. Tiene por elemento el tridingulo. cuya
hipotenusa es doble del lade menor. Unid dos de estos
tridngulos. siguiendo la diagonal; haced tres veces osta
operacion, de manera que todas las disgonalea y todos
loa lados menores coneurran en un mismo punte, que les
sirva de centro comun, ¥ tendreis un {ridogulo equildtero,
compuesto de seis trifngulos particulares. Cuatro de estos
tridngulos equiliteros, mediante la reunion de tres dogu-
los planes, forman un dogule sélido, cuye maguitud su-
pera 4 la del dngulo plano mds obtuso; ¥ cuatro de estos
nueves dngulos componen juntos la primera especie do
stlido, que divide en portos iguales y semejantes ln
erfera en que estd inserite (1). El soprundo  sdlide so
compone de los mismos iridngules rounido: en ocho

tridngules equildteros y formande un dngule sdlide de
cuatre #dogules planos; y seis de estos dogules constitu-
yen este segunde coerpo (2). El tercer sblide se for-
ma de ciento veiote tridogulos elementales de doce dn-
gulos sdlides, rodeados cada ume de cimco tridogulos
equildteros, con veinte triingulos equiliteros por ba-
ses (3. Este elemento (4) no debe producic otros sd-
lidos. En cuanto sl tridngulo istsceles, 4 & corresponde
engendrar Ia coarts especie de cusrpos. Reunidos cuatro
tridngulos istsceles, poniendo en el centro los cuatro
dngolos rectos, de manera que compusieran un tetrdgono
equilitero, seis telriganos dieron ocho dngules sdlidas,
estando formado cada dogulo stlido de tres &ngulos pla-
noa, ¥ de csta amalgama resultd el cubo, que tiene por
base seis tetrdgones regulares (3). Hestaba una quinta
combinacion, ¥ Diosse sirvié de ella para trazar el plan
del universo (6).

Fuente: adaptado de Platén (1872).

Sin embargo, de acuerdo con Gonzalez (2009), el dodecaedro no puede construirse a

partir de estos triangulos, por eso Platon lo asocia como un todo y le concede una importancia

muy superior, de tal forma que para este filésofo la materia no se constituye Unicamente por
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cuatro elementos, sino que por su estructura matematica geométrica se remonta a dos elementos
geomeétricos basicos -el semitridngulo equilétero y el rectangulo isdsceles-.

Por otro lado, hace aproximadamente 300 afios a. C, en la biblioteca de Alejandria,
Euclides (325 a.C-265 a.C.) estructur6 los descubrimientos de los griegos clasicos en el tratado
Elementos el cual se divide en trece partes y en la Gltima describe la construccién de los cinco
poliedros regulares convexos (Kline, 1972; Varilly, 1995). Se dice que retomo6 propiedades
métricas de los poliedros estudiadas por Teeteo (Alsina, 2010). Euclides introduce, en el libro
X1, una definicién de angulo sélido y de cuatro solidos:

Definicién I, un sélido es aquello que tiene longitud, anchura y profundidad. Definicion

I, una cara de un sélido es una superficie. Definicién IX, un angulo sélido es la

inclinacion constituida por méas de dos lineas que se encuentran entre si y no estan en la

misma superficie, hacia todas las lineas, es decir, un angulo sélido es el que estd
contenido por mas de dos angulos planos que no estan en el mismo plano y estan
construidos en un punto. Definicion XIlI, una piramide es una figura sélida contenida por
planos que se construye de un plano a un punto. Definicion XXV, un cubo es una figura
solida contenida por seis cuadrados iguales. Definicion XXVI, un octaedro es una figura
solida contenida por ocho triangulos iguales, y equilateros. Definicion XXVII, un
icosaedro es una figura solida contenida por veinte triangulos iguales y equilateros.

Definicion XXVIII, un dodecaedro es una figura sélida contenida por doce pentagonos

iguales, equilateros y equiangulares. (Joyce, 1996, libro XI)

De acuerdo con Gonzalez (2009) el objetivo de los teoremas del Libro XIII es el de

inscribir cada uno de los poliedros regulares en una esfera; al realizar dichas construcciones
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deduce la razon de la arista del sélido al didmetro de la esfera circunscrita y redacta las

proposiciones. Un ejemplo de esto se constata en las proposiciones XI11-XVII (Joyce, 1996).

Problema 4: proposicion 18 del libro X111 de Los Elementos de Euclides.
Figura 33

Exponer los Lados de las Cinco Figuras y Compararlos Entre si.

wConstruir los cinco poliedros regulares inscrifos en la misma esfera y comparar las
anstas de las cinco figuras»:

Euclides traza la figura siguiente tomando:

AB diametro de la esfera
AC=CB, AD = 2DB
AH=AB, CL=KC .

Y demuestra, paso a paso, utilizando
T M numerosas proposiciones anteriores (en
particular las de la seccién durea) que:

s A7 esla ansta t del tetraedro
N ¢ BZ eslaarista c del cubo

+ BE es la ansta o del octaedro

A B +* MB eslaanstaidelicosaedro

* NB es |a arista d del dodecaedro
Siendo la relacion entre ellas:

o t=(4/3)0"=2¢%.

o 0°=(32)c?.

s« la ansta i del icosaedro es mayor que
la arista d del dodecaedro.

Fuente: Gonzalez (2009).

El analisis completo que Euclides describio para esta construccion (Joyce, 1996) se puede
estudiar en el Anexo 10.

Problema 5: demostracion del teorema clasificacion de los poliedros.

En el libro X111 de los Elementos de Euclides, se plasma una observacién a la proposicion
XVIII: “Ninguna otra figura, ademas de las mencionadas cinco figuras, puede ser construida por

figuras equilateras y equiangulares iguales entre si” (Joyce, 1996).
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Figura 34

Demostracion de la Existencia Unica de Cinco Sdlidos Regulares por Euclides

Digo a continuacion que no se puede construir ninguna ofra figura, ademds de dichas cinco figuras, que
esté contenida por figuras equildferas y equiangulares iguales entre si.

Porque un angulo sélido no se puede construr con dos tnangulos, o meluso con planos.

Con tres tnangulos se construve el dngulo de la piramide, con cuatro el angule del octaedre ¥ con cineo el angulo del AW
icosaedre, pero un anguloe sélide no se puede formar con sets tnangulos equildteros ¥ equiangulares colocados juntos en un

putto, pues, el 31 el dngule del tnanguloe equildters es dos tercios de un dngulo recto, el seis serfa igual a cuatre angulos rectos, lo cual es
wnpostble, va que cualgquier dngule sélide esth conterndo por angulos menores que cuatre angulos rectos.

Por la misma razdn, tampoco se puede construr un angule sélido con més de seis angulos planos.

Por tres cuadrados el angulo del cubo estd conterido, pero por cuatro es imposible contener un angulo sélide, porque nuevamente serfan
cuatro angulos rectos.

Por tres pentagonos equilateros v equangulares el angulo del dodecaedro esta contenddo, pero por cuatre de ellos es inposible contener
un angulo sélide, porgque, siendo el angule del pentagono equilaters un angule recto ¥ un quints, los cuatre angulos serfan mayor de cuatro
angulos rectos, lo cual es inposthle.

Tampoco volverd a estar conteride un angule sélido por otras figuras poligonales en razdn del misme absurdo.
QED

Fuente: adaptado de Joyce (1996).

Uno de los estudios mas prevalecientes a lo largo de la historia ha sido el volumen de los
solidos, de acuerdo con Arquimedes de Siracusa (287 a.C-212 a.C), Demdcrito (460 a.C-370
a.C) propuso que el volumen de una piramide equivale a un tercio del volumen del prisma con la
misma base y altura, y también afirmo6 que su demostracion fue realizada por Eudoxo (408 a.C-
355 a.C.), los trabajos realizados por Arquimedes incluyeron estudios sobre el area y volumen de
solidos por el método de aproximaciones sucesivas y el célculo del centro de gravedad de estos
(Kline, 1972).

Segun Gonzalez (2009), los s6lidos arquimedianos se construyen al cortar los vértices de
los solidos regulares, este corte se puede realizar mediante planos perpendiculares al eje de
rotacién del poliedro que pasa por los vértices. De esta forma cada seccion del poliedro de origen
se convierte en un mismo poligono regular para todos los cortes. Estos también se Ilaman
poliedros semirregulares ya que mantienen la regularidad de caras y vértices, aunque no la

igualdad de la forma de las caras (Cardona, 2006).
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Figura 35

Pasos para la Construccién del Sélido Arquimediano Octaedro Truncado

Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con Alsina (2010), los solidos arquimedianos tienen trece poliedros duales,
los cuales fueron estudiados por Eugene Charles Catalan, a diferencia de los duales de los
poliedros regulares, éstos si generaron nuevos poliedros, otro tipo de sélidos convexos fueron los
estudiados por Norman W. Johnson (1930 d.C-2017 d.C) quien realiz6 en 1966 una clasificacion
de 92 poliedros convexos cuyas caras son regulares pero no todas del mismo tipo, y la
demostracion de este resultado fue realizada por Victor Zalgaller en 1969.

Edad media (476 d.C-1453 d.C)

La proyeccion de sélidos regulares sobre un lienzo es una caracteristica de las obras de
varios artistas de la época, resaltando asi la belleza de la geometria y también evidenciando
diferentes perspectivas de estos objetos (Gonzélez, 2009).

Segun Alsina (2010), Gonzéalez (2009) y Kline (1972), Piero della Francesca (1416 d.C-
1492 d.C) es considerado como un gran maestro de los problemas acerca de cuerpos regulares y
tuvo la habilidad de mezclar el arte de la pintura con la belleza de las matematicas. Su obra, De

Prospectiva Pingendi es el primer tratado de perspectiva en la pintura, alli se introducen las
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bases fundamentales para dibujar en un plano figuras geométricas tridimensionales (Gizzi,
2016).
Figura 36

Cuboctaedro Dibujado por Piero della Francesca

ol Alaknza TP. K

/s

Tustracién del poliedro arquimediano CubiOctasdro e 1a obra Trattato d'Abaco de Piero della
Francesca. Biblioteca Medicea-Laurenziana de Florencia, Codice Ashburnhamiano 260.

Fuente: Gonzalez (2009).

De acuerdo con Gonzélez (2009), Piero della Francesca también escribié el estudio
ilustrado sobre poliedros mas completo de todo el Renacimiento en la obra Libellus De Quinque
Corporibus Regularibus; en la primera parte estudid, a través de 55 problemas, numerosas
propiedades de los poligonos; en la segunda parte estudia, a través de 37 problemas, los
conceptos euclideos sobre cada uno de los poliedros regulares, algunos problemas tipicos son:

Dado el cuerpo de ocho bases triangulares cuya cuadratura es igual a 400, hallar el

diametro de la esfera que lo contiene; dado el cuerpo de doce bases pentagonales cuyo

lado es igual a 4, hallar su cuadratura; dado el cuerpo de veinte bases triangulares
equilatero cuya superficie es igual a 200, hallar el didmetro de la esfera que lo contiene

(Gonzélez, 2009, p. 188). Dado un cuerpo con 14 caras, 6 cuadradas y 8 hexagonales, con

el lado de cada cara 2, encontrar su area superficial, su volumen, y el didmetro de la

esfera que encierra el cuerpo. (Cardona, 2006, p. 251)

Piero della Francesca también estudio la dualidad de los poliedros y concluy6 que “El

solido cuyos vertices son los centros de las caras de uno platonico también es platonico” y “el



88

solido determinado por los planos tangentes en los vértices a la esfera circunscrita a un sélido
platonico también es platonico” (Gonzélez, 2009, p. 188).

Problema 6: propiedades de un octaedro truncado segun Piero della Francesca.

“Dado un cuerpo con 14 caras, 6 cuadradas y 8 hexagonales, con el lado de cada cara 2,
encontrar su area superficial, su volumen, y el didmetro de la esfera que encierra el cuerpo”
(Field, 2005, p. 347, tomado de Cardona, 2006, p.253).

Figura 37

Analisis de un Octaedros Truncado Propuesta por Piero della Francesca

Este cuerpo estd fornnado a partiv del enerpo con £ caras triangulares [el octasdro regular] al
recortar sus 6 angnlos sdlidas, v dnddiv cada una de sus lados [aristas] en tres partes ionales.
Diebido a gue queretnos que cada uno de sus lados sea 2, cada lado del cuerpo con 2 caras debe ser
f. Lai, gl cada nno de 1oz lados de las carvas triangilares de la fimura de 2 lados es @, su altura debe
ser P 72,™ gue raaltiplicada por 36 v tradueida en la forraa de un radical se transforma en 93312,
&1 dradir entre D resulta la raiz de 10362, Entonces la rafz de 10365 es el volumen del cuerpo de
las & caras triangilares [octaedra], ™ cuvos 6 wértices se recortardn, ellos [los wértices que se recot-
tan] han de ser & pirdrddes cuadradas, todas con cada o de sus lados [de longitud] 2, 7 el drea de

1
la base serd 4, v el eje [altura] de cada una la raiz de 2. &hora torme 3 de la superficie [drea] de

cada una de las 6 bases, 1a cual es 8. Wultipliguela por 51 rdstoa, 1o gue da 64, gue al raaltiplicarse
por 2 da 128, v esto usted lo substrae de la raiz de 10362, de alli resulta 2192, w P 2192, Este es el
wolurnen del cuerpo de 16 caras que fue propuesto. Shora para la superficie. Usted tiere que 6
raras son cuadradas, v el lado de cada una es 2, v el cuadrado es 4. Entonces 6 es multiplicado 4
weces, lo gque da 24, que es la superficie [drea] de las 6 caras cuadradas. ¥ cada una de las 8 caras
hexagomales es dividida en 6 tridngulos equiliteros, cada nno de cuyos lados es 2, v la altura es rafz
de 3. Tome la matad de laz ocho caras, entre las cuales hay 42 trangulos, la matad es 24 caras, v
cada una es 2, lo cual es 48 multipliquelo por si misro, lo gue da 2304: raultipligue esto por la
altura gue es 3, 1o que da 6912, v la raiz de 6912 es [el area de] las caras hexagonales, que una vez
reunidas con las 6 caras cuadradas, gque son 24, la superficie [4rea] del cuerpo serd 24 mias la raiz

de 6912, Resta dnicarnente encontrar el didrmetro de la esfera que contiene el cuerpo mencionado.
Tated tiene que [la distancia] desds el centro de dicho cuerpo hasta el punto mmedio del lado del
cuerpo de B caras es 3, el cual introducido en un radical se travstonma en 9, wido con la potencia
de la reitad del lado del hexdzono, oue es 1, se travsforrea en 10, v P10 es el sernididraetro de tal
cuerpo. Bl didrnetro completo es P . 40, 7 1a superficie [Area] es 24 sumado ala raiz de 6912, Vel

volunen es la raiz de 192

Fuente: adaptado de Field (2005, pp. 347-349, tomado de Cardona, 2006, p.253).

Edad moderna (1453 d.C —1789 d.C)

Luca Pacioli (1445 d.C-1514 d.C) es considerado como uno de los mejores artistas y
matematicos de la época renacentista. Escribiéo la obra Summa de arithmetica, geometria,
proportioni e proportionalitd (publicada en 1494), donde describe propiedades y calculos del

volumen de poliedros regulares y arquimedianos. Otra de sus obras fue De Divine Proportione,
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en la cual se evidencian influencias platdnicas, euclideas y pitagéricas, alli sustenta el estudio de
la seccion aurea y de la construccion de los poliedros también estudia la inclusion de los cinco
solidos regulares entre ellos mismos, con lo cual logra doce relaciones; estudia a los sélidos
arquimedianos y los sélidos estrellados, cdmo se pueden colocar cuerpos sélidos en una esfera,
los cuerpos oblongos, entre otros (Gonzélez, 2009; Gutiérrez, 2009).
Problema 7: inclusion del octaedro en el cubo propuesta por Luca Pacioli
Si queremos formar en el hexaedro el cuerpo de ocho bases, es decir, el octaedro, antes
tenemos que construir en el cubo la pirdmide triangular equiléatera, cuyos lados, segun
dijimos, son los seis diametros de las bases del cubo. Por tanto, si dividimos cada uno de
dichos diametros en partes iguales, uniendo sus puntos medios entre si con lineas rectas,
sin duda habremos formado exactamente en el cubo propuesto el octaedro, y todos sus
angulos solidos se afirmaran exactamente en las bases de dicho cubo, por la tercera del
decimoquinto. (Pacioli, 1509, p. 129)
Problema 8: arista de un tetraedro inscrito en un dodecaedro - por Luca Pacioli.
Dado un cuerpo de doce bases pentagonales en que el lado de la base es igual a 4 y que
contiene un cuerpo de cuatro bases triangulares, se quiere hallar el lado. TU tienes por la
décima del decimoquinto libro de EUCLIDES que el lado del cubo duplicado es igual a
la potencia del lado del cuerpo de cuatro bases inscrito en el mismo cuerpo de doce bases
junto con el cubo; y por la precedente tienes que el lado del cubo construido en dicho
cuerpo es raiz de 20 méas 2. Multiplica entonces raiz de 20 méas 2 por raiz de 20 mas 2 y
da 24 maés raiz de 320. Esto duplicalo y da 48 mas raiz de 1280. Tal es la potencia del

lado del cuerpo de cuatro bases triangulares construido en el de doce bases pentagonales
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en que cada lado de la base es igual a 4. Por lo tanto, el lado del cuerpo de cuatro bases es

raiz de la suma que da raiz de 1280 mas 48. (Pacioli, 1509, p. 300)

Por otro lado, Leonardo da Vinci (1452 d.C-1519 d.C) fue un artista, geémetra, cientifico

e ingeniero, algunos de sus aportes al estudio de los poliedros fueron sesenta ilustraciones

poliédricas plasmadas en la obra De Divine Proportione (Alsina, 2010; Gutiérrez, 2009; Padron,

2017). Segun con Kline (1972) Leonardo consideraba que la perspectiva matemética le

permitiria plasmar la realidad de la vida en sus obras de arte.

Figura 38

Manuscritos de Leonardo da Vinci.

Fuente: Gonzalez (2009).
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De acuerdo con Alsina (2010), Alberto Durero (1471 d.C -1528 d.C) fue un matematico

importante de la época del Renacimiento, tuvo gran habilidad en aplicar la matemética en su arte,

lo cual se evidencia en su obra De la Medida, esta es una enciclopedia de geometria para

pintores, aunque es un admirador de los trabajos de Euclides, sus problemas geométricos se

basan mas en la construccion que en la demostracion (Cardona, 2006). En la obra De la Medida,

Durero describio el numero de caras, aristas y vértices de cada poliedro regular y de ocho

poliedros irregulares, y ademas expuso ilustraciones en forma de desarrollo, proyecciones

ortogonales sobre los planos horizontal y vertical (Figura 39) (Durero, 2000).



Figura 39

Desarrollos y Proyecciones de los Solidos Platonicos de Alberto Durero

32

>

3

Nustraciones de Durero de los desarrollos planos v las
proyecciones horizontal y vertical de los cinco poliedros
regulares ~Tetraedro, Octaedro, Cubo, Icosaedro v
Dodecaedro-,
Durero se expresa de forma similar para los cinco salidos
en la forma:
#loe] T he  dibwjado totalmente aberio, [u:eg{r
cerrado y en plania y ol vez en alzados,

El desarrollo de Durero permite reconstruir el objeto
}:alim:im en tres dimensiones: se recorta cn£alpul la red
ormada por las caras v se pliega a lo largo as aristas
de las caras contignas, Es el mismo procedimiento
utilizado en la escuela para construir los poliedros
regulares,

Fuente: Gonzalez (2009).
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Problema 9: una base para la construccién en perspectiva de Alberto Durero
Figura 40

Instrucciones para el Método de la Diagonal de Alberto Durero

«Cuando quicres representar, en un plino visto en perspectiva, un punto 0
dado en un cuadrado, procederis como sigue: traza un cuadrado ABCD de

meodo que AB sea el lado horizontal superior. Dibuja el cuadrado en pers-

pectiva ABGF sobre &ste. Sea O el gjo correspondiente a tu dibujo, Elige un

punto cualquiera E en el cuadrado. Traza a continuacion, en ese cuadrado, la E o

M
ding-mm} AC, l')ih'u_i:l tambien la misma diagonal BF en el cuadrado en pers-

pectiva, Tira después, desde el punto E, una paralela al lado del cuadrado y '\ T

proléngala hasta la horizontal AB. Marca ese punto como H.Tira desde ese H K
punto H una linea recta al ajo O que atraviese el cuadrado en perspectiva
hasta la horizontal FG. Marca ese punto como M. Después traza en el cua-

drado una recta paralela a AB por E hasta la diagonal AC. Marca ese punto

como J.Traza ahora por J una paralela al lado del cuadrado hasta AB y mar-

ca ese punto como K. En el cuadrado en perspectiva traza por K una recta E I

hacia ¢l ojo O que cortard a la diagonal FB en L. Por fin tira desde L una
horizontal paralela a /B hasca la linea HAL Marca ¢se punto como N. Esc es D ¢
¢l punto buscado en ¢l cuadrade visto en perspectiva, como se ve en la figu-

Método de la diagonal empleado para representar
ra que he dibujado mis abajos. un punto en perspectiva, seguin Durero (fuente: FAMC),

Fuente: adaptado de Durero (2000, tomado de Casalderrey, 2010, p.28).

Por otro lado, Johannes Kepler (1571 d.C -1630 d.C) es un reconocido matemaético de la
época, en cuanto al estudio de los poliedros tuvo un enfoque més matematico que los artistas
gedmetras, buscd definir clases de poliedros, descubrir particularidades y demostrar que ellos
forman un conjunto completo, estos son los poliedros arquimedianos (Luchiari, 2018).

Segln Alsina (2010) y Luchiari (2018), Kepler relacion6 los seis planetas descubiertos
hasta la época -Mercurio, Venus, la Tierra, Marte, Jupiter y Saturno-, con los cinco poliedros
regulares; dando paso a una teoria de la organizacién del universo, pues sustentaba que estos
solidos estaban inscritos unos dentro de otros, relaciond los radios de las esferas concéntricas
circunscritas implicadas con las drbitas de los planetas.

Otro personaje importante en la historia de la matematica fue René Descartes (1596 d.C -
1650 d.C), su contribucion a la teoria de los poliedros fue la famosa Férmula de Leonhard Euler

(1707-1783), la cual prueba que, en todo poliedro convexo, el nimero de vértices menos el
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namero de aristas mas el nimero de caras es igual a dos; su demostracion se debe a Augustin-

Louis Cauchy (1789-1857) en 1809. Con esta formula se puede demostrar el teorema de Euclides

basado en que solamente existen cinco solidos platonicos (Gonzalez, 2009).

Figura 41

Relacion de las Propiedades de Poliedros Realizada por Euler.

Crdem Mome

Vértices
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4_B+4=2
8-12+6=2
6-12+8=2
20-30+12=2
12-30+20=2
32-90+60=2
32-90+60=2

Fuente: Luchiari (2018).

De acuerdo con Hayek (2008) y Zenil (2011), la demostracién que propuso Euler a esta

relacion consistio en ir quitando vértices a los solidos e ir analizando si se mantenia o0 no la

relacion entre aristas y caras del nuevo poliedro generado, segun este matematico, siguiendo este

proceso se llegaria a un limite dictado por las reglas de la misma relacion establecida entre caras,

vértices y aristas, también se utiliz6 el método de exclusién de monstruos que genero a su vez la

mejora del teorema al incluir el concepto de convexidad.

Este resultado fue estudiado en la famosa obra Proofs and refutations: the logic of

mathematical discovery escrita por Irme Lakatos (1922-1974), quien revoluciond los procesos de

demostraciones formales de la época al evidenciar el potencial de incluir en ellas, aspectos

historicos, conjeturas, pruebas o demostraciones, analisis de la prueba o refutaciones,

contraejemplos (locales o globales) que a su vez permiten nuevos rumbos de indagacion, entre

muchos otros aspectos (Hayek, 2008; Lakatos, 1963).
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Edad contemporanea (1789 d.C -)

Antoni Gaudi (1852 d.C -1926 d.C) fue un artista del siglo XX, quien utilizé las formas
geomeétricas como componente estructural teniendo en cuenta la gravedad en las cargas; también
utilizé luces en forma de dodecaedro con el fin de adornar la cripta de la Sagrada Familia y otras
estructuras en forma de poliedros (Alsina, 2010; Gonzélez, 2009).

Figura 42

Lampara de Forma Dodecaédrica Elaborada por Antoni Gaudi

Fuente: Gonzalez (2009).

Otro artista fue Maurits Cornelis Escher (1898 d.C -1972 d.C), quien incorporé principios
de la geometria en sus obras, tuvo su inspiracion al observar las figuras regulares de los
minerales con los que trabajaba su hermano gedlogo; construyd con hilo y alambre un modelo de
los cinco cuerpos platénicos inscritos, también construyé solidos donde resalt6 la belleza de la
simetria de la geometria (Figura 43) (Gonzélez, 2009).

Figura 43

Disefios Poliedricos Platonicos y Estrellados de Escher con Diversos Grabados.

Fuente: Gonzalez (2009).
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Salvador Dali (1904 d.C-1989 d.C) fue un artista inspirado en la geometria como
fundamento de las reflexiones tedricas previas a la obra de arte, utiliz6 la mitologia referente al
dodecaedro para asumir una fuerte carga simbdlica en algunas de sus creaciones artisticas, por
ejemplo, su obra El sacramento de la Ultima cena de 1955 (Gonzalez, 2009).

De acuerdo con Corrales (2004), este artista no solo utilizé aspectos matematicos desde
los poliedros, sino que ademas, incluyd conceptos geométricos pertenecientes a la cuarta
dimension, los politopos; un ejemplo de esto es su obra Crucifixion, cuerpo hipercubico (1954)
(Sarriugarte, 2014). En esta obra Dali representd el hipercubo como analogia de su desarrollo
tridimensional, para esto adoptd bases matematicas dadas por Raimundo Lull descritas en El
discurso sobre la figura cubica realizada por Juan de Herrera.

Figura 44

Corpus Hypercubus Realizado por Dali

Fuente: Gonzalez (2009).

En cuanto al estudio de la geometria en la cuarta dimension se encuentran documentos

que brindaron una perspectiva referente a una posible analogia del paso de objetos desde lo
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unidimensional a lo bidimensional y a lo tridimensional, por ejemplo, Platon en La Republica
(libro VII) donde escribi6 el mito de La Caverna, brindando una primera impresion de que asi
como los prisioneros s6lo podian percibir la proyeccion de objetos tridimensionales como
sombras, nosotros tal vez solo estemos percibiendo la proyeccién tridimensional de figuras de
cuatro o més dimensiones (Warburton, 2002). De manera similar se presenta una analogia entre
dimensiones desde los estudios de Edwin Abbot quien a mediados de 1880 redactd la novela
Planilandia (Sarriugarte, 2014).

También existen otros documentos que sustentan el estudio del objeto politopo, por
ejemplo, las investigaciones de Ludwig Schlafli (1814-1895) quien analiz6 posibles
representaciones de los sélidos en la cuarta dimensién desde varios métodos, como el método de
las sombras, de las secciones, de la proyeccion estereogréfica, entre otros (Alsina, 2010;
Sarriugarte, 2014).

Howard Hinton (1853-1907) fue otro matematico que estudio los objetos geomeétricos
desde el espacio tetradimensional, en 1880 escribi6 el articulo What is the Fourth Dimension?
Donde propuso ver una linea perteneciente a la cuarta dimension como secciones consecutivas
conformadas por puntos en el espacio tridimensional, méas adelante retomé estos estudios con su
libro La cuarta dimension (Sarriugarte, 2014).

Una Gltima matematica, pero no menos importante, es Alicia Boole Stott (1860 d.C-1940
d.C), quien tuvo desde su infancia una relacién con el espacio tetradimensional, se dice que fue
gracias a las visitas de Howard Hinton a su familia, donde este matematico juntaba cubos de
madera con el fin de que Boole y sus hermanas lograran visualizar el hipercubo-4D, de esta

manera ella desarroll6 una fuerte capacidad para interpretar los objetos en la cuarta dimension,
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uno de los trabajos mas representativos que realiz6 Boole fue el calculo de las secciones
tridimensionales de los 6 politopos-4D regulares (Polo-blanco, 2010).

Problema 10: hipercubo-4D propuesto por Alicia Boole

Figura 45

Parte del Desarrollo Tridimensional del Hipercubo-4D

Fuente: Polo-blanco (2008).
La primera seccion tridimensional es el resultado de intersecar el politopo P con un
espacio tridimensional H; que contenga al cubo ABCDEFGH. Para obtener la segunda
seccion, el espacio H, se traslada en direccion al centro del politopo hasta que pasa por el
punto a. Si se nombra a dicho espacio H,, la siguiente seccion serd H, n P. Notar que las
caras de la nueva seccion deben ser paralelas a las caras del cubo ABCDEFGH. En
particular, la seccibn H, n P contiene los cuadrados abcd, abfg y adef. Tras las
identificaciones necesarias de los veértices correspondientes, y utilizando la simetria del
politopo, se concluye que la segunda seccion H, N P es de nuevo un cubo isomorfo al
cubo ABCDEFGH. De manera analoga, la tercera seccién sera de nuevo un cubo. (Polo-
blanco, 2008, p. 36)
Finalmente, se considera importante aclarar que el anterior estudio historico y
epistemoldgico resume brevemente algunas de las situaciones que han hecho parte de la

conformacién del estudio del objeto poliedro convexo, sin pretender realizar un estudio
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exhaustivo y dejando el camino abierto para otras investigaciones que amplien este tipo de

estudios tan importantes en la educacion matematica.

Figura 46

Significado Epistémico Pragmatico Global del Objeto Poliedro Convexo
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Fuente: elaboracidn propia.
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Segundo Resultado: Identificacién de Competencias Digitales y Conocimientos Previos

A continuacidn se presentan los principales resultados de las respuestas de los estudiantes
al cuestionario de saberes previos, basados en las categorias establecidas en la Tabla 8.

Figura 47

Promedio del Nivel de Acierto de las Respuestas - Conocimiento Comun Previo
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Fuente: elaboracion propia.

A pesar de que los contenidos tematicos de las preguntas se basaron en los conocimientos
establecidos para la educacion basica y media (o que el futuro profesor debera ensefar), las
respuestas de la unidad de anélisis evidenciaron una falta de afianzamiento de éstos, que de
acuerdo con Bolea etal. (2008) y Sgreccia etal. (2006) puede representar una de las
problematicas que atafien a algunos profesores de matematicas: significar la geometria como un
conjunto de férmulas y por ende fomentar la existencia de vacios conceptuales.

Otra problematica que se observo fue la escasez de nociones matematicas atribuidas a los
objetos poligono y poliedro convexos, pues se reduce a una muy breve descripcion de la

configuracién que debe tener alguno de sus elementos (lados, angulos o caras), por ejemplo, la
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respuesta del estudiante E7: “Los poligonos regulares convexos son figuras geométricas, las
cuales cumplen la condicion de que al unir dos vértices no adyacentes con una linea llamada
diagonal, la diagonal queda totalmente contenida en la figura”, o la del estudiante E5: los
poliedros “son cuerpos tridimensionales que ocupan un espacio finito en el espacio”. De acuerdo
con Godino y Batanero (1994) esto podria llegar a sesgar las situaciones problematicas (y por
ende practicas matematicas) que el estudiante para profesor proponga en sus futuras clases de
geometria.

Por otro lado, es posible que la falta de variedad en las representaciones interiorizadas
previamente por los estudiantes, referentes al tetraedro regular, haya dificultado la identificacion
de sus caracteristicas geométricas que dieran base para el andlisis del area y el volumen de este
cuerpo, probablemente este resultado se deba a la fuerte tendencia de estudiar objetos
tridimensionales Unicamente a partir de representaciones bidimensionales y estaticas. De acuerdo
a referentes tedricos mencionados anteriormente, se infiere que es posible mitigar esta
problematica con la implementacion de ambientes basados en geometria dinamica.

Otra dificultad se presentd a la hora de interpretar el teorema de Euler-Descartes pues
aunque en las opciones de respuesta se mostraron posibles relaciones algebraicas, la mayoria de
los estudiantes no realizaron algin proceso para probar la igualdad de dichas relaciones, por
ejemplo, las opciones seleccionadas fueron, en cualquier poliedro convexo “la suma del nimero
de aristas y el de caras es igual al nimero de vértices mas 2” ¢ “La suma del numero de vértices
y el de caras es igual al nimero de aristas menos 2”. Lo que suscita la necesidad de fortalecer

procesos como razonamiento, modelacion, resolucion de problemas, entre otros.
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Figura 48

Promedio del Nivel de Acierto de las Respuestas - Conocimiento Especializado Previo

Conocimiento Especializado Previo

respuestas

Promedio del nivel de acierto en las

2
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la siﬁlu'.ente competencia: “Utilizo técnicas

v herramientas para la construccion de

figuras planas y cuerpos con medidas

dadas”
Preguntas

Fuente: elaboracién propia.

De acuerdo con Koehler et al. (2015), desde la sabiduria del profesor, se debe mantener
una estrecha relacion entre el conocimiento pedagogico y el conocimiento del contenido
disciplinar, entre otros; sin embargo, el hecho de que la mayoria de los estudiantes no lograran
identificar el grado escolar en que se desarrolla la competencia descrita (pregunta 1) expuso un
desconocimiento de la organizacion por grados educativos de los saberes esperados a nivel
Nacional para la educacion escolar. Ademas, en este resultado también pudo haber influido la
falta de recursos conceptuales para significar el objeto matematico en mencion.

Lo anterior concuerda con la descripcion corta que hicieron los estudiantes para describir
los conocimientos implicados en la construccién de un hexaedro regular, por ejemplo, el
estudiante E7 respondio: “identificacion del cuadrado, distincion del &ngulo recto”; existe una

fuerte tendencia de que entre menos recursos conceptuales utilice el estudiante para describir
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caracteristicas geométricas de una figura plana convexa, menos serdn los utilizados para
describir cuerpos convexos.

Por otro lado, es necesario que la unidad de andlisis reconozca las situaciones
problemadticas, procedimientos y demas elementos histéricos que dieron paso a la conformacién
del objeto poliedro convexo, pues de acuerdo con Gordillo y Pino-Fan (2016) esto nutre al
docente con elementos como el conocimiento de dificultades en la construccion de nociones
matematicas, los procedimientos implicados y las motivaciones que las originaron.

También se observd que los estudiantes que menos conocen de la historia del objeto
poliedro convexo, tienen mayor conocimiento en cuanto a procedimientos algebraicos, como por
ejemplo, el célculo de la longitud total de las aristas de un tetraedro regular, lo que suscita un
posible abandono de conocimientos epistemologicos y la fuerte incidencia de operaciones
algebraicas en el aprendizaje de las matematicas.

Figura 49

Promedio del Nivel de Acierto de las Respuestas - Conocimiento Ampliado Previo

Conocimiento Ampliado Previo

respuestas

L

Promedio del mivel de acierto en las

Loz politopos Euueclen sEI ;Las celdas de los 1:0].1’:013':'9 40 Las imagenes iustradas
Ub E!tD‘i de 2D, pueden ser poledos? representan al Teseracto,
] ! I} P
Pentacoron y Hexadecacoron?

Preguntas

Fuente: elaboracion propia.
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Existe una tendencia de significar al objeto politopo desde la cuarta dimension, lo cual
expone un desconocimiento en cuanto a su nocién como generalizacion de objetos en el espacio
n-dimensional, por ejemplo, el estudiante El1 selecciond “Los politopos pueden ser figuras
geométricas de cuatro dimensiones” sin tener en cuenta las otras opciones que contemplan su
existencia en otras dimensiones. Por otro lado, se evidencio que los estudiantes que logran
significar este objeto como una generalizacion, tienden a visualizar mejor las figuras geométricas
que lo componen.

A medida en que aumenta el conocimiento en cuanto a la historia del objeto poliedro
convexo, existe la tendencia de aumentar el reconocimiento del objeto politopo como una
generalizacion y a su vez identificar mejor sus caracteristicas geométricas.

También se constatd que los estudiantes tuvieron dificultades al identificar algunos
objetos tetradimensionales desde el lenguaje natural y la representacion grafica, al respecto,
Duval (2004, citado por Camargo, 2013), afirma que el estudiante comprende algin objeto
matematico en la medida en que lo logra estudiar desde diversos registros de representacion
semidtica.

Es probable que los estudiantes tuvieran alguna nocién de los lados tridimensionales de
los politopos 4D, pero desconocieron la palabra celda, esto se tendra en cuenta para la
comunicacion en los procesos de ensefianza y de aprendizaje guiados por esta investigacion.

Las dificultades anteriormente descritas desde el analisis de los conocimientos comun,
especializado y ampliado previos, repercuten en el futuro desarrollo profesional de los
estudiantes, pues son resultado de sus concepciones acerca de la naturaleza de las matematicas,

la ensefianza y el aprendizaje de las mismas (Leguizamon et al., 2020).
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Figura 50

Promedio de la Frecuencia de Utilizacion de Competencias Digitales Previas

Competencias Digitales Previas

Promedio de la frecuencia de actividad

1
;Ha utilizado hemamientas  jInteractua v comparte  jHa elaborado contenidos  ;Ha organizado secuencias ¢ Utiliza las tecnologias
o informacion digital como 1ecuIsos, con fines igitales como apoyo pata  de aprendizaje con el uso itales para organizar la
apoyo para la ensefianza,  academicos, a traves de la ensefianza de lag de recursog digitales? informacion que aclguiere
evaluando su finalidad v 1edes digitales? matematicas? de su contexto?

relevancia?

Preguntas/actividades

Fuente: elaboracidn propia.

Los estudiantes que buscan utilizar tecnologias digitales para organizar informacion
fueron los que habian cursado menos semestres, aunque las edades de la unidad de anélisis s6lo
varien en ocho afios como maximo, es probable que se esta intensificando la conformacion de
una cultura, en donde la organizacion de la informacion por medio de estos recursos sea cada vez
mas esencial para las nuevas generaciones. Asi mismo, para estos estudiantes se intensificé el
promedio de horas diarias en la utilizacion de estas herramientas con fines académicos.

Al respecto se ejemplifican dos casos, el estudiante E2 afirmé que nunca habia utilizado
estos recursos con fines organizativos y que los utilizaba con fines académicos 1 hora, mientras
que el estudiante E1 dijo que los utilizaba siempre y que requeria 10 horas en promedio para su
utilizacion con fines académicos.

Los procesos de comunicacion mediados por tecnologias digitales en entornos

académicos se intensificaron en la medida en que los estudiantes utilizaban estos recursos para su
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aprendizaje, lo cual tiende a incrementarse, a su vez, con las horas empleadas y el conocimiento
de software especificos de la disciplina.

Por otro lado, se constatd que los estudiantes utilizan recursos digitales como apoyo para
la ensefianza de las matematicas en la medida en que aumenta su conocimiento para el manejo de
software de geometria dinamica, en que aumenta la frecuencia de su utilizacién para el
aprendizaje, y en que aumenta la interaccion académica por medio de estas tecnologias.

Desde los resultados anteriormente descritos, se demuestra la necesidad de permitir a los
estudiantes ampliar el Conocimiento del Contenido Tecnoldgico (TCK) y el Conocimiento
Tecnoldgico Pedagdgico (TPK) (Mishra y Koehler, 2006), por medio del desarrollo de
competencias digitales especificas para profesores para el aprendizaje del objeto poliedro
convexo, que de acuerdo con Godino (2011) se puede considerar parte fundamental de la faceta
mediacional del profesor dentro del contexto de la era digital.

En la Figura 51 se muestran algunos términos que los estudiantes utilizan para describir
las caracteristicas, que consideran, tiene un profesor que ha desarrollado competencias digitales.

Figura 51

Caracteristicas de un Profesor con Competencias Digitales

programas

desarrollar" ‘facﬂltar
dlferentgo% entender

I émdu aLlumm onnacmutas

tecnologicas dlsenar apoy wmlnntno

O

22 engua]e
= medios
g orcCUrsos matcmaticas
ES

< g,

(S

XPICA O TS OT oyt

LO]]O(.]ITIIGIT[O

innovador

CQ% gfmwrpo:[a c%e ativo

Fuente: elaboracion propia.
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Tercer Resultado: Analisis del Desarrollo de las Facetas Epistémica y Mediacional

A continuacion se presenta una descripcion, con base en una categorizacion de las
respuestas de los estudiantes guiada por la interpretacion de las préacticas matematicas realizadas,
respecto al proceso de aprendizaje del objeto poliedro convexo y del desarrollo de competencias
digitales de los estudiantes, que se llevaron a cabo mediante la exploracion de cada una de las
situaciones problematicas implementadas y sus respectivas paginas web de retroalimentacion.

Con cada una de las tres situaciones problematicas se espera que los estudiantes
desarrollen competencias digitales desde dos puntos de vista: como la utilizacion de recursos
digitales para su aprendizaje y como herramientas para la ensefianza hipotética dentro del
contexto escolar nacional del objeto poliedro convexo, donde la geometria dindmica es la base
teorica para estas dos perspectivas.

Es importante aclarar que, debido a la situacion generada por el virus Covid-19 se tuvo la
necesidad de trabajar de una manera espontanea desde la virtualidad, lo que resaltd las
dificultades que tienen algunos estudiantes para acceder a una educacion virtual sin la
disponibilidad de recursos tecnologicos y digitales éptimos. Este hecho implicé estrategias de
flexibilidad y comunicacién para llevar a cabo los procesos de ensefianza y de aprendizaje.
Situacion Problemética 1

Esta situacion problematica (Anexo 6) esta mediada por el software GeoGebra Clasico 6,
su exploracion esta guiada por dos preguntas que tienen como fin retomar saberes previos y tres
preguntas que buscan una conformacion del conocimiento respecto a la amplitud de un angulo
interior de cualquier poligono regular convexo, respecto a la configuracion de poligonos y
angulos duales para la construccion de solidos regulares, y finalmente, respecto a la elaboracion

de un AVA para un caso hipotético de su ensefianza en el &mbito escolar nacional.
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La primera pregunta de saberes previos y las primeras dos preguntas de exploracion
hacen referencia al conocimiento comdn, mientras que la segunda pregunta de saberes previos y
la Gltima de exploracidn hacen referencia al conocimiento especializado del futuro profesor.

Identificacion de Practicas Matemaéticas y Didéacticas. Desde una sesion virtual
mediada por la plataforma Google Meet, se inici6 explicando a los estudiantes la navegacion en
la pagina web principal para acceder al archivo de la situacion problemaética y para que los
estudiantes pudieran descargar cada software requerido.

Debido a dificultades particulares a nivel de funcionamiento de cdmputo que tuvieron
algunos estudiantes, se requirioé un tiempo aproximadamente de 20 minutos para que la mayoria
de ellos tuvieran el archivo en sus computadores.

A continuacion se explico la metodologia que se iba a llevar a cabo para la exploracion
de esta situacion problematica (Anexo 6), por ejemplo, para la primera pregunta de la seccion de
saberes previos, se menciond que “Se pueden describir caracteristicas, propiedades o conceptos
geométricos subyacentes a este objeto”, 0 para la primera pregunta de exploracion se impulsé a
los estudiantes para que realizaran un analisis desde la visualizacion del comportamiento
geométrico, mas que desde el andlisis de los datos numéricos del angulo interior, al decir “Se
puede realizar una generalizacion a partir de la relacion con otro(s) elemento(s) del poligono™.

Dadas las caracteristicas de un ambiente mediado con software de geometria dinamica, se
promovid la conformacion de conjeturas por medio de las posibles construcciones que podian
realizar los estudiantes para visualizar los objetos en mencion, al respecto se dijo “Se puede

realizar la construccién de los poliedros regulares con las herramientas del software”.
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Uno de los aspectos mas importantes que se resaltdé fue la comunicacion de ideas o
procesos que los estudiantes llevarian a cabo, por ejemplo, se menciond que “Es muy importante
la argumentacion de todos los procesos”.

Practicas Matematicas Planificadas. Con la exploracién de esta situacion problematica
se esperaba que los estudiantes respondieran a la primera pregunta, “;Como se puede conocer la
amplitud de un angulo interior de cualquier poligono regular convexo?”, partiendo desde el
andlisis de la amplitud de angulos especificos como el del triangulo, cuadrado, pentagono,
hexaedro, entre otros, que implicaria la utilizacién de herramientas del software para visualizar o
construir objetos geométricos que son causales del comportamiento de dichos angulos, y asi
llegar a la conformacion de una generalizacion expresada con lenguaje algebraico o natural.

En cuanto a la respuesta para la segunda pregunta “¢Cudles son los poligonos regulares
con los que se puede construir un poliedro regular? ;De qué manera deben estar organizados?
JPor qué? y ;Qué solido conforman?” se esperaba que los estudiantes utilizaran las herramientas
del software para manipular figuras poligonales y observar cuales y en qué cantidad de estas se
puede conformar un solido regular, con lo que se llegaria no sélo a una nocién de angulo triedro,
sino que ademas, se realizaria una demostracion (no formal) de la existencia Unica de estos
objetos tridimensionales.

Finalmente, desde la propuesta de elaborar un AVA se esperaba que los estudiantes
desarrollaran estrategias para la construccion de un poliedro regular en ambientes dinamicos, y
para la comunicacion de situaciones problematicas teniendo en cuenta los conocimientos basicos
desde la organizacién por grados para la educacion escolar.

Practicas Matematicas Realizadas. Respecto a la primera pregunta de exploracién, las

soluciones estuvieron divididas en tres tipos de practicas matematicas, un primer tipo estuvo
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constituido por la descripcion de la amplitud de angulos interiores de poligonos especificos, por

ejemplo, el estudiante E1 con ayuda de las herramientas del software, graficé una circunferencia

circunscrita para los poligonos de 3-7 lados y también marcé los &ngulos interiores de estos.
Figura 52

Fragmento de Respuesta a la Primera Pregunta de Exploracion (SP1) del Estudiante E1

AT

Fuente: respuesta del estudiante E1.

Con la ayuda de un
software  (GeoGebra),
graficaremos  algunos
poligonos regulares y

las amplitudes de sus

angulos, para asi poder
observar

detalladamente  cuales
son las caracterfsticas
que  estos  angulos
poseen en relacidn con

su respectivo poligono.

En el segundo tipo de practicas matematicas (con mayor predominio entre los
estudiantes) se realizé una division de los poligonos en secciones triangulares conformadas por
las diagonales cuyo origen es un mismo Vértice, alli quedaron marcadas divisiones que
constituian todos los angulos interiores de los poligonos, que finalmente condujo a una
generalizacién, un ejemplo de esto se muestra en la Figura 53:

Figura 53

Fragmento de Respuesta a la Primera Pregunta de Exploracién (SP1) del Estudiante E9

Para conocer Ia
amplitud  de un
angulo interior de
cualquier  poligono
regular,  debemos
dividir el poligono
en triangulos, esta
division esta dada
por la expresidn {n-
2) donde n es el
nimero de lados
del poligono.

Como por teorema, la suma de los angulos internos de un
triangulo es 180°, luego si multiplico 180° por el nimero de
triangulos en que se divide el poligono se obtiene: la suma
de todos los angulos internos del poligono. La cual esta
determinada por: (n-2) % 180°

Para hallar cuanto mide cada angulo solo queda dividir en el

. ndmero de lados que tiene el poligono {n). Esto ya que el

poligono es regular convexo v todos sus angulos internos son
de la misma medida.
Asi entonces la amplitud del angulo de un poligono regular
convexo estd determinada por: {{n-2) x 180°) / n, con n igual
al niimero de lados.

Fuente: respuesta del estudiante E9.
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En el tercer tipo (con menor predominio entre los estudiantes) con ayuda de las
herramientas del software, se grafico una circunferencia circunscrita y se dividio al poligono en
triangulos con vértice comun en el centro de éste, al dividir 360° en la cantidad de lados se
conocid la amplitud de los otros angulos de cada tridngulo y se lleg6 a una generalizacion, por
ejemplo, la solucién del estudiante E10 fue:

Figura 54

Fragmento de Respuesta a la Primer Pregunta de Exploracion (SP1) del Estudiante E10

Los poligonos regulares convexos estian dibujados sobre una
circunferencia, ez decir que todos log vértices de un poligono estin
sobre una circunferencia {circunferencia circunscrita), por lo tanto
los segmentos que une los vértices del poligono, con el centro de la
circunferencia son de igual longitud, porque son radios de la
circunferencia, por lo tanto el dngulo que hay entre dos de estos
segmentos consecutivos es el mismo y se obtiene dividiendo 360°
S / entre n (namero de lados del poligono) y entre dos segmentos y un
N Vg lado del poligono se forma un tridngulo isésceles, por tanto el
— - dngulo entre dos lados de un tridngulo se obtiene restando 360/n a

360°m=u 180-(360/n) =p 180.
360°/5 =72° 180°- 72° = 108° o =360/n p=180-a

Fuente: respuesta del estudiante E10.

En cuanto a la segunda pregunta de exploracion, las practicas matematicas se
categorizaron en dos grupos, estan los estudiantes que describieron la forma en que deben estar
configurados los poligonos para conformar un sélido regular por medio de la visualizacion de
construcciones dinamicas hechas en software, por ejemplo, la respuesta del estudiante E7:

Figura 55

Fragmento de Respuesta a la Segunda Pregunta de Exploracion (SP1) del Estudiante E7

Conformado por & fridngulo: equiliteros,
juntaraos 5 fridngulos en linea formando un
frapecio, ¥ agregamos otro tridngulo de tal
matera que en el fridngulo de la basze
[wértices azules) concurra en cada lado un
lado de oteo friangulo, los otros 2 fridngulos
loz juntamos en linea de tal modo gue
viznalmente perecen doz frapecios cruzados,
Para formar el octaedro loz wérticez no
concurrentes se unen en log rértices 0L EF
del octaedro, como e muestra en la figura,

Fuente: respuesta del estudiante E7.
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Otra préctica que se realizd consisti6 en describir la conformacion de los sélidos
regulares a partir del andlisis de la configuracion de sus angulos duales, donde la visualizacion de
sus representaciones en ambientes dindmicos fue esencial para los razonamientos de los
estudiantes, un ejemplo de esto se muestra en la Figura 56 con la respuesta del estudiante E4,
quien analizd6 uno por uno los cinco solidos y finaliz6 concluyendo que “No se puede usar
ningun otro poligono regular convexo para formar poliedros regulares; el pentdgono es el Gltimo
que cumple que al unirse 3 en un mismo Vvértice el &ngulo conformado no supera los 360°”

Figura 56

Fragmento de Respuesta a la Segunda Pregunta de Exploracion (SP1) del Estudiante E4

El hexaedro (cubo) se forma uniendo 6
cuadrados, también en los wvérices T
concurren el mismo numero de caras vy . e ‘

tomando los tres cuadrados obtenemos — ‘
un angulo de 270° Pero qué pasa si se
unen cuatro caras de un cuadrado, no se
podria formar ningln sdlido, sino que se
formaria un piso (figura 2), y el vélice de
esos 4 cuadrados tendria un angulo de
360°, por lo  que concluyo que
necesariamente el vérlice en que se unen

los poligonos no debe ser igual o mayor a
360°.

Figura 2

Fuente: respuesta del estudiante E4.

Desde las descripciones que algunos estudiantes realizaron en cuanto a la conformacion
de angulo sélido, se intuye su nocién como la descrita anteriormente por Joyce (1996).

Finalmente, en cuanto a la tercera pregunta de exploracion, los estudiantes construyeron
ambientes basados en geometria dindmica, donde representaron solidos regulares y guiaron su
exploracion por medio de varias preguntas, por ejemplo, el estudiante E7 cre6 un ambiente
(Figura 57) para la exploracion del octaedro regular en una situacion hipotética de su ensefianza

en grado octavo y describié la manera en que se llevarian a cabo los procesos estipulados por los

lineamientos nacionales de la siguiente manera:
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Razonamiento: al observar las figuras y determinar el proceso y todo lo que influye en él
durante la conformacion de las figuras. Resolucion y planteamiento de problemas: al
realizar la comparacion entre las figuras que se presentan, podrian surgir preguntas que se
resolverdn mediante la exploracion, ademas, al resolver cada una de las preguntas
formuladas. Comunicacién: al expresar todas las conclusiones de la observacion,
respondiendo las preguntas y resolviendo las actividades. Modelacion: al analizar y
escribir algebraicamente la relacion de los volumenes.

Figura 57

AVA Creado por el Estudiante E7 (SP1)

(K] A < DB e d @& N Q
OCTAEDRO REGULAR

Parte 1 Parte 2

1. Mueva el puno verde (J) a lo largo del deslizador,
describa el movimiento que observa,

Lafigura que se presenta es un tetraedro regular,

1. Diga cuales son las caracteristicas que puede observar
en la figura. (Aristas caras, vértices, estructura o
conformacion).

2. Realice las actividades de |a parte 1, conla
figura que aparece al final del deslizador.

2. Mueva la figura a su acomodo, de tal forma que
pueda contar todos los tridngulos que se dibujan
en lafigura y responda, ¢,Cuéntos triangulos puda
observar? ¢ Qué caracterfsticas tieneny porque?
Qe otras figuras puede observar?

3. Compare el ndmero de vértices, aristas y

caras de las figuras de la parte 1

y la que aparece al final

del deslizador, ¢, Qué puede decir de ellas y porque?

1.96 Parte 3

Observe y compare las figuras,que puede decir
del volumen del octaedro vy su relacién con el
volumen del tetraedro, expréselo algebraicamente

Fuente: respuesta del estudiante E7.

Al respecto, Gonzélez (2001) afirma que, en los ambientes de Geometria Dinamica, un
primer elemento corresponde a los diagramas construidos a partir de secuencias de objetos
primitivos con configuracion dependiente, cuasi-independiente o independiente, esto de acuerdo
a las transformaciones que se esperan ser visualizadas por el estudiante.

Por otro lado, de acuerdo con Lépez (2017), los estudiantes pueden resolver problemas

por medio de la construccion de objetos con la utilizacion de las herramientas de un software, en
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este caso, los procesos empleados por los estudiantes para resolver la primera situacion
problematica estuvieron permeados, en su mayoria, por el software de geometria dindmica
GeoGebra.

Identificacién de Objetos y Procesos Matematicos. Esta situacién problemaética
involucro tres tareas, primero los estudiantes debieron analizar la amplitud de un éangulo interior
de cualquier poligono regular convexo, en un segundo instante, ellos tuvieron que estudiar la
configuracién de poligonos y angulos duales para la construccion de sélidos regulares,
finalmente construyeron ambientes dindmicos para el aprendizaje del objeto en mencién.

Los elementos linguisticos que predominaron fueron descripciones verbales (expresiones
en lenguaje natural para describir procesos realizados), por ejemplo, el estudiante E4 dijo:

Primero intenté ver como poder hallar el valor del angulo interno de cada poligono

viendolo como si fuera el angulo que se forma en un sector circular, pero inmediatamente

Vi que carecia de todos los datos para poder hallar el angulo del sector circular [...]

También hubieron descripciones graficas (representaciones del objeto en mencion,
mediadas por software de geometria dindmica) como las presentadas en las Figuras 52-57 y
descripciones simbolicas (expresiones algebraicas de las relaciones de los elementos geométricos
del objeto en mencidn) por ejemplo, el estudiante E2 dijo “[...] la suma de los angulos interiores
de un poligono regular estaria dada por: 180°(n-2) [...]".

Desde una perspectiva general, los conceptos previos fueron: diagonal, poligono, arista,
vértice, circunferencia, triangulo, poliedro, entre otros, y los conceptos emergentes fueron:
angulo interior, circunferencia circunscrita, convexidad, angulo sélido, poliedro regular, objetos

dependientes o independientes de una construccion dindmica, entre otros.
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Por otro lado, algunas de las propiedades que fueron utilizadas, con mayor frecuencia,
por los estudiantes fueron que las amplitudes de los &ngulos interiores de un triangulo suman
180°, al respecto el estudiante E6 dijo “Como sabemos que los &ngulos interiores de un tridngulo
suman 180° [...]”; por otro lado, que el angulo sélido de un poliedro regular es menor a 360°,
por ejemplo, el estudiante E9 dijo “En este caso formarian un angulo de 240°, que al ser también
menor que 360° dara lugar a otro poliedro regular, el octaedro”; finalmente, que un sélido puede
descomponerse en piramides, por ejemplo, el estudiante E4 propuso “[...] estime el volumen del
octaedro teniendo en cuenta las piramides que estan en su interior”.

Un procedimiento general, que los estudiantes realizaron, en unos casos de manera
completa y en otros parcial, fue la identificacion de datos especificos, por medio de la
visualizacion de familias de representaciones, que permitieran la conformacion de conjeturas y
de este modo llegar a una generalizacion, que en el caso de la primera tarea matematica fue
expresada algebraicamente, en el caso de la segunda fue por medio de lenguaje natural. En
cuanto a la tercera tarea los estudiantes construyeron representaciones de los sélidos regulares
teniendo en cuenta la dependencia de objetos primitivos de acuerdo a la animacion que se queria
Ilevar a cabo.

La argumentacion de los procesos realizados, en la primera tarea, estuvieron focalizados,
en la mayoria de los casos, hacia la explicacion de la conformacion de angulos interiores de
acuerdo a la regularidad de los poligonos, por ejemplo, el estudiante E9 dijo “[...] esto ya que el
poligono es regular convexo y todos sus &ngulos internos son de la misma medida”.

En la segunda tarea matematica, no hubo una argumentacion formal para decir la razon
por la cual no se puede conformar un solido regular con angulos duales mayores o iguales a

360°, al respecto el estudiante E1 dijo “si ponemos cuatro cuadrados consecutivos donde sélo
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forman un vértice entre todos, el &ngulo de ese Vértice es igual a 360 grados sexagesimales, por
tanto, solo lograran formar una figura bidimensional”.

En la tercera tarea, las situaciones propuestas por algunos estudiantes promovieron la
argumentacion para responder sus preguntas, por ejemplo, el estudiante E7 aludi6 a las caras
poligonales de un octaedro y pregunté “;Qué caracteristicas tienen y por qué?”.

Situacion Problematica 2

Esta situacion problematica esta mediada por el software Cabri 3D, su exploracion esta
guiada por dos preguntas cuyo objetivo es retomar saberes previos, y cinco preguntas de
exploracion que buscan una conformacion del conocimiento respecto a los tipos de poliedros
emergentes al truncar un dodecaedro regular, asimismo, en cuanto a la historia del objeto
poliedro convexo, también acerca de la relacion entre las &reas laterales de un dodecaedro y su
truncamiento y finalmente con relacion a la elaboracion de un AVA basado en problemas que
fueron estudiados en la historia del objeto poliedro convexo (Anexo 7).

La primera pregunta de saberes previos y las preguntas 1, 3 y 4 de exploracion hacen
referencia al conocimiento comin, mientras que la segunda pregunta de saberes previos y las
preguntas 2 y 5 de exploracion hacen referencia al conocimiento especializado.

Identificacion de Préacticas Matematicas y Didacticas. Desde una sesion virtual, se
propuso a los estudiantes empezar a trabajar con la segunda situacion problematica y se dio un
tiempo aproximadamente de 15 minutos para que, desde la pagina web principal, los estudiantes
descargaran el software y el ambiente de la situacion en mencion.

Algunos estudiantes manifestaron no contar en ese momento con un computador, por lo

que hubo la necesidad de enviarles la situacion problematica por medio de un archivo GeoGebra
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para que lo pudiera abrir en la aplicacion para celular, y se tuvo que realizar una explicacién del
cdémo gestionar y guardar el ambiente en los dispositivos moviles.

A continuacion se explico la metodologia que se iba a llevar a cabo para la exploracién
de esta situacion problematica (Anexo 7), por ejemplo, para la indagacion en la historia del
objeto poliedro convexo se mencioné a los estudiantes que buscaran “minimo dos problemas
explorados en la historia”; en cuanto a la explicacion del proceso de estimacion que debian hacer
los estudiantes para resolver la tercera pregunta, se indicd que ésta debia ser “basada en la
observacion de los objetos” haciendo referencia al ambiente dindmico; y en cuanto a la
explicacién de la generalizacion que debian realizar los estudiantes en la cuarta pregunta se
resalt6 que debia estar basada en un valor a para la longitud de la arista del dodecaedro.

Teniendo en cuenta que no todos los estudiantes pudieron conectarse a la clase virtual, se
realizo una herramienta digital donde se especificaron aspectos técnicos del software y del uso de
la aplicacion desde el celular, y también las explicaciones referentes a la metodologia de trabajo
de la situacion problematica.

Practicas Matematicas Planificadas. Con esta situacion problematica se esperaba que
los estudiantes, al responder la primera pregunta “usando la opcion de animacion ¢Cuantos y
cuales tipos de poliedros observa?”’ identificaran caracteristicas de solidos regulares y
semirregulares por medio de la observacion de la familia de representaciones generada por el
ambiente dinamico.

En cuanto a la respuesta de la segunda pregunta “;Quiénes fueron los personajes, en la
historia, que estudiaron los poliedros convexos? ;Qué problemas geométricos exploraron?” se
esperaba que los estudiantes indagaran, por medio de recursos digitales, algunos problemas que

dieron paso a la conformacion del objeto poliedro convexo, de esta manera no solo ampliaré el
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espectro de posibles situaciones problematicas que ellos pudieran utilizar en su futura labor
docente, sino que ademas, apoyara el desarrollo de sus competencias digitales en el sentido de
utilizar estos recursos desde una perspectiva critica respecto a la veracidad del contenido.

También se esperaba que los estudiantes realizaran alguna conjetura, desde la
observacion de la transformacion que sufre el area lateral del dodecaedro regular al ser truncado
hasta llegar al icosidodecaedro, esto mediante la respuesta a la tercera pregunta “Desarrollando el
proceso de estimacion, (Qué area lateral debe ser mayor, la del dodecaedro o la de su
truncamiento (el icosidodecaedro)? Argumente su respuesta”, y de esta manera se introduciria el
proceso de solucion para la cuarta pregunta.

En la cuarta pregunta “;Qué relacion existe entre el area lateral de un dodecaedro de
arista = a unidades, y el area del icosidodecaedro generado por él? (deslice el punto verde para
apoyar su visualizacion)” se esperaba que los estudiantes identificaran la transformacion de los
elementos geométricos y por medio de un valor incognito para el valor de la arista del
dodecaedro, encontraran el valor de la arista de su truncamiento (icosidodecaedro), de esta
manera podrian describir una razon entre sus areas.

Finalmente, desde la propuesta de elaborar un AVA se esperaba que los estudiantes
desarrollaran estrategias para la construccion de alguna situacion problematica, estudiada en la
historia del objeto poliedro convexo, en ambientes dinamicos y también para la comunicacion de
ésta teniendo en cuenta los conocimientos basicos desde la organizacion por grados para la
educacion escolar.

Practicas Matematicas Realizadas. Las respuestas para la primera pregunta estuvieron

divididas en tres grupos, estan los estudiantes que identificaron caracteristicas geométricas en
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términos de regularidad del dodecaedro, el dodecaedro truncado y el icosidodecaedro, por
ejemplo, la respuesta del estudiante E6:

Podemos observar 3 poliedros: el dodecaedro, que es un poliedro regular, y al mover el

deslizador a la derecha, otros dos poliedros semirregulares: en uno de estos, sus caras

estan conformadas por poligonos regulares (triangulos equilateros y decagonos), y en el
otro, sus caras estan conformadas por pentdgonos y tridngulos, ademas, también son
convexos [...]

También estuvieron los estudiantes que respondieron dando una categorizacion basada en
las caracteristicas de sus componentes geométricos y el nombre de estos solidos, por ejemplo, el
estudiante E7 respondio:

Se observan tres tipos de poliedros: el primero es el formado por 12 pentagonos regulares

y es llamado dodecaedro, el segundo es el formado por 20 tridngulos equilateros y 12

pentagonos regulares, por lo que tiene 32 caras, 60 aristas y 30 vértices, y es llamado

Icosidodecaedro, y el tercero es el formado por 20 triangulos equilateros y 12 decagonos

regulares, por lo que tiene 32 caras, 90 aristas y 60 vértices, y es llamado Dodecaedro

Truncado.

Finalmente, estan los estudiantes que identificaron caracteristicas de estos sélidos a partir
de la regularidad de sus componentes y ademas los caracterizaron de acuerdo a su nombre, en la

Figura 58 se presenta la respuesta del estudiante E1.
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Figura 58

Respuesta a la Primera Pregunta de Exploracién (SP2) del Estudiante E1

¢Cudntos y cudles tipos (clases) de poliedros observa?

RTA: En la animacion hay tres tipos de poliedros primero se puede ver un poliedro regular
(dodecaedro), segundo se puede observar un truncamiento o corte en cada vértice del
dodecaedro (icosidodecaedro) y tercero se puede observar que la longitud del corte es
mucho mas amplia, hasta el punto de interceptarse, formando asi un poliedro
semirregular (Triakontagono).

1.Dodecaedro 2. Dodecaedro truncado 3. icosidodecaedro

Fuente: respuesta del estudiante E1.

Desde las descripciones que algunos estudiantes realizaron en cuanto los sélidos
regulares y semirregulares, se intuye una correspondencia con las nociones descritas
anteriormente por Godino y Ruiz (2002).

En cuanto a la segunda pregunta, los estudiantes indagaron personajes de la historia del
objeto poliedro convexo como Arquimedes (287 a.C-212 a.C), Euclides (325 a.C-265 a.C.),
Platdn (427 a.C-347 a.C.), Teeteto (417 a.C.-369 a.C), Pitagoras de Samos (570 a.C- 469 a.C),
Johannes Kepler (1571 d.C -1630 d.C), Leonardo da Vinci (1452 d.C-1519 d.C), Luca Pacioli
(1445 d.C-1514 d.C), Leonhard Euler (1707-1783), Eugéne Charles Catalan (1814-1894), entre
otros. Asi mismo, los problemas geométricos que retomaron estuvieron enfocados en la
regularidad de los sélidos, su semirregularidad e irregularidad, su inscripcion en esferas, su

aplicacion en el arte, la relacion entre sus componentes geométricos y las dualidades entre ellos.
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Respecto a la tercera pregunta, las practicas estuvieron divididas en tres grupos, estan los
estudiantes que afirmaron que el area lateral del dodecaedro es menor a la de su truncamiento, el
icosidodecaedro, por ejemplo, el estudiante E2 dijo:

Considero que el area lateral del truncamiento del dodecaedro (el icosidodecaedo) es

mayor a la del propio dodecaedro, debido que al hacerle un truncamiento a las caras del

dodecaedro esta nueva figura va a tener una forma circular, es decir, va a parecer una
esfera, por lo tanto, en comparacion con la anterior considero esta va a tener un area
lateral mayor.

Desde otro punto de vista, estuvieron los estudiantes que afirmaron que el area lateral del
dodecaedro deberia ser igual a la de su truncamiento, el icosidodecaedro, por ejemplo, el
estudiante EG6 dijo:

Considero que deben ser areas iguales, pues, aunque al mover el deslizador a la derecha

se convierta en un icosidodecaedro, podemos observar que los poligonos (triangulos)

aumentan y los pentagonos resultantes disminuyen su tamafio, es decir, se mantiene un
equilibrio en sus areas.

También estuvieron los estudiantes que afirmaron que el area lateral del dodecaedro
deberia ser mayor a la de su truncamiento, el icosidodecaedro, por ejemplo, el estudiante E10
dijo “[...] del ejemplo podemos determinar que el area lateral del dodecaedro tiene mayor area
lateral, aungue se pudiera pensar que el icosidodecaedro tiene mayor area lateral porque tiene

mas caras” (Figura 59).
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Figura 59

Fragmento de Respuesta a la Tercera Pregunta de Exploracion (SP2) del Estudiante E10

En el icosidodecaedro del archive
a= 2.2 cm anista del icosidodecaedro
IP=11cm

AP=1,5cm?

A pentdgono = 8,75 em?

A triangulo = 2.2 om?

A lateral= 149 om?

En el dodecasdro del archive
a=27cm Longitud dela ansta
by P=14cm

AP=19cm?

A pentagono = 13, 2 om?

" Alateral = 1584 om?

Fuente: respuesta del estudiante E10.

Desde la estimacion de la relacion entre las &reas de los objetos en mencion, se realizaron
conjeturas provenientes de la visualizacién y la intuicion, que con ayuda de la cuarta pregunta,
fueron comprobadas; al respecto, Camargo y Acosta (2012) afirman que la geometria dindmica
permite a los estudiantes equilibrar las ideas que surgen desde lo empirico y lo tedrico.

Respecto a la cuarta pregunta, de manera anticipada se explica que los calculos realizados
por los estudiantes estuvieron afectados por la cantidad de cifras decimales que toman, por
defecto, los software utilizados. Retomando la descripcion de las practicas matemaéticas
elaboradas por los estudiantes, se constatd su division en cuatro tipos, por ejemplo, esta el
estudiante E6 quien describié una relacion entre las areas de un dodecaedro particular y su
truncamiento, el icosidodecaedro, sin embargo no realiz6 algin proceso para llegar a una
generalizacién con base en un valor incégnito para las aristas de los objetos en mencion.

De acuerdo con Sandoval y Moreno-Armella (2012), cuando se utiliza la herramienta de
arrastre, la conjetura de los estudiantes se amplia a una familia de representaciones; lo que pudo
haber llevado al estudiante E6 a corroborar que el resultado al que llegé no se aplica para un
valor cualquiera de la longitud de la arista.

Desde otra perspectiva, el estudiante E2 se basé en las areas laterales de un dodecaedro

con area 20.64a? y su icosidodecaedro con area 29.30a? y desde estos datos identificé una razén
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aproximada entre las areas de los objetos en mencién, que ademas se aplica para un valor
cualquiera de la longitud de la arista del dodecaedro, pues afirmé “Por lo tanto, la relacion de
area lateral entre un dodecaedro y su truncamiento es 1 a 1.41”

Por otro lado, el estudiante E1 baso sus razonamientos en el calculo de la razén entre el
valor de la arista del dodecaedro y la arista del icosidodecaedro, pues afirm6 “Tenemos que si L=
a unidades, entonces b=4/5 a unidades (eso se puede evidenciar en la animacién)”, donde L
correspondia a la arista del dodecaedro y b a la de su truncamiento, enseguida prob6 sus
conjeturas como se muestra en la Figura 60.

Figura 60

Fragmento de Respuesta a la Cuarta Pregunta de Exploracion (SP2) del Estudiante E1

Sia = 2,93, entonces:

5(2.93)% 5(4/5(2.93))°
S— 4, VA T ——— Q) 4G
4 tan(36°) 4tan(36%)

~
~

A

Comparando con los resultados que da el software respecto a los lados del dodecaedro y
su drea lateral como los lados del icosidodecaedro, podemos ver que dan resultados
bastante aproximados.

Awace W,B,C.0F.GHSRZ =14 74|

@ o—————
Fuente: respuesta del estudiante E1.

El cuarto tipo de practica matematica, realizada por algunos estudiantes, se caracterizd
por llegar a una generalizacion con base en la visualizacion de la ubicacion de un vértice del
icosidodecaedro respecto a la transformacion de las aristas y vértices del dodecaedro, este

proceso para encontrar el valor de la arista del icosidodecaedro, teniendo en cuenta que el valor
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de la arista del dodecaedro tiene longitud a unidades, fue el méas largo y requiri6 mayores

conceptos previos no sélo desde la geometria, sino que ademas, desde la trigonometria, al

respecto se ejemplifica con la respuesta del estudiante E9 quien concluy6 “Por tanto, la relacion

entre el area del dodecaedro y su truncamiento es aproximadamente 0,94 luego de dividir las

ecuaciones de las areas, de los objetos en mencion, deducidas por los analisis de la Figura 61.
Figura 61

Fragmento de Respuesta a la Cuarta Pregunta de Exploracion (SP2) del Estudiante E9

Ahora el icosidodecaedro ez un poliedio
semitregilar va oue estd conformado por
dos tipos de caras, una en forma de tridngulo
equilitern ¥ la otra en forma de pentdgono
regular, para la construccidn de este solido
se le realizan cortes paralelos en cada
esquing  del  dodecaedro  (guitdindole  al
dodecaedro un prisma de base triangulat).
Cotmo se puede observar en la andmacidn los
vértices  del  dodecaedro  se  trasladan
unigndose en un solo punto, dicho punto es
el punto medio de cada arista del pentdgono,
formando asi el trdngulo equildtero.

Como se puede observar en la itmagen si
trazamos  dos  rayos, del wértice del
dodecaedro al punto medio del segmento
de cada lado v animancs nuestra figura,
esta divide el tridgngulo ecquidtero [del
icosidodecaedro]  en  tres  tridngulos
igdgceles cuyos lados en comin miden 5

De hecho, #ivemos esta perspectiva desde
el corte que se le hace a cada esouina del
dodecaedro, entonces cada tridngulo gque
se forma es una cara de la pirdmide cuya
base s el trdngulo  equildtero  [del
icosidodecasdrol oue se forma,

Ahora muestra incdgnita es determinar
el lado b, que es a la vez la medida de
cada arista del icosidodecaedro. Bl cual
podemos  despejat por medio  del
teoretha del coseno.

. af at a2 )
b._T+T_[z>‘£x§xcos{la{J]J

- . s avE
por tanto, ¢ada arista del icosidodecaedro mide —.

&

Fuente: respuesta del estudiante E9.

En cuanto a la quinta pregunta, los estudiantes elaboraron ambientes virtuales para el
aprendizaje del objeto poliedro convexo con base en problemas que se estudiaron en su historia;
con esta practica, no soélo se desarrollaron competencias digitales, sino que ademas, se desarroll6
el conocimiento especializado, en cuanto a la comunicacion y proposicion de situaciones
probleméticas, con base en los lineamientos nacionales para un caso hipotético. Por ejemplo, el
AVA creado en el software Cabri 3D por el estudiante E7, que estuvo dirigido a grado noveno
(Figura 62) y uno de sus objetivos fue “[...] observar las figuras y lograr expresar lo que observa

en palabras, [...] interpretar lo que leen convirtiéndolo en expresiones algebraicas™.
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Estos procesos realizados con el estudio de las areas laterales, concuerdan con los

evidenciados en la investigacion de Villamil et al. (2018), en cuanto a la tendencia que tienen los

estudiantes para realizar una conversion entre los sistemas de representacion verbal, grafico y

analitico cuando se analiza este objeto.

Figura 62

AVA Creado por el Estudiante E7 (SP2)

ELEMENTCS DE EUCLIDES, LIBRO
X

FIGURAT | [ FIGURA 2

Parte 1

1. Obzerve la figura 1, v describa lo que ve.

2. Interprete la siguiente proposicién que se encuentra en el lLbro XIII de los
elementos de Eucldes, construya la ecuacion correspondiente, v muestre que se
cumnple, utlizando las  herramientas del software para hallar lo gque necesite.
Proposicion XV, “Consiriir un cubo inscrite en una esfern y de gue ef cundrade del
didmeire de la esfera es el triple del cuadrade del lado del cubo™

Parte 2

1. Obzerve la figura 2, v describa lo gque ve.

2. Responda jla ecvacién que construyd en el punto 2 de la parte 1 serd valida para la
figura 27 jPor qué?

3. Construya una ecvacién que relacione el didmetro de la esfera con el lado del
tetraedro. Compruébela utilizando las herramientas del software para determinar estos
valores.

4. Forrule una proposicidn para esta ecuacion, tome como guia la proposicidn
proporcionada en la parte 1.

Fuente: respuesta del estudiante E9.

También se trabajaron problemas referentes a la categorizacion de poliedros convexos de

acuerdo a su regularidad, por ejemplo, el creado por el estudiante E9 (Figura 63), quien dijo:

Esta actividad va dirigida a estudiantes de séptimo grado, debido a que en esta solo se

debe caracterizar los soélidos, permitiendo una introduccién a conceptos como el

truncamiento de un sélido. Ademas, esta permite que los estudiantes puedan visualizar no

solamente un tipo de sélido, en ella encontraran un poliedro regular (Tetraedro sélido de

Platén), un poliedro semirregular (s6lido Arquimediano) y el Triaquistetraedro poliedro

denominado como sélido de catalan. Esta situacién lleva a que los estudiantes conjeturen

y verifiquen propiedades de congruencias y semejanzas entre objetos tridimensionales,

fortaleciendo en ellos el pensamiento espacial y sistemas geométricos.

De acuerdo con Gonzélez (2001), este AVA tiene diagramas construidos a partir de

secuencias de objetos primitivos con configuracion dependiente, como las aristas respecto a sus
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poliedros, e independiente como los vértices de los poliedros respecto al espacio en que estan
representados.
Figura 63

AVA Creado por el Estudiante E9 (SP2)

—
¥ GeoGebra Clasico
[ =N

reEs A —
I N A D -\_!_; a e A @ <& N e L =
SOLIDO DE CATALAN TRIAQUISTETRAEDRO

Usando el deslizador verde respond

1. ;Que solidos encuentra?

2, ;Cuales son las caracteristicas de esos solidos?
3. Haga una lista del nimero de caras,

vértices y aristas que encontro en cada solide.

Fuente: respuesta del estudiante E9.

Respecto a este AVA, el diagrama representa un tetraedro, su truncamiento y el
triaquistetraedro, que estdn construidos a partir de secuencias de objetos primitivos con
configuracién dependiente (los vértices del triaquistetraedro), cuasi-independiente (los vértices
del tetraedro truncado) o independientes (vértices del tetraedro) Gonzélez (2001).

Por otro lado, los procesos anteriormente descritos concuerdan con uno de los resultados
de la investigacion realizada por Ruiz (2012), donde se evidencia que a pesar de que el manejo
de un software en ocasiones es dificil, vale la pena utilizarlo dado su potencial para permitir la
construccion de representaciones, visualizarlas y comprobar conjeturas.

Identificacion de Objetos y Procesos Matematicos. Esta situacion problemética
involucro cinco tareas, primero los estudiantes describieron los posibles sélidos construidos con

el truncamiento de un solido regular, también indagaron problemas estudiados en la historia,
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después tuvieron que estimar qué area lateral deberia ser mayor de los objetos en mencion, que
en seguida lo corroboraron con un valor a para la longitud de una arista, y finalmente realizaron
un ambiente para el aprendizaje del objeto poliedro convexo.

Los elementos linguisticos que predominaron fueron descripciones verbales (expresiones
en lenguaje natural para describir procesos realizados), descripciones graficas (representaciones
del objeto en mencidn, mediadas por software de geometria dinamica) como las presentadas en
las Figuras 58-63 y descripciones simbdlicas (expresiones algebraicas de las relaciones de los
elementos geométricos del objeto en mencion) que se ejemplifican en el anterior apartado.

Desde una perspectiva general, los conceptos previos fueron: poliedro regular, poligono,
arista, vértice, triangulo, teorema del coseno, angulo, entre otros, y los conceptos emergentes
fueron: poliedro semirregular, icosidodecaedro, dodecaedro truncado, punto medio,
truncamiento, pirdmide, sélidos inscritos, solidos duales, esfera, objetos dependientes o
independientes de una construccion dinamica, entre otros.

Por otro lado, algunas de las propiedades que fueron utilizadas, con mayor frecuencia,
por los estudiantes fueron que el area lateral de un solido es la suma del area de los poligonos
que lo conforman, por ejemplo, el estudiante E2 dijo “Para calcular el area lateral de un
dodecaedro, se debe sumar el area de todas sus caras”; también, que un solido semirregular esta
conformado por caras regulares de diferentes tipos, por ejemplo, el estudiante E9 dijo “Ahora el
icosidodecaedro es un poliedro semirregular ya que esta conformado por dos tipos de caras, una
en forma de tridangulo equilatero y la otra en forma de pentagono regular [...]”, entre otras.

Un procedimiento general, que los estudiantes realizaron, en unos casos de manera
completa y en otros parcial, consistié en visualizar la transformacion que sufrieron los

componentes geométricos del dodecaedro al ser truncado, ademas de identificar caracteristicas
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del icosidodecaedro, de esta manera se utilizaron datos especificos del area de las caras o de la
longitud de las aristas, lo que finalmente Ilevo al planteamiento de generalizaciones expresadas
simbolicamente. En cuanto a la quinta tarea los estudiantes construyeron representaciones de los
solidos convexos teniendo en cuenta la dependencia de objetos primitivos de acuerdo a la
animacion que se queria llevar a cabo.

La argumentacién de los procesos realizados, en la primera tarea, estuvieron focalizados,
en la mayoria de los casos, hacia la explicacion de las diferencias entre los solidos emergentes en
el truncamiento en mencién, por ejemplo, el estudiante E10 explicé “En este poliedro sus caras
son iguales, son pentagonos iguales [...] en este poliedro semirregular todas sus caras no son
iguales, sus caras son triangulos y pentagonos”.

En la tercera tarea matematica, los estudiantes tuvieron que argumentar por qué se
consideraba un area mayor a la otra respecto a los objetos en mencidn, por ejemplo, el estudiante
E8 explicd que “Se puede estimar que es mayor el dodecaedro que el icosidodecaedro pues las
caras son mas grandes lo cual permite ser mayor”.

Finalmente, en la cuarta tarea algunos estudiantes argumentaron los procesos que
realizaron para encontrar una relacion entre las areas del dodecaedro y su truncamiento, el
icosidodecaedro, por ejemplo, el estudiante E4 explico, el resultado al que llegd, al decir “El
11,22 sale de las diferencias entre las areas estimadas [...]”.

Uno de los resultados de la investigacion realizada por Coérdoba y Quintana (2013)
evidencio la dificultad que presentan algunos estudiantes, al utilizar lenguaje cotidiano y no
especializado para expresar ideas matematicas, que en el caso de los resultados de esta situacion
problematica, se presentd parcialmente, por ejemplo al utilizar la palabra “igual” en vez de

“congruentes” para comparar dos poligonos.
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Situacion Problematica 3

Esta situacion problemética (Anexo 8) estd mediada por el software Cabri 3D, esta
encaminada al desarrollo del conocimiento ampliado del futuro profesor de matemaéticas, su
exploracion esta guiada por una pregunta que busca retomar saberes previos y cuatro preguntas
de exploracion que buscan una conformacion del conocimiento en cuanto a la historia del objeto
politopo, también referente a la representacion del hipercubo como analogia en las dimensiones
0-4, asimismo en cuanto a la identificacion de patrones en sus componentes geométricos
presentes hasta la cuarta dimensién y finalmente, referente a la elaboracion de un ambiente
virtual para el aprendizaje del objeto en mencién.

Dada la complejidad de la interpretacion del hipercubo tetradimensional desde una
visualizacion en tres dimensiones, se elabord un segundo ambiente mediado por el software
GeoGebra Clasico 6 (Anexo 9), en donde no sélo se presentan tres representaciones del objeto,
sino que ademas, se sefiala la correspondencia, entre ellas, de los componentes geométricos del
objeto en mencion.

Teniendo en cuenta que no todos los estudiantes pudieron conectarse a la clase virtual,
también se elabor6 una herramienta digital donde se describieron las explicaciones referentes a la
metodologia de trabajo de la situacion problematica.

Identificacién de Practicas Matematicas y Didacticas. Desde una sesion virtual, se
propuso a los estudiantes empezar a trabajar con la tercera situacion problematica, de manera
similar con las anteriores situaciones, se dio un tiempo de 15 minutos aproximadamente para que
los estudiantes descargaran, desde la pagina web principal, los dos archivos y también fue
necesario elaborar el archivo principal desde el software GeoGebra para trabajar con la

aplicacion de celular.
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Para esta situacion problematica se tuvieron dos momentos, el primero fue de manera
sincronica y consistio en permitir a los estudiantes responder la pregunta de saberes previos, la
segunda y la tercera pregunta de exploracion de manera individual y en seguida ir reflexionando
con respecto a los razonamientos de sus compafieros; el segundo momento se realiz6 de manera
asincrénica y radico en responder la primera y cuarta pregunta de exploracion desde el trabajo
grupal entre dos estudiantes.

Practicas Matematicas Planificadas. En esta situacion problematica se esperaba que los
estudiantes, al responder la primera pregunta ¢Quiénes fueron los personajes que, en la historia,
estudiaron a los politopos? ¢Qué problemas geométricos exploraron? indagaran algunos
problemas que dieron paso a la conformacion del objeto politopo, teniendo en cuenta los
estudios, realizados en anteriores épocas de la historia, que involucraron una analogia del paso de
objetos geométricos entre dimensiones, de esta manera no solo ampliara el panorama de las
posibles situaciones problematicas que ellos pudieran estudiar, sino que ademas, apoyara el
desarrollo de sus competencias digitales en el sentido de utilizar estos recursos desde una
perspectiva critica respecto a la veracidad del contenido digital.

Con la respuesta a la segunda pregunta “Utilice los deslizadores en orden amarillo,
anaranjado, azul y verde. ¢Qué conclusion puede deducir en cuanto al cambio de dimension? ¢En
qué momento se genera un politopo? Justifique su respuesta” se esperaba que los estudiantes
describieran la transformacion de los objetos geométricos punto, segmento, cuadrado, cubo e
hipercubo-4D desde su proyeccion para el paso entre dimensiones, también que concluyeran que
el objeto politopo es una generalizacion de las n dimensiones y finalmente que, en este caso, se

estaban visualizando representaciones del hipercubo hasta la cuarta dimension.



130

Respecto a la tercera pregunta “Devuelva al punto inicial los deslizadores verde y azul, y
a continuacion utilice el deslizador rojo (A qué politopo corresponde esta representacion?” se
esperaba que los estudiantes identificaran el desarrollo tridimensional del hipercubo-4D desde la
analogia del desarrollo bidimensional del cubo (hipercubo-3D).

Al proponer la cuarta pregunta “;Existen patrones que describan la cantidad de vértices
(lados 0D), aristas (lados 1D), poligonos (lados 2D) y poliedros (lados 3D) que tienen: un punto,
un segmento, un cuadrado, un cubo, un hipercubo-4D e hipercubo en dimensién nD? ;Cuéles?;
de ser necesario realice una tabla” se esperaba que los estudiantes generalizaran la cantidad de
los componentes geométricos presentes en el hipercubo, dependiendo la dimension en que se
encuentran, con base en el analisis del comportamiento de estos en figuras particulares.

Finalmente, se esperaba que los estudiantes elaboraran un ambiente para el aprendizaje
de la conformacion de los patrones analizados en la cuarta pregunta.

Practicas Matematicas Realizadas. En la solucion de la primera pregunta, los estudiantes
indagaron, en la historia del objeto politopo, personajes como Ludwig Schlafli (1814-1895),
Reinhold Hoppe (1816-1900), Charles Howard Hinton (1853 — 1907), Alicia Boole Stott (1860-
1940), Salvador Dali (1904-1989), Branko Grunbaum (1929-2018), entre otros; en este sentido,
los estudiantes visualizaron representaciones de los objetos tetradimensionales regulares, de la
esfera n-dimensional, de modelos en material tangible de algunos politopos, interpretaron el
cambio entre dimensiones del hipercubo y analizaron descripciones de la visualizacion de sus
representaciones en el espacio tridimensional.

En cuanto a la segunda pregunta, la manera de comprender las transformaciones del
hipercubo con el cambio entre dimensiones estuvo dividida en dos grupos, estan los estudiantes

que las describieron como una sombra de los objetos de la siguiente dimension, por ejemplo, la
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respuesta del estudiante E9 “[...] podemos decir que la representacion del objeto en una
dimension menor, es la sombra del objeto en una dimension mayor”.
Por otro lado, estuvieron los estudiantes que describieron dichas transformaciones como
una proyeccién de los objetos de la dimensién anterior, por ejemplo, el estudiante E10 dijo:
Observando la representacion en GeoGebra, el hipercubo 4D, se construye proyectando
los elementos en una dimensién mayor, es decir, el punto se convierte segmento, el
segmento en cuadrado, el cuadrado en cubo y el cubo en hipercubo 4D, es decir, como si
se estiraran los puntos convirtiéndose en lineas y las lineas formaran caras, y las caras en
cubos. Como si se proyectara el punto y se dibujara el rastro que deja.
Figura 64

Fragmento de Respuesta a la Segunda Pregunta de Exploracion (SP3) - Estudiante E10

Fuente: respuesta del estudiante E10.

De acuerdo con Moreno-Armella y Elizondo (2017), se evidencié una de las
implicaciones de la Geometria Dinamica, -el movimiento- que poseen los objetos geométricos.

En cuanto a la interpretacion del objeto politopo como una generalizacion de las n
dimensiones, se presentaron respuestas como la del estudiante E1 (Figura 65) quien afirm6 “[...]
como un politopo es la representacién de una region en cualquier dimensién, entonces el

momento en que se genera uno es cuando se garantiza la existencia de un punto cualquiera”
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Figura 65

Fragmento de Respuesta a la Segunda Pregunta de Exploracion (SP3) del Estudiante E1
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Fuente: respuesta del estudiante E1.

También, los estudiantes realizaron conclusiones derivadas de la reflexion grupal, como
por ejemplo, la descrita por el estudiante E4:

Mi respuesta se adapta a lo que han dicho y estoy de acuerdo con [estudiante], se

proyectan los elementos de una dimension n a una dimension n+1, es decir, un punto se

proyecta hacia un segmento, un segmento a un poligono y un poligono a un poliedro.

Por otro lado, aunque las representaciones del hipercubo-4D, mediadas por los ambientes
dinamicos propuestos, ayudaron a la comprension de la configuracién de sus componentes
geomeétricos, los estudiantes evidenciaron algunas dificultades en cuanto a la visualizaciéon de
objetos tetradimensionales desde una vista que percibe largo, ancho y alto, por ejemplo, el
estudiante E3 al describir una representacion del hipercubo-4D dijo “ [...] formando un angulo
con la base y con las aristas inmediatas de aproximadamente 45° [...]”, lo que suscita la
imposibilidad de ver la amplitud verdadera de los angulos, de este objeto, en la cuarta dimension.

También surgieron mas preguntas, por ejemplo, el estudiante E8 al referirse al hipercubo-
4D dijo “[...] la pregunta que me queda es sobre el volumen, ;en cuadnto aumentara el volumen

al realizar la proyeccion y ver el nuevo objeto?”.
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Referente a la tercera pregunta, la mayoria de los estudiantes identificaron la imagen
como una representacion del hipercubo, algunas respuestas fueron mas precisas que otras en
cuanto a lo que significa esa representacion, por ejemplo, el estudiante E10 dijo “Corresponde al
politopo conocido como hipercubo en 4 dimensiones y lo que vemos en el programa es su
desarrollo en tres dimensiones, por lo tanto, podemos decir que el hipercubo estd compuesto por
8 cubos”.

Un ejemplo, de respuesta no tan precisa, fue la del estudiante E6, quien refiriéndose a la
Figura 66 dijo “Realmente no tengo conocimientos precisos sobre a qué politopo corresponde
esta representacion, sin embargo, teniendo en cuenta lo que vimos en clase previamente, puedo
decir que es un hipercubo-4D, dada en una dimensioén 3D.”

Figura 66

Fragmento de Respuesta a la Tercera Pregunta de Exploracion (SP3) del Estudiante E6

Fuente: respuesta del estudiante E6.

Respecto a las reflexiones que surgieron después de comunicar grupalmente sus ideas,
hubo quienes estuvieron en acuerdo o desacuerdo con los resultados que obtuvieron sus
compaiieros, por ejemplo, el estudiante E9 dijo “Estoy de acuerdo con las respuestas de mis
compafieros, pues me parece mas comprensible la visualizacion de este objeto partiendo de su

plantilla en el plano 3D y ademas que este representa la plantilla de un hipercubo en 4D”.
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En esta descripcion, del estudiante E9, también se presenta la dificultad evidenciada en la
investigacion de Cordoba y Quintana (2013), pues se utiliza el término cotidiano “plantilla” para
referirse al “desarrollo” de un soélido, probablemente sea un obsticulo generado por las
actividades escolares que consisten en construir sélidos como el recorte y pegado de plantillas
sin reflexionar los aspectos geométricos implicados.

En cuanto a la cuarta pregunta, se propuso a los estudiantes organizar los datos por medio
de una tabla, sin embargo se propuso realizar el analisis de las generalizaciones desde la
observacion del comportamiento de los componentes geométricos, del hipercubo, al aumentar la
dimension, por ejemplo, se dijo “;Por qué creen que va aumentando la cantidad de vértices?” 0
también se sugirié analizar relaciones entre ellos, por ejemplo, se dijo “Bueno ya que tienes
analizado el comportamiento de los vertices, podrias intentar ver de qué manera se relacionan los
vértices con las aristas”. Por ejemplo, los estudiantes E4 y E3 realizaron conjeturas como:

Para el caso de saber el nimero de poligonos es necesario tener en cuenta que ese

poligono se forma con 4 aristas, por lo cual en la dimension O y en la 1 no habré uno de

estos. Asi apoyandonos de la segunda deduccion tenemos que dividirla por el nimero de
aristas que forman al poligono, (2"'n) / 4, cumpliéndose Gnicamente para la segunda
dimensién pues para la 3D obtenemos 3 poligonos, lo cual contradice lo de la tabla. Por

lo tanto, tenemos que multiplicar todo eso por la dimension anterior, es decir, por un n-1.

Obteniendo (2"*n) (n-1) / 4.

Desde las descripciones que algunos estudiantes realizaron en cuanto al hipercubo, se
intuye su significado pragmatico como un V-politopo descrito anteriormente por (Sierra, 2019)

Finalmente, los estudiantes elaboraron ambientes para la comprension de los

componentes geométricos del hipercubo, algunos por medio de paginas web no publicadas y
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otros por medio de Wix.com, por ejemplo, en la Figura 67 se muestran algunas secciones del
AVA elaborado por los estudiantes E1 y EO9.
Figura 67

Fragmento de AVA Creado por los Estudiantes E1 y E9 (SP3)
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Fuente: respuesta de los estudiantes E1 y E9.

De acuerdo con estos resultados, el estudio de objetos que pertenecen a la cuarta
dimension tiene implicita la dificultad de visualizar caracteristicas tetradimensionales, sin
embargo, de acuerdo con Fredes et al. (2012), cuando los ambientes virtuales permiten a los
estudiantes simular los objetos de estudio, aumenta su aprendizaje; en este caso se realiz6 con
ayuda de la interfaz de GeoGebra Clésico 6 y Cabri 3D.

Identificacion de Objetos y Procesos Matematicos. Esta situacion problematica
involucrd cuatro tareas, primero los estudiantes indagaron en la historia del objeto politopo,
después tuvieron que interpretar su conformacion dependiendo la dimension en que se
encuentran y también identificaron patrones en el comportamiento de sus componentes
geométricos en cuanto al paso de dimensiones inferiores a la quinta.

Los elementos linglisticos que predominaron fueron descripciones verbales (expresiones

en lenguaje natural para describir procesos realizados), descripciones graficas (representaciones
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del objeto en mencidn, mediadas por software de geometria dinamica) como las presentadas en
las Figuras 64-66 y descripciones simbdlicas (expresiones algebraicas de las relaciones de los
elementos geométricos del objeto en mencion) ejemplificadas anteriormente.

Desde una perspectiva general, los conceptos previos fueron: poliedro regular, poligono,
arista, veértice, segmento, angulo, entre otros, y los conceptos emergentes fueron: politopo,
hipercubo, lados 4D, proyeccidn, entre otros.

Por otro lado, algunas de las propiedades que fueron utilizadas, con mayor frecuencia,
por los estudiantes fueron que al proyectarse un objeto se conforma otro objeto perteneciente a la
siguiente dimensién, por ejemplo, el estudiante E10 dijo “Un politopo se genera cuando se
emplean los elementos de las dimensiones anteriores, pero proyectados, convirtiéndolos en
nuevos objetos”, también, se utilizaron propiedades de la conformacion de aristas, poligonos,
poliedros o hipercubos-4D, por ejemplo, el estudiante E3 dijo “Un hipercubo 4D se forma con 8
poliedros”, entre otras.

Un procedimiento general, que los estudiantes realizaron, en unos casos parcialmente,
consistio en visualizar la cantidad de los componentes geometricos (vértice, arista, poligono,
poliedro) en los hipercubos presentes en las dimensiones 0-4, organizar la informacion por medio
de una tabla, interpretar el comportamiento de éstos en términos de otros componentes, y
finalmente describir con lenguaje algebraico una generalizacién de estos comportamientos, al
respecto, los estudiantes E6 y E8 dijeron “[...] la metodologia que utilizamos estuvo basada en
ensayo Y error pues de considero inicialmente n como la dimension la cual varia y para encontrar
la expresion para el segmento se tuvo que agregar algunos objetos para que funcionara la

formula [...]".
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La argumentacion de los procesos realizados, en las tareas 2 y 3, estuvieron focalizados
en su mayoria, hacia la explicacion de las reflexiones criticas, que hicieron los estudiantes, en
cuanto a los razonamientos de los demés comparieros, por ejemplo, el estudiante E1 refiriéndose
al hipercubo dijo:

La definicion de mi compafiera [estudiante] se parece mucho a mi respuesta, ya que

también lo visualizd teniendo en cuenta la teoria de sombras, pero no estoy de acuerdo

con ella, ya que ella afirma que es en cuarta dimension y yo creo que es la representacion
en cualquier dimension.

En cuanto a las argumentaciones presentes en las respuestas correspondientes a la tercera
pregunta, estuvieron focalizadas hacia la justificacion de las generalizaciones, por ejemplo, el
estudiante E9 dijo:

[...] también tomé en cuenta que el nimero de segmentos que salen de cada vértice

coincide con el namero de dimensidn, por eso yo multiplique el nimero de dimension por

la cantidad de vertices en ella y la dividi en dos; esto porque los segmentos coincidian
con dos Vértices.
Identificacion de Normas

La metodologia de trabajo fue permeada por las caracteristicas de una comunicacion
virtual para los procesos de ensefianza y de aprendizaje, en este sentido, se brindo la posibilidad
a los estudiantes de explorar estas tres situaciones problematicas de manera asincronica (utilizada
en la mayoria del proceso), lo que condujo a traspasar no solo el aspecto fisico de un salon de
clase, sino que ademas, se expandieron los tiempos de la misma.

El papel de la investigadora fue guiar a los estudiantes en la resolucion de dudas a medida

en que ellos presentaban inquietudes, el medio de comunicacion predominante fue WhatsApp; se
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evidencio una tendencia a fomentar en los estudiantes una participacion autébnoma y activa en su
aprendizaje, pues no se introdujeron temas mediante acciones expositivas por parte de la
investigadora. Se crearon materiales virtuales, como documentos en formatos pdf y PowerPoint,
para los estudiantes que no podian acceder a las sesiones virtuales y el proceso de
institucionalizacién estuvo guiado por las paginas web de retroalimentacién en donde se disefid
una seccion para cada una de las preguntas de las situaciones problematicas.
Desarrollo de la Faceta Mediacional

A continuacion se presenta una valoracion cualitativa basada en la escala -Poco (P),
Suficiente (S) y Mucho (M)- respecto a los niveles de desarrollo de competencias digitales de la
Unidad de analisis; en la Tabla 9 se presentan las categorias basadas en los indicadores descritos
por el INTEF (2017) y el MEN (2013a) y en la Tabla 10 se presentan las competencias
implicadas en el trabajo con ambientes de Geometria Dinamica con base en la investigacion
realizada por Suérez (2018).

Tabla 9

Competencias Digitales Desarrolladas (Genéricas)

Competencia  Nivel de desarrollo E E E E E E E E E E
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Uso de redes 1.1. Blsqueda de informacion M S S S S S P P S S
digitales con y exploracién en paginas web
fines especializadas para el
acadéemicos aprendizaje del objeto
poliedro.

1.2. Interaccién medianteredes M P M S P M M S M M
virtuales para el aprendizaje

del objeto poliedro convexo.

1.3. Participacion activa y M S M M S M M M M M
cooperacion  en  entornos

virtuales para el aprendizaje

del objeto poliedro convexo.

Uso de 2.1. Exploracion del objeto P P S M P S M P M M
herramientas poliedro convexo a partir de

digitales para la  ambientes dindmicos virtuales

organizaciéon de  de aprendizaje.
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la informacion.

Uso de
herramientas
digitales como
apoyo para la
ensefianza.

Organizacion de
secuencias de
aprendizaje con
el uso de
recursos
digitales.

Elaboracion de
contenidos
digitales como
apoyo para la
ensefianza.

2.2. Registro de procesos de
aprendizaje por medio de
herramientas ofimaticas.

2.3. Interpretacion critica de la
informacion compartida en
medios digitales referente al
objeto poliedro convexo.

3.1 Identificacion de
herramientas  digitales para
ensefiar conceptos

geométricos.

3.2 Uso de herramientas
digitales para la ensefianza del
objeto politopo.

3.3. Elaboracién de ambientes
virtuales para la ensefianza
hipotética del objeto poliedro
CONVEXO.

4.1. Busqueda de informacion
y exploracién en paginas web
especializadas para la
ensefianza del objeto poliedro
CoNvexo.

4.2. Elaboracion de ambientes
virtuales para el aprendizaje
del objeto poliedro convexo de
acuerdo con las necesidades
del nivel escolar al que va
dirigido.

4.3. Descripcion de posibles
procesos y tipos de
pensamiento matematico
emergentes en la exploracion
de ambientes virtuales para el
aprendizaje del objeto poliedro
CONVexo.

5.1. Manejo de la interfaz de
un software de geometria
dindmica.

5.2. Organizacion apropiada de
elementos de un AVA mediado
por software de geometria
dindmica.

5.3. Utilizacion de
herramientas como  rastro,
animacion, arrastre 0
deslizadores para la

exploracion de un objeto
modelado en software de
geometria dinamica.

Fuente: elaboracion propia.



Tabla 10

Competencias Digitales Desarrolladas (Geometria Dinamica)
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Componentes Competencia EEEEEEEEE E
de un AVA 123456789 10
Presentacion 1.1. El tamafio del texto es legible. MMPSPSMMM M
visual 1.2. Configura la visualizacion de etiguetas P P S P P S P P P P
necesarias.
1.3. Adecta el tamafio de los componentes M M P MS P MP M P
geométricos.
1.4. Configura la opacidad de los MS MMS MS MM M
componentes geométricos adecuadamente.
1.5. Utiliza una escala de colores tenues. SMMMP MMP M S
1.6. Presenta un ambiente no saturado de M M MS P MS P M M
objetos.
Funcionamiento  2.1. El algoritmo de construccion es conerente M S MM M M M MM M
de la con la elaboracion correcta de procedimientos
construccion geométricos.
geomeétrica 2.2. La construccion mantiene las propiekdades M M MM M MM MM M
deseadas sin deformarse por movimiento.
2.3. Permite visualizar més de una vistadel MMM M M MMMM S
objeto geométrico.
2.4, Construye objetos primitivos M MM MS MMS M M
independientes, cuasi-independientes 0
dependientes de acuerdo a los objetivos de
exploracion.
2.5. Construye correctamente deslizadores, S M S MP S MMM S
rastros o animaciones.
Fomento parasu 3.1. Fomenta el analisis de relacionesentrelos M M S MS MM S M M
exploracion componentes geométricos del objeto poliedro
CONVvexo.
3.2. Presenta construcciones coherentes con M S MM S MM MM M
las situaciones problematicas propuestas.
3.3. Las situaciones problematicas permiten S S S P P MS MP P
resoluciones desde diversos procedimientos.
3.4. Promueve la resolucion de problemaspor S MS S P MP MP S
medio de la utilizacion de varios tipos de
lenguaje.
3.5. Expone correspondencias entre objetos S P P MP P S MM P

geométricos y sus elementos de animacion.

Fuente: elaboracion propia.
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Cuarto Resultado: Reflexion del Proceso

A continuacién se presenta un analisis de acuerdo a la percepcion de los estudiantes
frente al desarrollo de las tres situaciones problematicas (SP) (anexos 6-9) con base en la
herramienta idoneidad didactica del EOS, y teniendo en cuenta los procesos y tipos de
pensamiento matematico, que pudieron ser desarrollados a lo largo de la implementacion,
relacionados con los Lineamientos Curriculares del MEN; se emplearon las categorias de la
Tabla 8 y se estableci6 una escala de valoracién diferencial de cero a cinco (donde 0 es nada y 5
es bastante).

Los indicadores que utilizaron los estudiantes para valorar el grado en que las tres
situaciones problemaéticas tuvieron estas idoneidades estan descritos en el apartado de niveles de
analisis didactico del modelo CDM del marco metodologico que guia esta investigacion.

Figura 68

Percepcion del Fomento de Procesos y Tipos de Pensamiento Matematico SP1

Procesos y tipos de pensamiento matematico fomentados por la situacion problematica 1
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Pensamiento Variacional

Procesos y tipos de pensamiento matematico

Fuente: elaboracion propia.
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Cuando los estudiantes se enfrentaron a la tarea (Anexo 6) de describir la medida de un
angulo interior de cualquier poligono regular convexo, tuvieron que identificar los objetos
geomeétricos que le permitieran entender el comportamiento de la amplitud del &ngulo respecto al
poligono que lo contiene, como por ejemplo, los lados, diagonales u otros angulos que
conforman a estos poligonos; Vasco (2006) en su documento Archipiélago Angular estudia la
complejidad inherente al objeto &ngulo, la cual se manifestd en las actividades a la hora de
explorar angulos de poligonos.

Después, los estudiantes debieron ordenar las ideas que surgieron desde la visualizacion
desde datos especificos (amplitud del angulo interior del cuadrado, pentagono, hexaedro), por
ejemplo, el estudiante E5 dijo “todos los angulos interiores de un poligono regular son iguales”,
que para la mayoria de ellos, dio bases para llegar de manera intuitiva a una generalizacion.

En la medida en que los estudiantes fueron impulsados a desarrollar este tipo de procesos,
hubo una tendencia a fomentar la realizacion correcta de los calculos de la amplitud de angulos y
expresar en lenguaje algebraico, grafico y natural los procedimientos que elaboraron, relativos al
objeto en mencioén.

Por otro lado, los estudiantes comunicaron sus ideas y razonamientos mediante la
descripcién, en unos casos mas exhaustiva que en otros, una manera de visualizar la
configuracién de los poligonos que conforman un solido regular. De esta manera, esta tarea
matematica guio a los estudiantes para que, en el mejor de los casos, reconocieran un significado
pragmatico de angulo soélido (triedro) y ademas reconocieran la existencia Unica de cinco
poliedros regulares.

La razon mas significativa por la cual la SP1 impulsé el planteamiento de problemas, fue

la propuesta de realizar un pequefio ambiente virtual para el aprendizaje de solidos regulares, el
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cual también implicd desarrollar cierto nivel de comunicacion para guiar su exploracion por
medio de preguntas.

En la elaboracion de estos AVA, los estudiantes desarrollaron estrategias de construccion
de representaciones geometricas en ambientes dindmicos, de acuerdo con Gonzélez (2001), las
cuales se basaron en la organizacién de objetos primitivos (puntos, rectas, superficies) y
relaciones geométricas entre ellos (perpendicularidad, paralelismo, simetria), en la mayoria de
los AVA se utilizaron, ademas, herramientas de animacién como deslizadores.

Por otro lado, se observd una fuerte tendencia hacia el fomento del desarrollo de los
pensamientos espacial, métrico y numérico de los estudiantes, en la medida en que la SP1
impulsé la elaboracion, comparacion y ejercitacion de los procedimientos anteriormente
descritos.

Figura 69

Idoneidad Didactica de la Situacion Problematica 1

Epistémica
5

Ecoldgica Cognitiva Promedio de la valoracion
de las Idoneidades
Didacticas de la Situacion
Problematica 1 de acuerdo a
la percepcion de los

Mediacional Afectiva estudiantes
Interaccional

Fuente: elaboracidn propia.

Una posible causa de que la SP1 no tuviese completamente la idoneidad epistémica pudo
haber sido porque sélo se trabajo desde dos tareas, lo que sesgd el amplio espectro de nociones

geométricas que se pueden interpretar desde la exploracion del objeto poligono regular convexo.
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Se constatd que, en la medida en que la SP1 evidencié tener idoneidad mediacional
también tendié a fomentar los tipos de pensamiento matematico espacial, numérico y variacional,
y el desarrollo de procesos de comunicacién para describir los procedimientos que los
estudiantes realizaron para el calculo de la amplitud de un angulo interior de cualquier poligono
regular convexo y también para la interpretacion de la conformacion de sélidos regulares a partir
de figuras poligonales.

Aungue no se estimaron con la misma profundidad las otras idoneidades, se tuvo un buen
nivel del grado en que la SP1 las contempld, por un lado, se constata que cada uno de los
factores que aluden a estas idoneidades estdn estrechamente relacionados en la clase de
matematicas y por otro lado, se considera una posible razén que radica en las concepciones
acerca de la educacion matematica, que se llevan a cabo implicitamente por los profesores, en
este caso por la investigadora.

Los estudiantes describieron que la SP1 tuvo fortalezas como: el favorecimiento de la
capacidad para describir ideas o procesos que incidieron en la conformacion de nociones de
angulo interior de poligonos regulares y de sélidos regulares; también el hecho de que se tuviera
una visualizacion de estos objetos y sus propiedades a partir de ambientes dinamicos; y por otro
lado consideraron que se motivo a tener autonomia en su aprendizaje, que entre otros aspectos se
debid a la libertad de razonamiento generado por preguntas abiertas y por el fomento de una

reflexion acerca de su futuro desempefio profesional; entre otras.
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Figura 70

Percepcién del Fomento de Procesos y Tipos de Pensamiento Matemético SP2
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Fuente: elaboracion propia.

La segunda situaciéon problematica gener6 un ambiente dindmico que permitié a los
estudiantes analizar propiedades geomeétricas, establecidas entre la relacion de las areas laterales
de un solido regular y su truncamiento, a partir de la interpretacion de una familia de
representaciones originadas por el dinamismo de la construccion (Anexo 7), por ejemplo, el
estudiante E5 tomd inicialmente datos especificos para una medida particular de arista y
describio “El area del dodecaedro sin truncar es aproximadamente 158,23 cm2 y cuando se
trunca (icosidodecaedro) el &rea disminuye a 147,2 cm2”.

De esta manera se impulso un anélisis de posibles estrategias para encontrar la razén
entre el area de un dodecaedro regular y de su truncamiento el icosidodecaedro, ademas de la

realizacion y prueba de conjeturas.



146

También se impulsé hacia la revision de procedimientos como las transformaciones de
expresiones algebraicas; la realizacion correcta del célculo de longitudes y &ngulos de los objetos
en mencion; el establecimiento de una generalizacion de la razon entre las &reas laterales de estos
objetos para un valor cualquiera de la arista del dodecaedro, entre otros procesos, que en algunos
casos se realizaron parcialmente o en diferente orden al descrito.

Se observo que en la medida en que la SP2 impulsé la elaboracion, comparacion y
ejercitacion de estos procedimientos, tendid significativamente a fomentar la modelacion de las
relaciones establecidas entre los objetos en mencion y la comunicacion de estas practicas.

La SP2 también promovio el planteamiento de problemas, la comunicacion en cuanto a la
formulacién de preguntas para la exploracién y estrategias de construccion de representaciones
geométricas, por medio de la propuesta realizada a los estudiantes para realizar un pequefio
ambiente para el aprendizaje de alguna nocidn estudiada en la historia del objeto poliedro
CONVeXxo.

Figura 71
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Uno de los objetivos de la SP2 fue permitir a los estudiantes ampliar las précticas
matematicas con la propuesta de retomar algin problema geométrico seleccionado desde la
historia del objeto poliedro convexo.

Sin embargo, no todos los estudiantes consideraron que se tuviera la idoneidad
epistémica en su totalidad, una posible razén pudo haber sido la libertad que se le dio a los
estudiantes para encontrar las respuestas a los problemas propuestos, pues se pudieron haber
sentido perdidos en los caminos de resolucion que tomaron para encontrar una relacién entre las
areas del dodecaedro y su truncamiento, lo cual concuerda con la disminucion del grado de las
idoneidades afectiva e interaccional con respecto a la primera situacion problematica.

Desde otro punto de vista, se evidencié que se favorecid el desarrollo de los
pensamientos numerico, espacial, métrico y variacional en la medida en que la SP2 demostrd
tener la idoneidad epistémica.

Se detectd que en la SP2 existe una fuerte incidencia entre las idoneidades epistémica y
mediacional; esta ultima, aumentd de manera directamente proporcional con el fomento del
desarrollo de procesos como la resoluciéon de la tarea matematica propuesta, por medio de la
elaboracion de expresiones algebraicas que describieron una relacion entre las areas del
dodecaedro y su truncamiento, asi como la comunicacion de estos razonamientos.

Entre las fortalezas que los estudiantes afirmaron presentarse con la SP2 estan el analisis
y reflexion de los caminos para identificar la relacion entre las areas del dodecaedro y el
icosidodecaedro, el estudio de objetos geométricos poco estudiados como lo son los sélidos
semirregulares (arquimedianos), las oportunidades de retroalimentacion por medio de la
comunicacion con la investigadora y el entorno mediado por las paginas web establecidas con

este fin; la interiorizacion de nociones matematicas (regularidad, semirregularidad, area
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superficial, entre otras) mediante la visualizacion generada por el ambiente dinamico; estar a la
vanguardia en cuanto al conocimiento del uso de los software especializado en geometria
dindmicay la oportunidad de crear AVA, entre otras.

Figura 72

Percepcién del Fomento de Procesos y Tipos de Pensamiento Matemaético SP3

Procesos y tipos de pensamiento matematico fomentados por la situacion problemsatica 3
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Fuente: elaboracidn propia.

En la tercera situacion problematica (Anexos 8 y 9) se propuso a los estudiantes
identificar propiedades geométricas del hipercubo desde una analogia del cambio de dimensiones
0, 1, 2, 3y 4 hasta su posible generalizacion en n dimensiones, que la mayoria de los estudiantes
realizo por medio de un proceso intuitivo desde la interpretacion de las representaciones gréaficas.

De esta manera, la SP3 tuvo mayor tendencia a promover una organizacion de datos
especificos, que en la mayoria de los casos se dio por medio de una tabla en donde se especifico
la cantidad de vértices, aristas, caras, y celdas presentes en el hipercubo en las dimensiones 1, 2,

3y 4 (Figura 73). Lo cual implicd, a su vez, la correcta realizacion de estos célculos y la
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utilizacion de argumentos para exponer la manera en que los estudiantes identificaron los
respectivos patrones.
Figura 73

Organizacion de Elementos del Hipercubo Elaborada por el Estudiante E7

Eepresentacion | Dumension | Vértices | Aristas | Poligonos | Pohedros | Lados 4D
Punto oD 1 0 0 0 0
mEgmento 1D 2 1 D D 0
Cuadradn 2D 4 4 1 0 0
Cubo 3D 8 12 6 1 0
Hipercubo 4D | 4D 16 32 24 8 1

Fuente: respuesta del estudiante E7.

Una de las razones de que esta fuera la situacion problematica con mayor nivel de
fomento en el desarrollo de procesos y tipos de pensamiento matematico pudo haber sido porque,
se disefiaron e implementaron dos ambientes en vez de uno, también basados en geometria
dindmica, lo que permitié a los estudiantes tener mas representaciones del hipercubo-4D y por
ende, mas herramientas conceptuales para describir los objetos geométricos contenidos en él.

Desde la experiencia que los estudiantes tuvieron en la exploracion de los dos ambientes
de aprendizaje, se constatdé que la SP3 impulsé de manera directamente proporcional el
desarrollo de los tipos de pensamiento matematico espacial, numérico y variacional. Al respecto
se retoman algunas de las opiniones de los estudiantes: E4 opind “[...] ayuda en la percepcion de
las n-dimensiones y del manejo de los software de geometria para explorar propiedades muy
interesantes en los politopos”; E7 opind “esta situacion problema me permitié mejorar en cuanto
al razonamiento y a la modelacion de ecuaciones, es una situacion que permite el analisis y la

exploracion [...]".
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Figura 74

Idoneidad Didactica de la Situacion Problematica 3
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Fuente: elaboracién propia.

Un aspecto fundamental para el estudio del objeto hipercubo-4D fue la visualizacion de
diferentes representaciones graficas como una analogia de la proyeccion del hipercubo entre
dimensiones, una analogia de la proyeccion de Schlegel para la cuarta dimension, y una analogia
de su desarrollo tridimensional, que a su vez, estuvieron caracterizadas por el dinamismo de los
ambientes virtuales implementados. Lo cual pudo haber influido en la valoracion mas alta de las
idoneidades de la SP3 en comparacion con las otras dos situaciones problematicas.

En la medida en que se evidencio la idoneidad afectiva de la SP3, se fomentd el proceso
de comunicacion al momento de describir la manera en que los estudiantes identificaron los
vértices, aristas, caras y celdas del hipercubo en las dimensiones 1, 2, 3y 4.

Por otro lado, el hecho por el cual los estudiantes encontraron modelos matematicos
dados por el reconocimiento de patrones del comportamiento de los lados 0D, 1D, 2D y 3D del
hipercubo anteriormente descritos, fue influenciado por las idoneidades epistémica vy
mediacional de esta SP.

Los estudiantes manifestaron que la SP3 tuvo fortalezas como: facilitar la interpretacion

del paso de la tercera a la cuarta dimension; la necesidad de describir la forma en que se
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identificaron patrones de la cantidad de los elementos geométricos del hipercubo al cambiar de
dimension; el fortalecimiento de razonamientos generados por la visualizacién de las tres
representaciones propuestas para este objeto; la propuesta de una construccidn progresiva de
nociones geomeétricas como Vértices, aristas, caras y celdas en el hipercubo, la retroalimentacion
del proceso de generalizacion de patrones de dichos elementos; el reconocimiento de aspectos
historicos que dieron paso a la conformacién del objeto politopo; y los ambientes virtuales para
el aprendizaje de la nocion de politopo que en este caso significaron en una guia para el estudio
del objeto en mencion.

En la Figura 75 se plasman las palabras que los estudiantes utilizaron para valorar de
manera cualitativa la experiencia de aprendizaje anteriormente descrita.

Figura 75
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Conclusiones

A continuacion se presentan los resultados mas relevantes que surgieron de la
caracterizacion de las facetas epistémica y mediacional referentes al aprendizaje del objeto
poliedro convexo y del desarrollo de competencias digitales de estudiantes del curso de Electiva
de Profundizacidn | ofrecido por la Licenciatura en Matemaéticas de la UPTC.

El aspecto mas importante que apoyd el curso de esta investigacion fue la participacion
activa por parte de diez estudiantes de Licenciatura en Matematicas, quienes a pesar de las
condiciones dadas por la virtualidad, demostraron motivacion por su formacion académica y
autonomia en su aprendizaje, superando a la vez dificultades en cuanto al funcionamiento de
equipos de computo y redes de conexién a Internet.

Las paginas web propuestas para la retroalimentacion de los procesos descritos
anteriormente, permitieron a la unidad de analisis llevar a cabo un contraste entre los
conocimientos personales y los declarados (como significados pragmaticos institucionales); al
respecto, cabe resaltar que los contenidos presentados en estas paginas estuvieron enfocados para
invitar al estudiante a indagar y extender las rutas de solucién para las preguntas de las tres
situaciones problematicas planteadas.

Conclusiones en Relacion con las Preguntas de Investigacion

La faceta epistémica de los estudiantes, respecto al objeto poliedro convexo, se desarrolld
por medio de la conformacion de un conocimiento, en unos casos mas fundamentada que en
otros, de nociones geométricas desde una interpretacion de la construccion de sélidos regulares,
pasando por la identificacion de propiedades subyacentes en la generacion de poliedros

semirregulares generados por truncamiento, hasta llegar finalmente, a una interpretacion del
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objeto politopo como una generalizacion de objetos geométricos en n dimensiones, cuyo
elemento mediador fue el hipercubo con n<5.

También, desde una dimension didactica esta faceta fue desarrollada, en unos casos con
mayor nivel que en otros, por medio de la contextualizacion de contenidos tematicos desde
lineamientos nacionales como procesos y tipos de pensamiento matematico, necesarios para la
elaboracion de ambientes virtuales para el aprendizaje del objeto poliedro convexo.

El trabajo con software de Geometria Dindmica permiti6 significativamente el desarrollo
de la faceta mediacional de los estudiantes, por medio de su utilizacién progresiva, primero,
desde la exploracién de las tres situaciones problematicas propuestas, segundo, desde la
elaboracion de un ambiente para el aprendizaje del objeto poliedro regular, tercero, desde la
elaboracion de un ambiente para la exploracion de alguna situacion problematica estudiada en la
historia del poliedro convexo y finalmente desde la exposicion de un posible analisis de la
conformacidn de patrones en el hipercubo por medio de herramientas digitales.

Por otro lado, de acuerdo al recorrido histdrico realizado, referente al objeto poliedro
convexo, algunos de sus significados pragmaticos estuvieron enfocados hacia: el calculo del
volumen de cuerpos solidos, donde, probablemente el conocimiento del calculo del volumen de
una piramide pudo haber tenido una importante influencia; la construccion de sélidos regulares
como la unién de poligonos en torno a un vértice; la descomposicion de sus caras poligonales por
medio de triangulos rectangulos escalenos, con la hipotenusa doble que el cateto menor.

También se analizaron propiedades implicitas en la inscripcion de solidos regulares en
una esfera; se demostro la existencia Unica de cinco solidos regulares; la construccion de sélidos

semirregulares; la inclusion de solidos regulares entre ellos mismos; la construccion de poliedros
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desde la perspectiva en el arte; y el andlisis de politopos tetradimensionales, por ejemplo,
propiedades perceptibles desde su desarrollo tridimensional.

En cuanto a los significados pragmaéticos personales previos de la unidad de analisis,
respecto al objeto poliedro convexo, estuvieron enfocados en su construccion a partir de figuras
poligonales; también en el analisis informal de su convexidad de acuerdo a conceptos como
interior y frontera de un conjunto de puntos; y en su conformacién como una representacion de
un poligono en la tercera dimension.

Por otro lado, desde el conocimiento comdn previo, en algunos casos, se identificaron
dificultades para reconocer y expresar algebraicamente propiedades de poliedros regulares y
semirregulares, lo que suscitd una escases de representaciones interiorizadas previamente por los
estudiantes respecto al objeto en mencion.

Para el conocimiento ampliado previo, desde el objeto politopo, la unidad de analisis
presentd desconocimiento en cuanto a sus componentes geometricos y su constitucion en
diferentes dimensiones espaciales.

Respecto al conocimiento especializado previo, en algunos casos, se observd una
dificultad para reconocer los conocimientos implicados en el estudio de un poligono, lo que
incide en el reconocimiento para cuerpos tridimensionales. Esta dificultad pudo haber influido en
el desconocimiento respecto a la organizacion por grados escolares de los aprendizajes basicos
referentes al objeto poliedro convexo.

Las competencias digitales que los estudiantes tenian previamente desarrolladas, aunque
con niveles bajos, tuvieron énfasis en la utilizacion de recursos digitales para el aprendizaje de
las matematicas, dejando su utilizacién en la ensefianza del area como la competencia con menos

nivel de desarrollo.
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Por otro lado, a partir de la exploracion de las tres situaciones problematicas, el desarrollo
de la faceta epistémica (desde los conocimientos comdn y ampliado) estuvo conformado por la
construccion, en unos casos mas fundamentada que en otros, de significados pragmaéticos
enfocados hacia la:

 Identificacién de un &ngulo interior de cualquier poligono regular convexo.

» Conformacion de un poliedro regular desde poligonos regulares y angulos solidos

menores a 360°.

 Diferenciacion entre propiedades de un solido regular y otro semirregular.

 Identificacion de una relacién entre el area lateral de un dodecaedro y su

truncamiento, el icosidodecaedro.

» Anélisis de la conformacion de componentes geométricos del politopo hipercubo

dependiendo la dimensidon espacial en que se encuentra.

 Identificacion de algunas propiedades referentes a los politopos simplece y ortoplex

El desarrollo de la faceta epistémica (desde el conocimiento especializado) estuvo
fomentado por la elaboracion de ambientes virtuales para el aprendizaje del objeto poliedro
convexo, contextualizados desde los lineamientos para la educacion escolar nacional; en éstos se
propusieron practicas matematicas relacionadas con:

» Calculo del volumen de un sélido regular a partir de un valor incognito de la longitud

de su arista.

» Descomposicion de solidos regulares en pirdmides para el calculo de su volumen.

« Identificacion de una relacién entre el area lateral de un poliedro regular y la de su

solido dual.
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« Célculo del area lateral de un sélido a partir de un valor incognito de la longitud de su

arista.

» Caracterizacion de componentes geométricos de sélidos regulares y semirregulares.

« Célculo de é&reas laterales y volumenes de poliedros regulares inscritos en otros del

mismo tipo.

 Inscripcion de solidos en esferas e identificacion de una relacion entre el didmetro de

la esfera y la arista del poliedro.

 Interpretacion de la formula de Euler-Descartes.

» Construccion de solidos de Catalan.

El desarrollo de la faceta mediacional, fue impulsado gracias a la exploracion de las
representaciones de los objetos en mencion, desde las tres situaciones problematicas
implementadas, por medio de software de geometria dinamica, ademas de las cuatro paginas web
propuestas para las retroalimentaciones, y también gracias a la propuesta de la elaboracion de
ambientes virtuales de aprendizaje del objeto poliedro convexo, para un caso hipotético dentro de
la educacién escolar; en general, se evidencié un nivel alto de apropiacién de competencias
digitales tanto genéricas como especificas.

De acuerdo con la percepcion de los estudiantes, desde una escala diferencial donde 0 es
nada y 5 es bastante, las tres situaciones problematicas implementadas fomentaron, en
promedio, el desarrollo de los procesos de razonamiento (4.4), comunicacion (4.1), modelacion
(4.4), resolucion de problemas (4.3), planteamiento de problemas (4.4) y elaboracion de
procedimientos (4.4), también tipos de pensamiento matematico como numeérico (4.1), espacial
(4.5), métrico (3.9) y variacional (3.8). Por otro lado, no sélo manifestaron que éstas tuvieron

idoneidad epistémica y mediacional, sino que ademas, cognitiva, afectiva, interaccional y
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ecoldgica, siendo la tercera situacion problemética con mayor promedio respecto a las otras dos
situaciones, probablemente debido a que ésta permitio mas representaciones graficas del objeto
en estudio.

Conclusiones en Relacion con los Objetivos Planteados

Gracias a una interpretacion de la argumentacion y recursos visuales que los estudiantes
brindaron, en unos casos con mayor precision que otros, para explicar los procedimientos o ideas
emergentes en las tres situaciones problematicas, se logré realizar una caracterizacion de estas
practicas matematicas y didacticas, que a su vez significo la descripcion del desarrollo de las
facetas epistémica y mediacional, bajo la contextualizacion del entorno académico y virtual, que
la unidad de analisis present6 en su momento.

Desde la herramienta configuracion epistémica propuesta por el Enfoque Ontosemidtico
del Conocimiento y la Instruccion Matematicos, se logré estudiar un significado global del
objeto poliedro convexo a partir de las 10 situaciones problematicas resaltadas, donde se
evidencio la fuerte tendencia de explorar estos objetos desde representaciones graficas, lo que
pone de manifiesto no solo su belleza geométrica, sino que ademas, permite la introduccion de
nociones geomeétricas desde la intuicion hasta su posible teorizacion abstracta.

Por medio de la utilizacidn del cuestionario virtual, se logrd organizar la informacion de
acuerdo con la categorizacion de los contenidos tematicos propuestos desde las tres vertientes del
conocimiento de los futuros profesores (comun, especializado y ampliado), y se constato la
necesidad de reflexionar acerca de la fundamentacion tedrica que poseen los estudiantes y que se
espera que ensefien en su futuro desempefio profesional.

La utilizacién de herramientas virtuales para la comunicacion reveld su potencial como

instrumentos para la recoleccién de informacion en cuanto a los procesos de ensefianza y de
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aprendizaje en mencion, pues algunos permitieron almacenar interacciones como audios o textos,
y otros facultaron a los estudiantes para tener una escritura fluida, asi como su redaccion en
armonia con las imégenes referentes a la exploracion realizada en software.

Finalmente, los cuestionarios online que se implementaron, al finalizar cada situacién
problemadtica, apoyaron la reflexion por parte de los estudiantes en cuanto a los procesos y tipos
de pensamiento matematico que fueron influenciados durante dichas exploraciones; ademas, se
presento la oportunidad de valorar las idoneidades de estos instrumentos de aprendizaje.
Conclusiones desde Elementos Particulares de la Investigacion

Gracias a la caracterizacion de las préacticas matematicas, realizadas por los estudiantes,
desde los niveles de analisis didactico propuestos por el modelo de Conocimientos Didactico
Matematicos del Profesor, se constatdé que no existe un Unico camino para llegar a una solucion
de cada tarea propuesta, y que ademas, en la exploracion de las representaciones de los politopos
en dos, tres y cuatro dimensiones, predomina la utilizacion de elementos linguisticos como
descripciones verbales, graficas y simbolicas.

De acuerdo con los indicadores de competencias digitales genéricas, la competencia que
evidencio mayor dificultad para su desarrollo, fue la organizacion de secuencias para el
aprendizaje del objeto poliedro convexo, lo que refleja la complejidad inherente a la elaboracion
0 utilizacién de recursos digitales desde una contextualizacién de los conocimientos dentro de
niveles educativos escolares especificos.

Por otro lado, aunque el objeto poliedro convexo es un contenido tematico que se puede
abordar desde grados escolares, los resultados de esta investigacion evidenciaron que la unidad

de analisis present6 dificultades para realizar procedimientos de generalizacién, en cuanto a la
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interpretacion de sus propiedades, lo que suscita una problemaética al suponer que el futuro
licenciado ya ha interiorizado nociones geomeétricas basicas.

La tercera situacion problematica fue la que presentdé mayor nivel de dificultad al
introducir por primera vez, para la unidad de analisis, el estudio de objetos geométricos desde la
cuarta dimensién, sin embargo se contrarrestd con la exposicion de un segundo ambiente,
también basado en geometria dindmica, donde se permitié realizar tratamientos visuales entre
tres elementos linglisticos gréficos del hipercubo tetradimensional.

Se propone para futuras investigaciones consolidar un estudio historico y epistemoldgico
con mayor profundidad acerca del objeto politopo, incluyendo ademas, el analisis de posibles
obstéaculos inherentes en su aprendizaje.

Finalmente, el desarrollo de esta investigacion contribuyd, en mi formacion profesional,
desde la ampliacion de conocimientos inherentes en el aprendizaje del objeto politopo, lo que
brinda herramientas tedricas para empezar un camino investigativo mas amplio del tema en
mencion. También, contribuyé en el fortalecimiento de conocimientos especializados para la
elaboracion de AVA, lo que permitid a su vez, tener una postura critica frente al uso de recursos
digitales en el aula de geometria espacial, esto desde la reflexion del valor epistémico
(naturaleza, posibilidad, alcance y fundamentos del conocimiento) y pragmatico (la practica, la
ejecucion o la realizacion de las acciones) de algunas nociones geométricas. Por otro lado,
gracias a las bases teoricas brindadas por el EOS y el modelo CDM, no sélo se interpretaron las
facetas del conocimiento del profesor de la unidad de analisis, emergentes en el trabajo de campo
de esta investigacion, sino que ademas, se interpretaron desde un punto de vista personal, lo que
nutre la reflexion en cuanto a la formacion profesional propia y ademas fomenta la busqueda de

su perfeccionamiento.
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Anexo 1. Estandares Basicos de Competencias para el Objeto Poliedro Convexo

Grado Pensamiento numérico Pensamiento métrico y Pensamiento espacial y
y sistemas numéricos sistemas de medidas sistemas geométricos
Primero a *Uso diversas estrategias *Reconozco en los objetos <Dibujo y describo cuerpos o
tercero de calculo (especialmente propiedades o atributos que figuras tridimensionales en
calculo mental) y de se puedan medir (longitud, distintas posiciones y
estimacion para resolver area, volumen, capacidad, tamafios.
problemas en situaciones peso y masa) y, en los <Realizo construcciones vy
aditivas y multiplicativas.  eventos, su duracion. disefios utilizando cuerpos y
*Identifico, si a la luz de *Analizo y explico sobre la figuras geométricas
los datos de un problema, pertinencia de patrones e tridimensionales y dibujos o
los resultados obtenidos instrumentos en procesos figuras geométricas
son o no razonables. de medicidn. bidimensionales.
Cuarto a *Identifico, en el contexto <Diferencio y ordeno, en <Comparo y clasifico objetos
quinto de wuna situacion, la objetos y eventos, tridimensionales de acuerdo
necesidad de un céalculo propiedades o atributos que con componentes (caras,
exacto o aproximado y lo  se puedan medir lados) y propiedades.
razonable de los (longitudes, distancias, <Comparo y clasifico figuras
resultados obtenidos. areas de superficies, bidimensionales de acuerdo
volimenes de  cuerpos con sus componentes
solidos, volimenes de (&ngulos, veértices) y
liquidos y capacidades de caracteristicas.
recipientes; pesos y masa
de cuerpos solidos;  eIdentifico, represento vy
duracion de eventos o utilizo éangulos en giros,
procesos; amplitud de aberturas, inclinaciones,
angulos). figuras, puntas y esquinas en
+Utilizo diferentes situaciones  estdticas y
procedimientos de calculo dinamicas.
para hallar el area de la <Construyo objetos
superficie exterior y el tridimensionales a partir de
volumen de algunos  representaciones
cuerpos solidos. bidimensionales y puedo
realizar el proceso contrario
Justifico relaciones de en contextos de arte, disefio y
dependencia del 4&rea y arquitectura.
volumen, respecto a las
dimensiones de figuras y
solidos.
*Describo y argumento
relaciones entre el
perimetro y el é&rea de
figuras diferentes, cuando
se fija una de estas
medidas.
Sexto a *Formulo y resuelvo <Utilizo técnicas y *Represento objetos
séptimo problemas en situaciones herramientas para la tridimensionales desde
aditivas y multiplicativas, construccion de figuras diferentes  posiciones vy
en diferentes contextos y planas y cuerpos con vistas.

dominios numéricos.

medidas dadas.

eIdentifico y describo figuras
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«Justifico la pertinencia de
un célculo exacto o
aproximado en la solucion
de un problema y lo
razonable o no de las
respuestas obtenidas.
*Establezco conjeturas
sobre  propiedades vy
relaciones de los nimeros,
utilizando calculadoras o
computadores.

Justifico la eleccion de
métodos e instrumentos
de célculo en la
resolucién de problemas.

Octavo a *Resuelvo problemas y
noveno simplifico calculos
usando propiedades vy
relaciones de los nimeros
reales y de las relaciones
y operaciones entre ellos.
Décimo a Establezco relaciones y
undécimo diferencias entre varias

notaciones de ndmeros
reales para decidir sobre
SuU uso en una situaciéon
dada.

*Resuelvo y  formulo
problemas que involucren
factores escalares (disefio
de maquetas, mapas).
*Calculo areas y volimenes
a través de composicion y
descomposicion de figuras
Yy CUerpos.

*Generalizo procedimientos
de célculo vélidos para
encontrar el area de
regiones planas y el
volumen de sélidos.

*Selecciono y uso técnicas
e instrumentos para medir
longitudes, areas de
superficies, volimenes vy
angulos con niveles de
precisién apropiados.

*Disefio estrategias para
abordar  situaciones de
medicion que requieran
grados de precision

especificos.

y cuerpos generados por
cortes rectos y transversales
de objetos tridimensionales.

*Clasifico  poligonos en
relacion con sus propiedades.

Utilizo técnicas y
herramientas para la
construccion  de  figuras
planas 'y cuerpos con

medidas dadas.

*Calculo areas y volimenes a
través de composicion y
descomposicién de figuras y
cuerpos.

*Conjeturo y verifico
propiedades de congruencias
y semejanzas entre figuras
bidimensionales y entre
objetos tridimensionales en la
solucién de problemas.

*Uso representaciones
geométricas para resolver y
formular problemas en las

matematicas y en otras
disciplinas.
*Uso argumentos

geométricos para resolver y
formular  problemas en
contextos matematicos y en
otras ciencias.

Fuente: adaptado del Ministerio de Educacién Nacional (2006).
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Competencia N1 N2 N3
Tecnoldgica. Conoce gran variedad Utiliza las herramientas Aplica el conocimiento
Es la capacidad para de herramientas tecnoldgicas de acuerdo de conceptos

seleccionar
herramientas
tecnoldgicas de manera
pertinente, responsable
y eficiente.

y aplicar

Comunicativa.

Es la capacidad de
expresarse, establecer
contacto y relacionarse
en espacios virtuales y
audiovisuales utilizando
diversos  medios y
multiples lenguajes.

Pedagdgica.
Es la capacidad de
utilizar las TIC con el
fin de fortalecer los
procesos de ensefianza y
aprendizaje

reconociendo las
limitaciones para su
incorporacién en la
formacion integral de

los estudiantes.

De gestion.

Es la capacidad de
utilizar las TIC en la
planeacion,
organizacion y
evaluaciéon de procesos
de ensefianza.

Investigativa.

Es la capacidad de
utilizar las TIC en pro
de la generacion de
nuevos conocimientos.

tecnoldgicas y como
utilizarlas en la préactica
educativa.

Se comunica con la
comunidad  educativa
por medio de diferentes
canales y lenguajes
ofrecidos por las TIC.

Identifica estrategias y
metodologias

novedosas basadas en
las TIC como
herramienta para su
desempefio profesional.

Organiza  actividades
con el uso de las TIC.

Utiliza las TIC para
registrar lo que vive y
observa en su contexto.

al area y contexto.

Utiliza redes basadas en
las TIC para desarrollar
estrategias de trabajo
colaborativo.

Propone proyectos y

estrategias de
aprendizaje  mediadas
por las TIC.

Integra las TIC en

procesos de gestion
tanto a nivel directiva
como comunitaria de la
institucion.

Lidera proyectos de
investigacion.

tecnolégicos en el
disefio de ambientes de
aprendizaje innovadores
que respondan a
problemas del contexto.

Participa en
comunidades y publica
investigaciones en

espacios virtuales.

Lidera experiencias
significativas que
involucran ambientes de
aprendizaje.

Propone y lidera
acciones para optimizar
la gestién escolar.

Construye  estrategias
educativas innovadoras
para la generacion
colectiva de
conocimiento.

Fuente: adaptado de MEN (2013a).
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Anexo 3. Software y Aplicaciones que Permiten el Trabajo con Geometria Dindmica

Software Versi  Sistema operativo Requerimientos Pagina web
on
Antiprism 0.26 Windows, Cygwin Software libre https://bit.ly/2vnAnT2
A (Windows), FreeBSD,
n@sm Mac OSX y Raspbian.
AR Geometry 1.0 Android 4.0 Aplicacion libre https://bit.ly/2uz2cb5
AR  Sélidos 0.12  Android 4.4 Aplicacion libre https://bit.ly/37h5vB3
Platonicos
”

Arloon 14 Android 4.0.3 Aplicacion costo https://bit.ly/38hW4Cy
Geometry $7.500

X

°%
Cabri ll plus 143 -MacOS X Licencia del propietario https://cabri.com/es/

= -Windows
Cabri 3D 2.1 Windows: Win XP, Licencia del propietario. https://bit.ly/378z2CKY

B Vista, 7 0 superior. 64 Mb de RAM
L = ":
CarMetal 4.3 Mac OS X, Windows y Licencia Publica General https://bit.ly/2tPa7AM
Linux. de GNU (GPL v3)

CaR Regla y 8.84  Windows Software libre https://bit.ly/39uhJld
Compas Java RunTime

§ 6 Environment 1.4

%>
Cinderella 29 Windows Software libre https://bit.ly/3bgFzZWN
o 95/98/NT/2000/XP/Vis

ta/7

Curved 4.1.3  Windows, macOS Software libre https://bit.ly/38hwTA6
Spaces
e
Prwad
Dr. Geo 19.09 GNU/Linux, Windows Software libre http://www.drgeo.eu/
e Y, or Mac OS X
S
Euclidea 4.40  Android 4.4 Aplicacion libre https://bit.ly/3bpQboY
FreeGeo 1.8.6 Andorid 2.2 Aplicacion libre https://bit.ly/37c0gm5

Mathematics



https://bit.ly/2vnAnT2
https://bit.ly/2uz2cb5
https://bit.ly/37h5vB3
https://bit.ly/38hW4Cy
https://cabri.com/es/
https://bit.ly/378zCKY
https://bit.ly/2tPa7AM
https://bit.ly/39uhJId
https://bit.ly/3bqFzWN
https://bit.ly/38hwTA6
http://www.drgeo.eu/
https://bit.ly/3bpQboY
https://bit.ly/37c0gm5
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=y

GeoGebra

N

Geometer’s
Sketchpad

ds

Geometria

A

Geometria

Geometria
Calculadora

Geometria
Master

Geometria
Realidad
Aumentada

Geometry
Pad

Geometryx

Geonext
GEOHET

Hypercube
Viewer

2

iCrosss
Limix
Geometric

MoStella

3D

5.01

3.0.2

221

2.8.3

2.0

1.04

2.7.9

2.5

1.73

8.0.1

11

1.0.2

13.2

1.4

i0S, Android,
Windows, Mac,
Chromebook y Linux

Mac
Windows

Android 4.0.3

Android 4.1

Android 4.1

Android 4.1

Android 4.0

Android

Android 4.3

Windows

Windows 2000, XP,
Vista, 7, 8

Andorid 5.0

Android 4.0.3

Windows XP, Vista y
Windows 7.

Android 2.2

Software libre

-JavaSketchpad
-Licencia propietario

Aplicacion libre

Aplicacion libre

Aplicacion libre

Aplicacion libre

Aplicacion libre

Aplicacion libre

Aplicacion libre

Software libre
Java
Licencia del propietario

Aplicacion libe

Aplicacion costo
$2547

Software libre

Aplicacion libre

https://www.GeoGebra.o
rg/?lang=es

https://bit.ly/2He7vj4

https://bit.ly/20J831b

https://bit.ly/2UEV5Zf

https://bit.ly/2w7Zal t

https://bit.ly/2UMeQ1j

https://bit.ly/37emV16

https://bit.ly/20JpOk3

https://bit.ly/2ScWxk3

https://bit.ly/38hyRAH

https://bit.ly/38iFmTJ

https://cutt.ly/prG857w

https://cutt.ly/BrG86Zqg

https://cutt.ly/zrG4qvf

https://cutt.ly/mrG4wtc



https://www.geogebra.org/?lang=es
https://www.geogebra.org/?lang=es
https://bit.ly/2He7vj4
https://bit.ly/2OJ83lb
https://bit.ly/2UEV5Zf
https://bit.ly/2w7ZaLt
https://bit.ly/2UMeQ1j
https://bit.ly/37emV16
https://bit.ly/2OJpOk3
https://bit.ly/2ScWxk3
https://bit.ly/38hyRAH
https://bit.ly/38iFmTJ
https://cutt.ly/prG857w
https://cutt.ly/BrG86Zg
https://cutt.ly/zrG4qvf
https://cutt.ly/mrG4wtc
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Free

Poly Pro 1.11  Windows
Version de prueba

Polygeom 1.5.0 Android 4.1

Calc

@

Polyhedra 2.11. Android 5.0

P N 1

'....'

Polytope 0.8 Android 2.2

Pythagorea 2.07  Android 4.4

60°

Shapes - La 2.3.5 Android4.1

Geometria

3D

Sketchometry 1.5.0 Android 3.2

(s

L

Sketchpad 2019  Windows

g Navegador

Triangulos 1.0 Windows XP, Vista
Wingeom 1.63  Windows

b

xGedmetry 14 Android 5.0
XSection 1.04  Android 5.0

y

Licencia del propietario

Aplicacion libre

Aplicacion libre

Aplicacién libre

Aplicacion libre

Aplicacion costo
$11.000

Aplicacion libre

Acceso a sitio web

Software libre

Software libre

Aplicacion libre

Aplicacion libre

https://poly-
pro.softonic.com/

https://cutt.ly/VrG4wem

https://cutt.ly/2rG4eml

https://cutt.ly/TrG4e36

https://cutt.ly/OrG4rQN

https://cutt.ly/wrG4r52

https://cutt.ly/OrG4tnj

https://sketchpad.app/

https://triangulos.uptodo
wn.com/windows

https://cutt.ly/crG4yUT

https://cutt.ly/zrG4ukK

https://cutt.ly/IrG4uZO

Fuente: elaboracidn propia.


https://poly-pro.softonic.com/
https://poly-pro.softonic.com/
https://cutt.ly/VrG4w6m
https://cutt.ly/2rG4emI
https://cutt.ly/TrG4e36
https://cutt.ly/OrG4rQN
https://cutt.ly/wrG4r52
https://cutt.ly/OrG4tnj
https://sketchpad.app/
https://triangulos.uptodown.com/windows
https://triangulos.uptodown.com/windows
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Anexo 4. Solicitud de Permiso al Programa Académico Licenciatura en Matematicas.

Tunja. 01 de junio de 2020

Sefiores .

COMITE DE CURRICULO

Licenciatura en Matematicas

Facultad Ciencias de la Educacion U.P.T.C.

Cordial saludo,

Respetados sefiores, actualments me encuentro desarrollando el proyecto de mwvestigacion
titulade “Competencia Digital en el Aprendizaje de los Poliedros Convexos™, bajo la
direccion del profesor Public Suirez Sotomonte, como requisito parcial para optar el titulo
de Magister en Educacion Matematica en la UPTC.

Este proyecto tiene por objetive caracterizar e interpretar el desamrolle de las Facetas
Epistémmica v Mediacional del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instroccion
Matematica, relacionadas con las competencias digitales de los estudiantes que cursam
Electiva de Profindizacion I, del programa académico Licenciatura en Matemsticas, en el
aprendizaje de los poliedros convexos.

Por tal motivo solicitamos respetuosamente nos sea concebido el permiso para realizar el
respective trabajo de campo, hasta el momento de manera virtual y aspiramos en un futuro
de manera presencial, con los estudiantes que ingresan en el primer semestre de 2020 a la

asignatura en mencidn.

Agradecemos su colaboracion

Atentamente,

Firmado Firmado

Laura Catalina Pedroza Pinilla Publio Sudrez Sotomonte
Licenciada en Matemsticas Profesor de la asignatura.

Cel. 3178288929 Director de Tesis.
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Anexo 5. Consentimiento Informado de la Unidad de Analisis

[ ¥ Lowwersidad Vedagigiea ¥ Pemolagca de Ualomibia
—JDI-( Frarviltail e Cienrsing: s 12 Kabwsnriim
&t \:I'\l. ¥

Adacsata en Bduraciea Matainatica

I'|.. 1
MATEMATICA

Competencia Digital en el Aprendizaje de
los Poliedros Convexos

stimad i me cursands o vl il tris an
Educacién Materndtica de la Universidad Pedagdgica y Tecnoldgica de ¥ estoy
llevando a cabo una lgecién tituleds “Ce ia Digital en el Aprendizaje de loe
Poliedros Convenes”, como nequisito parcial para obterer el tiulo como Magister en
Educacién Materrdtics,
Elahdmdumhmhldinm'cnrlmrlnulmprmrddmrmlhdnhﬁm
Epistémica y Mediacional del Enfoque O litico del Conocimientoy la
Materndtica relacionadas con lag digitabes de los estudiantes que cursan

Electiva de Profundizackn I, mdapmﬂnhdnbapoldmmml‘ [POT LANLD, NGs
divigirmos resp para solicar eu parth
mmmmmhmplnhormmmmﬁny

cidn de la inf e &N 8u aprendizaje; este process serd
estrictaments confidencial y su nombre no se verd afectads de ninguna manera, s decir su
identidad serd preservada confidencialmente.

Cordisimente,

Laurs Catalbng Pedrozs Pindlla.
Lisenciada en matemiticas.

Dr. Public Sudrez Solomonte.

Profesor de |a asignatura,
Director detesis.

*Dhligataria

Direccidn de cormreo slectronico *

Tu direceidn de careo elestrdnio

Apelidos y Nombres
APELLIDOS Ejemgio: ACURA SOLER JUAN CARLOS

Tul respuests

Cédigo sstudiantil

Tu respuesta

Estoy de acuerdo con dar mi consentimiento informado para levar a cebo el
proceso descrito arriba: *

O a
) Ne

Siguiente IS Pdgina 1 de 6

Mumca envies costrasefias a trawis de Formulaios de Google.

Googhe na ored ni aprabd d: abimo - Servicio - Politicn de Prmcidad 7
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Anexo 6. Situacion Problematica 1. ;Qué es un Poligono Regular Convexo?

¢Qué es un Poligono Regular Convexo?

Saberes Previos

1. ¢Qué es un poligono regular convexo?
,/o——G\e 2. ¢Qué conocimientos fomenta el estudio de estos poligonos?
’/ ¢En qué grado escolar se podria ensefiar?
a=16443"
/

Exploracion

\ Resuelva las siguientes preguntas y describa cuales fueron

T los recursos digitales que se utilizaron en cada una (software, plataforma,
° web, redes de comunicacion, etc) y su objetivo (investigacion,
/ visualizacion, realimentacion, etc).

I
|
/ 1. (Coémo se puede conocer la amplitud de un angulo interior
Deslice el punto verde — de cualquier poligono regular convexo?

2. ¢Cuales son los poligonos regulares con los que se puede
construir un poliedro regular convexo?, ;de qué manera deben

estar organizados?, ;por que? y ;qué solido conforman? Py
3. Elabore un pequerio ambiente donde se pueda explorar

el calculo del area lateral 6 el volumen de un octaedro (6 de otro solido regular); O}
para esto elija un grado escolar (de educacion preescolar, basica, o media)

al que va dirigido y la manera en que se desarrollan los procesos descritos Q

en los Lineamientos Curriculares de Matematicas.
@ (suponga que el ambiente lo va a aplicar en una hora de clase).

ra
La
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Anexo 7. Situacion Problematica 2: ¢Qué Sucede al Truncar un Dodecaedro Regular?

. Qué sucede al truncar un dodecaedro regular?

Saberes previos.
1. ;Qué diferencia existe enire un poliedre regular y uno semirregular?
2. ;En qué grado escolar s posible estudiar los poliedros regulares? y jqué conocinentos se llevarian a cabo?

Exploracion.
Resuelva las siguientes preguntas y describa cuales fueron los recursos digitales (plataformas, paginas web,

softwars, videos, etc) que se utilizaron y su objetivo (investigacion, visualizacion, realimentacion, etc).

1. Usando la opcién de animacién jCuantos y cuales tipos (clases) de poliedros observa?

2. ;Quiénes fusron los personajes, en la historia, que estudiaron los poliedros convexos? jqué problemas
geométricos exploraron?.

3. Desarrollando el proceso de estimacion jqué area lateral debe ser mayor- la del dodecasdro o 1a de su
fruncamiento (el icosidodecasdro)? . Argumente su respuesta.

4. ;Qué relacién existe entre el area lateral de un dodecaedro de arista = a unidades, vy el area del icosidodecasdro

generado por éI7 (deslice el punte verde para apoyar su visualizacion).
5. Elabore un pequetio ambiente que permita la exploracion de alzuno de los problemas que indagd en el punto

dos, tenga en cuenta el grado escolar al que va dirigido v describa de qué manera se desarrollan los pensamientos

matematicos segin los Lineamientos Curriculares de Matematicas.

(suponga que £ ambiente lo va a aplicar en una hora de clase)




Anexo 8. Situacion Problemética 3: ¢Hipercubo?
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JHIPERCUBO?

SABERES PREVIOS.

Responda las siguientes preguntas individualmente y a continuacion identifique diferencias con la respuesta de sus compafieros
de grupo.

1. ;Qué caracteristicas geométricas podria tener un politopo? ;por qué?

A CONTINUACION VA A EXPLORAR EL DIBUJO DINAMICO 3D, EN DONDE SE PARTE DEL PUNTO HASTA
LLEGAR AL HIPERCUBO INCREMENTANDO LA DIMENSION.

EXPLORACION.
Responda las siguientes preguntas, y en cada una mencione los recursos digitales (plataformas, paginas web, software, videos,

etc) que utilizod y de qué manera (investigacion, visualizacién, realimentacién, etc).

1. ;Quiénes fueron los personajes que, en la historia, estudiaron a los politopos? v jqué problemas geométricos exploraron?.

2. Utilice los deslizadores en orden amarillo, anaranjado, azul y verde; ;qué conclusion puede deducir en cuanto al cambio de
dimensién?, jen qué momento se genera un politopo? justifique su respuesta.

3. Devuelva al punto inicial los deslizadores verde y azul, y a continuacién utilice el deslizador rojo; ja qué pelitope corresponde
esta representacion?

4. ;Existen patrones que describan la cantidad de vértices (lados 0D), aristas (lades 1D), peligenos (lades 2D) y poliedres (lados
3D) que tienen . un puntoe, un segmento, un cuadrado, un cubo, un hipercube- 4D ¢ hipercubo en dimensién nD?, jcuales?; de
ser necesario realice una tabla.

Al finalizar socialicen sus respuestas con el grupo de clase por medio de alguna herramienta digital.




Anexo 9. Situacion Problematica 3: Representaciones del Hipercubo-4D

Lados 0D-vértices (puntos color verde)
Lados 1D-aristas (ejemplo: segmentos color anaranjado)
Lados 2D-poligonos (ejemplo: poligonos color verde)

Lados 3D-poliedros (ejemplo: poliedros color azul)

) A > P e h @4 N D

Representaciones del Hipercubo-4D

Utilice diferentes combinaciones entre colores y
formas para ubicar un mismo punto en el sitio
que corresponde en las tres representaciones.
(realicelo con cada uno).

De manera similar realice las ubicaciones para
cada arista, cada poligono y cada poliedro.

---chH
r'l"'"-'-f::"_i,,*
o !
I T |
_",l "y

o l—r'

)
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Anexo 10. Exponer los Lados de las Cinco Figuras y Compararlos Entre si - Euclides

Elementos de Euclides

Libro XIII

Proposicion 18
Exponer los lados de las cinco figuras y compararlos entre si.

Establezra AB el ditmetro de Ia esfera dada y cartelo en C de modo que AC sea ipmala CB v en I de modo que Ll
AD sea el doble de DE. Describe el semiicireuly AEE en AB, dibnja CF v DF desde C y D en dngulo recto conAB
yme AF, FEy EB.

Entonces, dado gque 4D es doble de DE, per bb tanto, .4 B es nple de BD). En comversion, per b tanto, B4 es wma vez y media

Pero B4 es AD como el cuadrado de B4 es el coadrado de AF, porgque YDefo
el tmangply AFE es equangular con el tnangulo AFD. Por b tanto, el s
! coadrado de BA es una vez y media el cuadrado de AF.

5, Pero el ceadrado del diimetro de ks esfera es tambin una vez y media el 13
" cmadrado dellhdo de la pramide. Y AFE es el démetro de b esfera, por
b, o Io tamto, AF es gual allhdo de la prammde.

e T Una vez mis, ya que AD es el doble de DB, por b tanto, AB eseltriple ~ Deo
/ R I | RN de B[} Pero AB es para BD) como el coadrado de A B para el cuadrado i
/ A ¥% %\ deBF porb tanto, el cuadrado de AB es el triple del cuadrado de BF.
¢ - N ~
Y "4} Pero el cundrado del diimetro de la esfera tanibién es el triple del XILLs
— "\I!lﬁcmdndud.elhdudelcﬂm.YABeaeldinEhu&hmth
oL tanto BF es el lado del cubo.

¥, dado que AC es ppual a CE, por b tanfo, 4B es doble BC. Pero AB es para BC conwo el cuadrado de AB para el cuadrado de
BE, por bo tanto , el cuadrado de 4B es el doble del coadrado de BE.

Pero el cuadrado del dismetro de la esfera tambien es el doble del cuadrado del ladoe del octaedro. Y AR es el XTI 14
dumetro de Il esfera dada, por Io tanto BE es el hdo del octaedro.

A contimacin, dimge 4G desde el ponto A en dngulo Tecto con ka lnea recta AB, haga que AG seq imuala AB, mma Lll.13
GC vy dimge HE desde 7 perpendicular a AE. ——

Entonces, dado que G4 es doble AC, para (4 espmala ABy G4 esa AC como HE ez a EC, por bo tanto , HE tanién es
doble EC.

Por lo tanto, el coadrade de HE es cuadnuple del coadrado de KC, por o tanto , I summ de los cuadrados de HE y KC, es
dectr, el cuadrado de HC, es cinco veces el cuadrado de EC

Pero HC es spual a CB, por bo tanto , el cuadrado de BC es cinco veces el cuadrado de CE. Y, dado que 4B es doble CB, y, en
ellos, AD ez doble DB, por o tanto , elresto BED es el doble delresto D

Por o tanto, BC es tnple CT, por lo tanto , el coadrado de BC es meve veces el cuadrado de CD. Pero el coadrado de BC es
cnco veces el coadrado de CF, por b tanfo , el cuadrade de CK es mayor que el cuadrado de CD. Por tanto, CE es nayor
que CI1

Haga CL wpual a CF, dibwje LA desde L en angulo recto con 4B y uma MEB. Li.1u

Abora, dado que el cuadrade de BC es cineo veces el cuadrado de CF, v AB es doble BC, y KL es doble CE, por  JILLS Cop
b tanto, el cuadrado de A B es cinco veces el cuadrado de KT, Pero el cuadrado del duimetro de la esfera es L2 Cop

- -
1 ;
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también cimco veces el cuadrado del radio del creulo del que se ba descnto el cosaedro. Y AE es el dametro de b esfera, porbo
tanto KT es el radio del ciculo desde el que se ha descrito elicosasdro. Por b tanto, KT eswn hdo del hexdgono en dicho
cireulo.

¥, dado que el diimefro de b esfera estd formado por el hdo del hexagono y dos de los ldos del decagono X185, Car
mscntos en el mimo cireulo, 4B es el digmetro de Ia esfera, mientras que KT es mn lado del hexagono, y AK es

1znala LB, porlo tanto , cada vma de las Ineas rectas AK y LB es wn lado del decagono mscrio en el eireulo a partr del cual se
ha descrito el icosaedro.

¥, dado que LB pertenece a un decagono v ML a m hexipono, para ML es isal a KT, ya que tambien es ieual a pangl]
HE estando a b misma distancia del cenfro v cada ma de ks rectas HE y KL es doble KC, por bo tanto MB
pertenece a um pentigono.

Pero el hdo del pentigono es el lado del icosaedro, por lo tanto, ME pertenece al icosaedro. X6
Ahora, dado que FB es mn lado del cubo, cortelo en b proporcion media v extrena en N, y sea NB el segmento X7, Car
mayor. Por tanto, NB es un bdo del dodecaedro.

¥, dado que se demosird que el coadrado del diimetro de ks esfera era ma vez y media el cuadrado dellado AF de la pranmde,
doble el coadrade dellado BE del octaedro y toplique el lado FEB del cubo, por ko tanto | cuyas partes el coadrado del démetro

de la esfera contiene sek, el cuadrado del lado de la pranmde confiene cuatro. el cuadrado del lado del octaedro tres yel
cuadrado del hdo del cubo dos.

Por o tanto, el cuadrade dellado de la piramide es cuatro tercios del cuadrado dellado del octaedro y el doble del cuadradoe del
ldo del cvbo, y el cuadrado del lado del octaedro es uma vez y media la cuadrado en el hdo del cubo.

Por tanto, dichos lados de las tres fimuras, me refiero a b pirdnde, el octaedro y el cubo, estin enfre si en proporciones
Taciomales

Pero los dos restantes. me refiero al ldo del xosaedro v al lhdo del dodecaedro, no estin en proporciones
racionalkes ni enfre si ni con los lados antes mencionados, pues son iracionales, siendo mo menor v el ofro apotomo. X7

Qe el hdo ME del icosaedro es mayor que el hdo NB del dodecaedro podemos demostrarln.

Dado que el tréingpls FDOB es equiangular con el tnamguly F4AB, proporcionalvente DF es a BF como BF es a BA. NIg.M0a
¥, dado que las tres ineas rectas son proporcionakes, b pomera es a b tercera como el cuadrado de b pomera es al ADefo
cuadrado de b semmda, entonces DB es a B4 como el cuadrado de DB es al cuadrado de BE. Por lo tanto, AB es Y020 Cor
mnversamente a BD como el cuadrado de FE es al cuadrado de BD

Pero AR es trple BD, por b fanto , el cuadrado de FB es tople del cuadrado de BID.

Pero el cuadrado de AD también es cuddnple del cuadrado de DB, porque AD es doble DE, por lo tanto , el coadrado de AD
es mayor que el cuadrado de FB. Por b tanto, AD es mayor que FB. Por b fanto, AL es nmcho mayor que FB.

¥, coando AL se corta enma proporcion extrenm y media, KT es el segmento mayor, ya qoe LE pertenece a m Xmwe
hexigono v K4 a ym decagono, v, cuando FB se corta en uma proporcion extrens v media, NB es el segmento

mayor, por lo tanto ET. es mayor que NE.

Pero KT es igmal a LM, por ko tanto , LM es mayor que NE.

Por lo tanto , ME, que es mn lado del icosaedro, es mucho mayer que NE, que es un ldo del dodecaedro.

:

QEF

Fuente: Joyce (1996, Libro XIlII, P18)



