MODELO ESTADISTICO PARA LA DISTRIBUCION DE
MATERIA EN DISCOS PROTOPLANETARIOS

NIDIA YISETH BUITRAGO CARRENO

Uptc

L UniversidaEPedagégicay
Tecnoldgica de Colombia

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA Y TECNOLOGICA DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS - ESCUELA DE FiSICA
GRUPO DE ASTROFISICA Y COSMOLOGIA
MAESTRIA EN CIENCIAS - FiSICA
TUNJA (BOYACA)

2018



MODELO ESTADISTICO PARA LA DISTRIBUCION DE
MATERIA EN DISCOS PROTOPLANETARIOS

NIDIA YISETH BUITRAGO CARRENO

Trabajo de Grado para optar el Titulo de Maestria en Ciencias - Fisica

Director:
Dr. NICANOR POVEDA TEJADA

Uptc

UniversidaEPedagégica y
Tecnoldgica de Colombia

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA Y TECNOLOGICA DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS - ESCUELA DE FiSICA
GRUPO DE ASTROFISICA Y COSMOLOGIA
MAESTRIA EN CIENCIAS - FiSICA
TUNJA (BOYACA)

2018



Nota de Aceptacion

Los abajo firmantes certifican que han revisado el trabajo de grado titulado “Modelo
estadistico para establecer la distribuciéon de materia en discos protoplanetarios”
de la estudiante Nidia Yiseth Buitrago Carreno y recomiendan a la Escuela de
Posgrados de la Facultad de Ciencias aceptarlo como requisito para optar el titulo
de Maestria en Ciencias - Fisica.

Firma del Coordinador de Posgrados

IT1



Dedicatoria

“ Nuestra mejor edad es la que tenemos ahora, nt un segundo mds, ni
un segundo menos. ”’
Walter Riso.

A Dios por darme vida y con ello me did todo, a mi hija Paula Samanta por ser la
mayor motivacion hacia todos mis logros, y a mis padres, por su amor, compania,
trabajo y sacrificio para llegar hasta aqui.

v



Declaracion

El trabajo de grado “Modelo estadistico para establecer la distribucién de materia
en discos protoplanetarios” estd contemplado dentro de la linea: Din&mica de
los discos protoplanetarios, del Grupo de Astrofisica y Cosmologia (GAC) de la
Universidad Pedagogica y Tecnolégica de Colombia.

Astrofisica y Cosmologia

Grupo de Investigacion - UPTC



Agradecimientos

A Dios, el gran gestor de todos mis logros y mi companero permanente...

A Paula Samanta, por permitirme trabajar en esto sacrificando nuestro tiempo...

A mis padres por facilitarme los medios para culminar este proceso...

A mi familia, por motivarme a continuar...

A la universidad, por permitirme estar en la académia y a sus docentes quienes
con la ensenanza hicieron que pueda crecer en valiosos conocimientos ...

Al director del proyecto, Dr. Nicanor Poveda Tejada, por su dedicacion,
paciencia, apoyo incondicional, amistad y oportunas aclaraciones...

A mis jurados por aceptar y ser parte en la culminacion de este proceso...

Al grupo de Astrofisica y Cosmologia (GAC), de la Universidad Pedagogica y
Tecnologica de Colombia por permitir el desarrollo de mi trabajo dentro de las lineas
de investigacion que maneja...

“Si he sido capaz de ver mds lejos, se debe a que estaba trepado a hombros de
gigantes”.
Isaac Newton.



Resumen

MODELO ESTADISTICO PARA LA DISTRIBUCION DE MATERIA
EN DISCOS PROTOPLANETARIOS

NIDIA YISETH BUITRAGO CARRENO
RESUMEN

Los sistemas planetarios tienen su origen en el colapso gravitacional de una nube
de gas y polvo. Mediante un proceso de acrecion se forma una estrella masiva y un
disco de planetesimales orbitando la estrella. Mediante consideraciones estadisticas
se obtiene un modelo el cual permite describir la distribucién de materia del sistema
estrella-planetesimales. Se determinan los parametros del modelo para el Sistema
Solar, satélites, exoplanetas y el sistema HL-Tauri. Se demuestra que el radio,
excentricidad, energia, momentum angular e inclinacién orbital, de los objetos
planetarios formados toman valores discretos, dependiendo solamente del valor de la
masa de la estrella. A diferencia de otros modelos, la formacion de objetos planetarios
es méas rapida.

ABSTRACT

The planetary systems have their origin in the gravitational collapse of a cloud of
gas and dust. Through an accretion process a massive star and a disk of planetesimals
are formed orbiting the star. Through statistical considerations a model is obtained
which allows to describe the distribution of matter of the star-planetesimal system.
The parameters of the model for the solar system, satellites, exoplanets and the
HL-Tauri system are determined. It is shown that the radius, eccentricity, energy,
angular momentum and orbital inclination of the planetary objects formed take
discrete values, depending only on the value of the mass of the star. Unlike other
models, the formation of planetary objects is faster.

VII



Indice general

L__Resumen| VII
[__Introduccionl 1
(1. Disco protoplanetario| 3
[1.1. Colapso de la nube protoplanetariaj . . . . ... .. ... ... .... 3
[1.2. Evolucion del disco protoplanetariol . . . . . . . .. .. .. ... ... 5
[L.3. Formacion del Sistema Solarl . . . . .. .. ... ... ... ... 8
2. Dinamica orbitall 13
[2.1. Orbitas de los planetesimales|. . . . . . . . ... .. .. ... ..... 13
2.1.1. Distancia media y media temporal de la distancia] . . . . . . . 16

2.1.2. Orbitas de los planetas| . . . . . . . .. ... .. ........ 16

3. Modelo estadisticol 21
[B.1. Discos de transicionl . . . . . . . ... 21
[3.2. Inclinacion de Discos de transicionl . . . . . ... ... 25
[3.3. El modelo para el disco de transicion| . . . . . . .. ..o L. 26
[3.4. Modelo para el disco protoplanetario] . . . .. ... .. .. ... ... 35
4. Proceso de simulacion 40
[4.1. La distribucion radial y angular| . . . . . .. ... ... ... ... .. 41
[4.2. Inclinaciéon del discol . . . . . . .. .. oo 44
[4.3. Procesodecolisionl . . . . . . ..o 44
6. Sistema Solar 45
b.1. Determinacion del radio mimimol . . . . . . . ... 45
[5.2. Radio, energia y momentum angular orbital | . . . . . . .. .. .. .. 46
[5.3. Migraciéon orbital| . . . . . . ... o000 50
.4, Satélites) . . . . . ol

6 Disttbucan d e HI-Taurl 54
6.1. Bl Disco HL-Taurll . . . . ... ... o ... 54
[6.2.  Daistribucion de planetesimales| . . . . . .. ... .. ... ... 51§)




INDICE GENERAL IX
[6.3. 'Iratamiento de la fotogratia] . . . . . . .. ... ... 51§)
L__Conclusiones| 60
L__Referencias| 61
A. Distribucion Gammal 66
69

[B. Relacién entre la distribucién Erlang vy Poisson




Indice de figuras

1.

Nube molecular interestelar de polvo y gas denominada LD1551

estrellas con sistemas c1rcunestelares a su alrededor por eJemplo el

sistema planetario HL-Tauri. (Imagen cortesia Telescopio Espacial

Hubble)l . . . . . . o 4

(1.2. Un mapa espacial del gas CO en La Via Lactea, [a concentracion |

[ de CO aumenta a medida que nos acercamos al centro de la galaxia |
| [Kuno et al., [2007[.] . . . . . . . .. 5
(1.3. Ejemplo de distribucion espectral de la energia en un disco |

[ protoplanetario, es decir, la emisiéon térmica observable a lo largo |
| del disco (adaptacion deDullemond et al.[2007).) . . . . . . ... ... 6
[1.4. Etapas de formacion de un sistema planetario y clasificacion del origen |

de la distribucion espectral de energia. (adaptacion de [Dullemond |

et al[R007). . . . ... 7

(1.5. Inclinacion orbital de los exoplanetas encontrados alrededor de las |

| estrellas [Akeson et al., [2013].| . . . .. .. ... ... 9
[2.1. Trayectorias posibles dependiendo de la excentricidad [Goldstein| |1994].| 15
[2.2. Sistema estrella-planeta orbitando mutuamente su centro de masa. . . 17
[2.3. 18

Movmuento de la masa reduc1da ba]o un poten(nal central.l ......

[2.5. Variacion del momentum angular y la inclinacion orbital.| . . . . . . . 20
[3.1. Estructura de gas y polvo de un disco de transicion. | . . . . . . . .. 22
[3.2. Perfil de densidad superficial genérica del gas (color verde) y el polvo |
| (color gris) [van der Marel et al., [2016[. | . . .. .. .. .. ... ... 23
[3.3. Modelo de densidad transversal de gas (linea roja) y polvo (linea azul) |
| del disco de transicion [van der Marel et al., 2015[.|. . . . . .. .. .. 24
[3.4. Vista esquematica de la inclinacion de los planos orbitales de los |
| anillos en el disco de transicion HD 142527 [Marino et al., [2015[.| . . . 25




INDICE DE FIGURAS

XI
[3.5. Observacion de ALMA de la emision de gas (izquierda) y polvo
(derecha) de los discos que rodean a DoAr44 [van der Marel et al.,
2016).) . . . . 26
[3.6. Grafica de la funcién densidad Gamma para o = 1,5,10 y A = 0,5.]. . 27
[3.7. Eventos e histograma de frecuencias de un patron regular (izquierdo), |
| agregado (centro) y aleatorio (derecho) en un cuadrado unidad.| . . . 29
[3.8. Particulas distribuidas aleatoriamente en el espacio formando anillos |
[ CONCENLIICOS. . + « v v v v vt e s e e e 30
[3.9. Distribucion radial de particulas, R, (r), paran =1,2,3yr, = 1,4,9, |
[ respectivamente.] . . .. L L. L. 31
3.10. Representacion grafica de |V, (0,¢)‘2sin 6. Armonicos esféricos que
[ generan la funcién para la distribucidén de particulas que va a formar
[ antllos. . . . . Lo 32
3.11. Funcion densidad S, (r) paraa, =1yn=1,2,3[ .. ... ... ... 33
3.12. Distribucion de particulas radial R,(r) y angular Y, (0, ¢) para el |
| disco de transicion DoArd4] . . . . .. ..o oo 34
[3.13. Estructura del disco protoplanetario Hl-Tauri. Este esta conformado |
| por una serie de bandas brillantes compuestas de polvo y bandas |
oscuras (gaps) donde se presume la formacion planetaria [ALMA |
Partnership et al., 2015[] . . . . .. .. ... 36
[3.14. El brillo observado en cada banda y los perfiles de los indices |
espectrales medidos a lo largo del eje mayor del disco (Tomada de |
Pinte et al.,2016)] . . . . . . ... L 37
[3.15. Funcion de distribucion radial R,,(r) de Hl-Tauri y la vista de un corte |
[ transversal y cenital del disco protoplanetario.| . . . . . . . ... ... 39
[4.1. Funcion de distribucion R, (r)Y,, (0, ¢) de DoAr44 y su representacion |
[ como un sistema de particulas.|. . . .. ... ..o, 42
{4.2. Funcion de distribucion R, (r) de Hl-Tauri y su representacion como |
[ un sistema de particulas.| . . . . .. ... oo oL 43
[4.3. Rotacion alrededor deleje x.|. . . . .. ... ... ... ... ... .. 44
5.1. Bondad de ajuste maximo para cada didmetro del objeto (km).| 46
5.2. Radio orbital de los planetas del Sistema Solar: tedrico a; (linea |
| continua) y observado a, (circulos).| . . . . . ... ... 48
[5.3. Energia de los planetas del Sistema Solar: teorica E; (linea continua), |
| observada F, (circulos grises) y corregida £, (circulos negros)| . . . . 49
[5.4. Momentum angular orbital de los planetas del Sistema Solar: tedrico |
L;/m (linea continua), observado L,/m (circulos grises) y corregido |
L./m (circulos negros).| . . . . . .. ... 50
[>.5. Bondad de ajuste maxima con respecto al parametro a,.| . . . . . .. 51
[>.6. Radio orbital de los satélites del Sistema Solar: teoérico a; (linea |
| continua) y observado a, (circulos).| . . . . . .. ... L. 53




INDICE DE FIGURAS X11
[6.1. Disco protoplanetario alrededor de la estrella HL-Tau, la 1magen |
muestra varios anillos concéntricos de gas v polvo emitiendo radiacion
los cuales estan separados por un gap (zona oscura) (Figura tomada
de ALMA Partnership et al.[2015).] . . . . .. ... .. .. ... ... 55

[6.2. (a) Distribucion radial y (b) cenital de masa [Poveda T. et al., 2015].[ 57
[6.3. Imagen proyectada del disco protoplanetariol . . . . . . .. ... ... 58
(6.4. Perfil normalizado luminosidad - distancial) . . . . . . . ... ... .. 58
[6.5. Perfil de densidad de materia con respecto a la distancia, donde se ha

[ suprimido el efecto de la luminosidad de la estrella.| . . . . . . . . .. 59
16.6. Orbitas y radio de Hill de los objetos obtenidos del proceso de acrecion

simulado computacionalmente.|. . .

................... 59



Indice de tablas

[3.1. Pardmetros del disco de transicion DoArd44l . . . .. .. ... ... .. 27
[3.2. Datos sobre las bandas brillantes de Hl-Tauri IALMA Partnership |

et al. [2015[. . . . . . .. 38
|4.1. Valores de n y a obtenidos HL-Tauri| . . . . . . . . . ... ... ..... 41
[>.1. Radio orbital observado a, (NASA JPL Small-Body Database) y |

teorico calculado ay| . . . . . . . .o o 47
[5.2. Radio (a,, a;), excentricidad (¢;) e inclinacion orbital (6,)| . . . . . . 52

XIIT



Introduccion

Los sistemas planetarios tienen su origen en el colapso gravitacional de una nube
de gas y polvo. Mediante un proceso de acrecion puede formarse una estrella y como
un remanente del proceso de formacion de la estrella, un disco de planetesimales a
su alrededor llamado disco circunestelar. Las recientes observaciones muestran que
por lo general se forman dos estrellas, la formacion de una o mas de dos estrellas
es un caso particular. Cuando el disco circunestelar da origen a planetas, recibe el
nombre de disco protoplanetario. La investigacion de los discos protoplanetarios es
esencial para conocer las etapas de evoluciéon que conducen a la formacién de los
exoplanetas y planetas del Sistema Solar.

Las imagenes de alta resolucion de Hl-tauri, obtenidas por ALMA (Atacama
Large Millimeter/Submillimeter Array) |[ALMA Partnership et al, 2015 y
VLA (Very Large Array) |Carrasco-Gonzalez et al.,, 2016|, han revolucionado y
cuestionado las teorias de formaciéon planetaria, siendo este tema de gran interés
y controversia en la actualidad. Una clase de disco circunestelar particular son los
discos de transicion, los cuales, por lo general son simétricos y tienen forma de
toroide alrededor de su estrella |[Andrews et al., 2011, |Bruderer} 2013|. El disco de
transicion DoAr44 es el disco protoplanetario mas sencillo y simplificado que se puede
estudiar y modelar. Este modelo es la base para describir discos protoplanetarios
méas complejos como HI-Tauri [ALMA Partnership et al., [2015].

Un disco de transicion puede estar formado por uno o mas toroides y
eventualmente los toroides pueden tener grados de inclinaciéon diferentes |Marino
et al., 2015]. Mediante un proceso de acrecion, este toroide de polvo y gas forma
planetesimales, los cuales al colapsar, dan origen eventualmente a un objeto masivo
(planeta o planeta enano) y una serie de objetos menores (asteroides y cometas).
Por consiguiente, la formacién planetaria debe darse en el interior del toroide
|Carrasco-Gonzalez et al.l [2016]. En consecuencia, la formacion planetaria es mas
rapida, dando una explicacion a la gran cantidad de exoplanetas que se han
encontrado actualmente alrededor de las estrellas. Un disco protoplanetario esta
compuesto por una serie de toroides concéntricos de gas y polvo.

En este trabajo se plantea un modelo estadistico para describir la distribuciéon de
materia (gas y polvo) en un disco protoplanetario. Se determinan los parametros para
describir el Sistema Solar y se encuentra que los sistemas planetarios (sol-planetas,

1



Introducciéon 2

planeta-satélites, estrella-exoplanetas, pulsar-exoplanetas) no se forman en cualquier
lugar sino en ciertos sitios determinados por un nimero de 6rbita, n, el cual, a su vez
depende de la masa de la estrella en formacion. El radio orbital, la excentricidad,
inclinacion orbital, momentum angular y energia estan determinados por el niimero
de orbita. Mediante la bondad de ajuste (chi-cuadrado), se muestra que existe una
buena concordancia entre los datos observados y la descripcion fisica asociada al
modelo. Se describe el proceso seguido para simular los discos de transiciéon con un
solo toroide como DoAr44 y el disco protoplanetario Hl-Tauri, formado por varios
toroides concéntricos.

En el capitulo 1 se hace una breve introduccion a los discos protoplanetarios.
En el capitulo 2 se hace una revision de la dindmica orbital de los planetesimales y
planetas con el formalismo de la mecanica clasica. En el capitulo 3 se construye
el modelo estadistico basado en el disco de transicion DoAr44 y en el disco
protoplanetario Hl-Tauri. El capitulo 4 describe el proceso seguido para la simulacion
computacional de los discos de transicion y protoplanetarios. En el capitulo 5
se aplica el formalismo al Sistema Solar y en el capitulo 6 se aplica al disco
protoplanetario HL-Tauri. Adicionalmente, en los anexos se demuestra el calculo de
la esperanza y varianza de la distribucion Gamma y la relacion entre la distribucion
de Poisson y la distribucién Erlang.



Capitulo 1
Disco protoplanetario

1.1. Colapso de la nube protoplanetaria

El colapso gravitacional de una nube molecular de ~ 100 — 200 pcda origen a
una o mas estrellas y a un disco circunestelar, constituido por gas y polvo [Williams
and Ciezay, 2011]. Si eventualmente se da la formacion planetaria, recibe el nombre
de disco protoplanetario. Por ejemplo, en la nube molecular LD1551 (ver Figura
localizada en la constelacién de Tauro, se evidencia la formacion de estrellas con un
sistema planetario a su alrededor, tal como el sistema HL-Tauri ALMA Partnership
et al. [2015]. El medio interestelar tiene una temperatura inferior a los 100 K y
una densidad aproximada de 10 particulas/cm?. La nebulosa estd compuesta el
92% de Hidrogeno (H), 7% Helio (He) y 1% de otros elementos (polvo), con una
temperatura del orden 10® K y una densidad aproximada de 0,1—10 particulas/cm?,
existen regiones calientes de baja densidad con densidades por debajo de 0,01
particulas/cm™ y temperaturas superiores a 10° K |Cox, 2005].

La formacion de estrellas se produce predominantemente en regiones del medio
interestelar donde se puede formar hidrégeno molecular. Las nubes moleculares
tienden a aparecer cerca del plano galactico y en los brazos espirales de las galaxias,
que se han demostrado mediante observaciones recientes sobre la distribucion del
gas CO (Mondxido de Carbono) en La Via Lactea [Dame et al., [2001]. Las nubes
moleculares también se han identificado y catalogado de observaciones de CO de La
Via Lactea |Rice et al., 2016]. En la Figurase muestra la distribucion del gas CO
a lo largo del plano galactico, se puede observar la concentracion de CO aumenta
a medida que nos acercamos al centro de la galaxia. En las galaxias espirales se
observa que las nubes moleculares trazan los brazos espirales y los discos galacticos
[Kuno et al.; 2007].

La nube molecular se encuentra en un estado estacionario, un evento tal como la
explosion de una supernova da inicio al colapso gravitacional haciendo que la presion,
la temperatura y el momentum angular de la nebulosa aumente. Finalmente, el
colapso de la nube se detiene cuando la estrella inicia las reacciones termonucleares
de fusion. El disco circunestelar es una consecuencia natural de la formacion estelar y
esta constituido por gas, polvo el cual se condensa en objetos rocosos o hielo llamados
planetesimales. La mayor parte del material es capturado por la estrella o expulsado

3



1.1. Colapso de la nube protoplanetaria 4
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Figura 1.1: Nube molecular interestelar de polvo y gas denominada LD1551 ubicada
en la constelacion de Tauro muestra la formacion de varias estrellas con sistemas
circunestelares a su alrededor, por ejemplo, el sistema planetario HL-Tauri. (Imagen
cortesfa Telescopio Espacial Hubble)

por el viento estelar; pero los planetesimales mediante el proceso de acrecion, pueden
generar un sistema planetario, formando planetas, satélites, cometas, asteroides y
otros cuerpos menores.

Durante el colapso gravitacional intervienen las siguientes fuerzas: La fuerza de
gravedad tiende a concentrar la masa de la nube en su centro dando origen a la
protoestrella. La protoestrella estd formada por la acumulacién de gas muy denso y
caliente, emite radiacion infrarroja debido a su alta temperatura, pero no genera luz
visible porque no ha iniciado las reacciones termonucleares tipicas de una estrella.
Es por esta razon, las protoestrellas tinicamente pueden verse a través de telescopios
que captan luz en el infrarrojo (si se utiliza un telescopio 6ptico solo se observa
una mancha negra). La temperatura del gas genera una presion hacia afuera para
contrarrestar la fuerza de gravedad y finalmente, la rotaciéon de la nube hace que el
momento angular ejerza una fuerza sobre el gas que también se opone a la fuerza de
gravedad dando origen al disco protoplanetario.

En primera aproximacion podemos considerar la nube como un gas ideal, donde
la energia térmica promedio esta dada por: Ejepp = %Mcg, donde M es a la masa
de la nube colapsando y ¢ la velocidad del sonido. La energfa rotacional por E,.,, =
tMR?w?, donde R es el radio aproximado de la nube y w la velocidad angular



1.2. Evolucién del disco protoplanetario )

Figura 1.2: Un mapa espacial del gas CO en La Via Lactea, la concentracion de CO
aumenta a medida que nos acercamos al centro de la galaxia [Kuno et al., 2007].

de rotacion. La energia potencial gravitacional: Eg.,, = —gGM2/R. Si la nube
se encuentra en equilibrio termodindmico, se cumple el teorema del virial, donde:
Ecinética = Eterm + Erot = _%Epot- De tal manera que,

1

donde a = Eierm/ | Epot | ¥ B = Erot/ | Epot |- Si la energia cinética es mayor que la
energia potencial, la nube se expande particulas pueden escapar de la nube por efecto
de su rapidez (o + f > %) Si la energia cinética es menor que la energia potencial,
el colapso gravitacional hacia el centro de la nube seria inminente y no daria tiempo
a la nube de fragmentarse (o + f < %) Este es un modelo muy simplificado para
entender el colapso gravitacional de la nube protoplanetaria |Arreaga-Garcia et al.|
2014].

1.2. Evolucion del disco protoplanetario

El nacimiento de la estrella permite que se forme el disco protoplanetario, el
cual a vez da origen a los planetas y cuerpos menores cuya composicion material
dependera de las propiedades del disco [Beckwith et al., 1989, |Strom et al., 1989).
Los discos protoplanetarios pueden detectarse mediante varias técnicas, cada una
permite determinar caracteristicas especificas, temperaturas y/o regiones del disco
y nos permite investigar los procesos fisicos que se estan ocurriendo [Armitage, 2011].

Los telescopios opticos (como Hubble, Spitzer y Kepler) nos permiten observar
el gas que rodea a los discos protoplanetarios, los cuales a su vez no nos
permite observar el disco (www.jpl.nasa.gov). Pero, los radiotelescopios nos permiten
detectar el polvo que re-irradia la irradiacion estelar en el infrarrojo (IR) ALMA
Partnership et al.| [2015]. Esto permite observar el disco a través del gas, porque
a mayor longitud de onda, el flujo de emision IR del disco es mayor que el flujo
del espectro visible. Las diferentes longitudes de onda IR corresponden a diferentes
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temperaturas y por lo tanto diferentes regiones en el disco. De hecho, este exceso
de IR fue la primera evidencia observacional de discos alrededor de estrellas jovenes
[Strom et al., 1989, Beckwith et al., 1989|. La geometria del disco y la correspondiente
Distribucion Espectral de Energia (DEE) se muestran esqueméaticamente en la
Figura adaptacion |[Dullemond et al. [2007], donde se muestra que la emision
del infrarrojo cercano y medio (longitud de onda méas corta) proviene de las regiones
internas mas calientes del disco (radios pequerios). La emision del infrarrojo lejano
(longitud de onda més larga) proviene de la masa de polvo en las regiones externas
del disco, las cuales son 6ptica mente delgadas y la emisiéon submilimétrica que
proviene principalmente del plano medio del disco externo.

107
A 10* 2
L 3
o . s
510 % 3
o ]
> 10" 2

0"

0.1 T10 ] 100 § 1000 i 1000.0

Figura 1.3: Ejemplo de distribucién espectral de la energia en un disco
protoplanetario, es decir, la emisién térmica observable a lo largo del disco
(adaptacion deDullemond et al.||2007).

Los procesos de evolucion en los discos circunestelares varian dependiendo de tipo
de estrella [Armitage, 2011] y comparten caracteristicas similares como: procesos de
acrecion viscosa, asentamiento de polvo, fotoevaporacion y otros. Entre los tipos de
estrellas méas estudiados se encuentran las estrellas T-Tauri y las Herbig Ae/Be, la
cuales estan envueltas en nubes de gas y polvo y pueden estar rodeadas de un disco
circunestelar [Perez and Grady, 1997].
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Las T-Tauri son estrellas visibles en el rango de color blanco-amarillo hasta
naranja (tipo espectral F, G, K, M) y con una masa inferior a dos masas solares.
Al tener un radio mayor su luminosidad es significativamente mas alta, pero su
temperatura superficial es demasiado baja para iniciar reacciones nucleares, esto
hace que la estrella se contraiga liberando energia gravitacional para dar origen a
una estrella de la secuencia principal, este proceso toma entre 10 y 100 millones
de anos. La contraccion hace que el momentum angular aumente de tal manera que
estas estrellas tienen periodos de rotacion cortos (alrededor de doce dias) comparados
con el Sol (alrededor de un mes). Las estrellas T-Tauri son muy activas y variables
[Perez and Gradyl, 1997].

Las estrellas Herbig Ae/Be, son estrellas jovenes visibles de color blanco y azulado
(tipo espectral A y B) y con una masa entre 2 y 8 M. Estas estrellas atin no han
iniciado la fusion de H en su ntucleo, ya que se encuentran en la fase de formacion
estelar, contrayéndose y aproximandose a la secuencia principal. En ocasiones, las
estrellas Herbig Ae/Be muestran cambios significativos en su brillo, se piensa que
se debe a la existencia de protoplanetas o planetesimales en el disco circunestelar
|[Perez and Grady, (1997].
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Figura 1.4: Etapas de formacion de un sistema planetario y clasificacion del origen
de la distribucion espectral de energia. (adaptacion de [Dullemond et al.|2007).

Los discos protoplanetarios pueden clasificarse observacionalmente segin la
forma de su DDE, es decir, el flujo de radiacion IR. Es importante aclarar que
es la emision del polvo la que se mide y no la del gas. Cuantificando el exceso en el
IR la clasificacion resulta en (ver Figura adaptacion de Dullemond et al. |2007):

= Clase 0: La DEE posee un pico en ~ 100 um, existe gran cantidad de polvo
y predomina el IR lejano. Toda la emision es similar a un cuerpo negro frio
(la temperatura es de ~ 10 K) proviene de una nebulosa de polvo y gas de
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~ 10.000 ua. En esta fase predomina el proceso de acreciéon que da origen a
la protoestrella. La masa que rodea a la estrella es de 2 0,5Mg. La edad del
objeto es de ~ 10* afos|Dullemond et al., 2007].

= Clase I: La DEE es mas plana, menos pronunciada, hay menos cantidad de
polvo y predomina el IR medio. Se ha formado un disco de acrecion (~ 0,1 M)
en torno a una protoestrella central y existe evidencia de flujos bipolares. En
el descenso que se encuentra a unos ~ 10 um nos dice que hay silicatos (similar
a la arena de playa) en el polvo alrededor de la estrella. La edad del objeto es
de ~ 10° afios. En el caso del Sol, se estima que su etapa de protoestrella duro
de cien mil a un milléon de afios|Dullemond et al., 2007].

» Clase II: Poseen una DEE en descenso. Estos objetos se llaman “Estrellas
T-Tauri Clasicas”. Se tiene un sistema, con una estrella central en torno a la
cual rota un disco de gas y polvo visible que ha disipado la nube molecular que
lo envolvia. La mayor parte de la energia viene del objeto central (cuerpo negro
caliente), pero todavia hay emision del disco, mas de lo que cabria esperar de
un cuerpo negro. La masa de disco ahora es ~ 0,01 M. La edad del objeto es
de ~ 10°% anos[Dullemond et al., 2007].

= Clase III: Son estrellas de pre-secuencia principal con muy poco o ningin
exceso en el IR. Son las estrellas T-Tauri con lineas espectrales Balmer de H
débiles y metales ionizados. La estrella central ha evolucionado hacia un estado
previo a la etapa de secuencia principal. El gas del disco ha desaparecido casi
por completo, quedando constituido, principalmente, por un gran niimero de
escombros < 1km. La masa de disco ahora es~ 0,03 M. Estos discos tienen
radios entre (10 — 100 ua). La edad del objeto es de ~ 107 afios|Dullemond
et al., 2007).

1.3. Formacion del Sistema Solar

El origen del Sistema Solar es uno de los problemas fundamentales de
la astrofisica y es el sistema con mayor informaciéon obtenida. La simulacion
computacional es el mejor medio para estudiar y poner a prueba los diversos modelos
teoricos. Todo esto complementado con las observaciones astrofisicas limitadas de
las regiones de formacion de estrellas, discos circunstelares y datos de otros sistemas
planetarios alrededor de las estrellas y pulsares [Wolszczan and Frail, (1992, Banit
et al., [1993|.

Una teoria completa del origen de los sistemas planetarios debe explicar los
siguientes hechos observados |[Lissauer) 1993|:

1. Inclinacion orbital: Si la estrella se forma por acrecion del disco o si el disco es
un remanente de la formacion de la estrella, por conservacién del momentum
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angular, el disco y la estrella deben tener la misma inclinacién orbital. En el
Sistema, Solar, las 6rbitas de los principales planetas, asi como los de la mayoria
de los objetos menores (planetas enanos y asteroides) son casi coplanares
(plano de la ecliptica), y este plano orbital esta cerca del ecuador del Sol
(entre el plano de la ecliptica y el Sol existe un angulo de siete grados). Pero
en otros sistemas planetarios, practicamente la totalidad de los exoplanetas
presentan una inclinacion orbital entre 80 y casi 90 grados y se encuentran a
menos de una unidad astronémica, como se muestra en la Figura [Akeson

et al., [2013].
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Figura 1.5: Inclinacion orbital de los exoplanetas encontrados alrededor de las
estrellas [Akeson et al., [2013].

2. Orbitas retrogradas. Se espera que los planetas que se forman a partir del
disco orbiten mas o menos en el mismo plano y en la misma direccién que su
estrella. Varios exoplanetas (mas de seis) tienen oOrbitas retrogradas, es decir,
orbitan en direcciéon contraria al sentido de rotacion de su estrella.

3. Espaciamiento orbital: Los principales planetas estan confinados a distancias
heliocéntricas de < 30 ua, y la separacion entre sus Orbitas aumenta con
la distancia desde el Sol. Las trayectorias orbitales de los ocho planetas
principales no se cruzan, ni siquiera se acercan estrechamente. Pluton, cuya
orbita cruza la de Neptuno, estd protegido de encuentros cercanos con este
cuerpo masivo por una resonancia orbital 3:2. Aparte del cinturén de asteroides
entre 2,1 y 4 ua y las regiones cercanas a Jupiter, el espacio interplanetario
contiene muy pocos escombros. Sin embargo, la mayoria de las 6rbitas con
estas regiones vacias son inestables a las perturbaciones de los planetas en
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escalas de tiempo cortas comparadas con la edad del Sistema Solar. Asi, en
cierto sentido, los planetas estdn tan cerca como pueden estar. Sin embargo,
los planetas menos masivos podrian estar en 6rbitas més apretadas.

4. Rotacion planetaria: Seis de los ocho planetas principales de nuestro Sistema
Solar giran alrededor de su eje en la misma direccién que tienen alrededor del
Sol, y tienen inclinaciones axiales de < 30°; Sin embargo, Venus, Urano (y
Plutén) giran en la direccion retrograda.

5. Distribucién del Momento angular: Debido al proceso de acrecion que conduce
a la formacion de la estrella y considerando que el momentum angular se
conserva, la estrella debe adquirir cerca al 99 % del momentum angular. Las
observaciones muestran que las estrellas tienen menos del 1% del momentum
angular de todo sistema. En el Sistema Solar, mas del 98 % del momento
angular esta contenido en los movimientos orbitales de los planetas jovianos.
Esto ha conducido a plantear diversas formas de transferencia de momentum
angular de la estrella al disco. Por el contrario, los momentos angulares
orbitales de los sistemas de satélites de los planetas gigantes son mucho
menores que los momentos angulares de rotaciéon de los planetas.

6. Edades: Segin la datacion por radioisdtopos realizada a meteoritos primitivos,
estos indican edades de 4,560, 02 x 10° afios. Estas son las rocas mas antiguas
conocidas y sus edades se asume son las mismas del Sistema Solar. La mayoria
de los meteoritos datados tienen de 4,4 — 4,56 x 10° afos, las rocas lunares
tienen edades de 3,1 — 4,4 x 10? afios y las rocas terrestres son < 4,1 x 10°
anos de edad.

7. La estructura mineral y cristalina: Muchos meteoritos primitivos presentan
eventos rapidos de calentamiento y enfriamiento. La evidencia de campos
magnéticos (locales) de orden de un Gauss, durante la época de formacion
del planeta también esta presente.

8. Composiciones: Los planetas terrestres, que orbitan més cerca del Sol, estan
compuestos principalmente de material rocoso denso y refractario (alta
temperatura de condensacion). Las densidades bajas de los planetas maés
grandes, Jupiter y Saturno, implican que el H y el He son los componentes
dominantes, sin embargo estos planetas estdn todavia enriquecidos con
elementos de Z més altos (mas pesados que el He). Jupiter tiene el 90 % de masa
en H y He y Saturno el 77 %. Orbitando més lejos del Sol, Urano y Neptuno
tienen una densidad intermedia no comprimida, implicando composiciones
dominadas por un material de Z alto, con ~ 5 —20% de H y He (Las
abundancias de H y He en estos planetas son dificiles de estimar, no se
sabe con exactitud si el material mas pesado es principalmente roca muy
densa o "hielos" fundidos de densidad mas baja: Agua H50, Amoniaco N Hs y
Metano C'Hy). Las lunas de los planetas exteriores consisten en roca y hielo en
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10.

11.

12.

13.

proporciones variables. Los asteroides son rocosos, pero sus bajas densidades,
en relacion con los planetas terrestres, sugiere un componente mas ligero, tal
vez silicatos hidratados. El cometa Halley consiste en una mezcla de hielo, roca
y particulas orgéanicas: Carbono, Hidrogeno, Nitrogeno y Oxigeno (CHON).
Aparte de los elementos extremadamente volatiles como el H, N y gases nobles,
la abundancia de elementos del Halley parece ser casi solar.

Masas planetarias: En conjunto los planetas representan menos del 0,2% de
la masa del Sistema Solar. Los mas alejados son los planetas més masivos,
Jupiter y Saturno, seguidos por los planetas exteriores Neptuno y Urano. Los
planetas relativamente mas pequenos denominados rocosos orbitan méas cerca
del Sol. Entre los planetas rocosos y jovianos orbitan varios planetas enanos
y asteroides. La masa total del cinturén de asteroides es solo el 1% de la de
Mercurio, el planeta rocoso mas pequeno.

Cinturén de asteroides: Aproximadamente 3 x 1024 g de material se distribuye
entre innumerables asteroides y planetas enanos orbitando entre Marte y
Jupiter. La distribucién de tamano de los asteroides sigue aproximadamente
la ley de potencias con un indice de tamano incremental entre —2.5y — 3,0
el cual tiene una pendiente similar a la esperada de la teoria apropiadamente
ajustada y estudios experimentales de fragmentaciéon. La excentricidad y las
inclinaciones de las orbitas asteroidales son aproximadamente distribuciones
de Rayleigh, con medias de 0,14 y 15°, respectivamente. Estos pardmetros
orbitales corresponden a velocidades aleatorias de ~ 5 km/s, sobre la velocidad
de escape de 1,7km/s desde Ceres, el asteroide méas grande.

Sistemas de satélite: La mayoria de los planetas, incluyendo todos los planetas
gigantes, tienen satélites naturales. La mayoria de los satélites planetarios
cercanos se desplazan en orbitas de baja inclinacién y baja excentricidad.
Las pequenas lunas distantes tienden a tener grandes inclinaciones y
excentricidades.

Asteroides y meteoritos: Una variedad de espectros, mineralégicos y la
evidencia dindmica implica que casi todos los meteoritos vienen del cinturon
de asteroides. El registro de meteoritos muestra evidencia de una poblaciéon
diversa de asteroides, con algunos planetas enanos que se han derretido y otros
que permanecen en un estado mas primitivo.

Composicion isotopica: Aunque las abundancias de elementos varian
sustancialmente entre los cuerpos del Sistema Solar, las proporciones isotdpicas
son notablemente uniformes. Esto es cierto incluso para muestras de meteoritos
muy pequenas. La mayoria de las variaciones isotopicas pueden explicarse como
resultado del fraccionamiento en masa (causado, por ejemplo, por diferencias
en la eficacia del enlace quimico o por escape atmosférico diferencial), o
como productos del decaimiento radiactivo. Sin embargo, pequenas variaciones
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14.

15.

en la relacion isotopica de oxigeno y unos pocos oligoelementos en algunos
meteoritos primitivos implican que la nebulosa protoplanetaria no estaba
completamente mezclada a nivel molecular.

Registro de crateres: La mayoria de las superficies solidas planetarias y satélites
presentan crateres. A las tasas de impacto actuales, se requeriria mucho mas
tiempo que la edad del Sistema Solar para crear una alta densidad de crateres.
Por lo tanto, la tasa de impacto debe haber sido mucho mayor en una época
anterior. Las edades radiométricas de las brechas lunares y los derretimientos
de impacto implican que las tasas de craterizacion fueron mucho mayores
durante los primeros 8 x 10® afos de la historia del Sistema Solar que en
la actualidad.

Cometas: Aproximadamente 10'2 cometas de radio R > 1 km orbitan al Sol
a distancias mas alla de 10* ua; Este enjambre, denominado nube de Oort,
estd isotropicamente distribuido con respecto al Sol, aparte de las asimetrias
producidas por el campo de mareas de la Galaxia. Mas cerca del Sol, hay
evidencia de un segundo reservorio de cometas, el Cinturéon de Kuiper, un
disco aplanado a distancias heliocéntricas de 40 ua.



Capitulo 2
Dinamica orbital

Los sistemas planetarios (Sol - planetas, planeta-satélites, estrella-exoplanetas)
tienen su origen en el colapso gravitacional de una nube de gas y polvo
(nube protoplanetaria) [Lissauer, [1993|. Para el caso del sistema planetario,
pulsar-exoplanetas, de los remanentes del colapso gravitacional de una estrella
supergigante [Banit et al.l 1993|. Mediante un proceso de acrecion se forma una
estrella masiva y un disco de planetesimales que orbitan la estrella (de masas muy
pequefias), los cuales a su vez dan origen a planetas rocosos o gigantes [Boss|
2001a,b|. En lo que sigue se desarrollara el formalismo que describe el movimiento
del planetesimal alrededor de la estrella, desde el punto de vista de la mecénica
clasica.

2.1. Orbitas de los planetesimales

Consideremos un cuerpo de gran masa (M) en un punto fijo (centro de fuerzas) y
otro cuerpo de masa pequena (m < M), moviéndose a una distancia r bajo la fuerza
de atraccion gravitacional. El Lagrangiano del sistema, tomado en coordenadas
polares (r,6) en el plano del movimiento y con el origen en el punto fijo, esta dado

porf}

1 - GMm
L=-m <7’2 + r292> + : (2.1)
2 r
como en este Lagrangiano no aparece explicitamente el tiempo la energia mecanica
total se conserva, F/ = constante. La solucién de la primera ecuaciéon de movimiento

es trivial,

dt

como la coordenada 6 es ciclica, tiene asociada una cantidad conservada, que debe
ser evaluada a partir de las condiciones iniciales; el momentum angular orbital,
L = mr?0 =constante. La segunda ecuaciéon de movimiento

d (0L oL d 25
yr (%) 90 = 0, entonces, — (mr 8) = 0;

INétese que tenemos una ecuacién paramétrica, donde el pardmetro es el tiempo t: 7 = 7(t) y

0 =0(t).
13
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0.

dfocy oL . I' GMm _
dt \ or mr -

Cor mr3 72
Hacemos el siguiente cambio de variable, r = 1/u, donde u = u(r)

- L du L L? d2u
"TThmae T T der

la ecuacion de movimiento toma la forma,

L? [d% /1 1 GMm
—— | 5 |-+t + = 0;
mr2 | df? \ r r r2
que es la ecuacion diferencial de la orbita. Para que la ecuacion se cumpla, el término
dentro del paréntesis debe ser:

d_2 1 _|_1——GMsm
do? \ r r L2

Haciendo el cambio de variable w = w(r), w = 1/r — GM,m/L?*, obtenemos:

LA
- w =
df? ’
cuya solucion inmediata es :w = A,cos(f — 0,), siendo A, y 0, constantes de

integracion, las cuales dependen de las condiciones iniciales, como

1 GMym?
S = Aycosf -~
" cost + 2
se ha hecho, 6, = 0, por simplicidad. Haciendo, a = L?/GMm? y ¢ =

A,L?/GM,m?* = A,a, obtenemos la ecuacién de una conica:
Q

1+ecosf’
en la Figurapodemos observar las diferentes trayectorias, r = r (6), que se forman

para diferentes valores de la excentricidad €; para e = 0 tenemos una circunferencia,
€ < 1 una elipse, € = 1 parabola y € > 1 hipérbola [Goldstein, [1994].

r =
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Figura 2.1: Trayectorias posibles dependiendo de la excentricidad |Goldstein), 1994].

Tenemos trayectorias circulares (e = 0) o elipticas (e < 1) para los planetesimales
ligados a la estrella, hiperbolicas (e > 1) para los planetesimales que se acercan a
la estrella desde una distancia muy grande y luego la abandonan para siempre, y
parabolica (e = 1) para el caso limite entre las trayectorias eliptica e hiperbolica. Nos
interesa el caso donde el planetesimal se encuentra ligado a la estrella, por lo cual
debemos imponer la condicion, 0 < € < 1, necesariamente debe ser o = a (1 — €?),
el cual recibe el nombre de semilatus rectum, gor consiguiente,

a(l—e?)

= -/ 2.2
1+ ecost (2.2)

% — /GMa(l — &). (2.3)

Deseamos ahora relacionar los parametros o y A, con las constantes de
movimiento F y L. Como en los puntos absidales de la trayectoria (pericentro y
apocentro), la energia cinética radial es nula, podemos escribir,

L? GMym L? GMym
2 - = 2 - )
Tmin "min T méx "min

E =

2m 2m

donde rp =a(l—€®) /(1+€) y rpax = a (1 —€?) /(1 — ). Sustituyendo el valor
de 7 (0 Tsx)s obtenemos,
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G*M?2m? ,
sustituyendo L, ecuacion (2.3),
E G M;
i 2.5
m 2a (2:5)

notese que la energia mecanica total no depende de la excentricidad de la orbita.
Despejando € en la ecuacion (2.4)), obtenemos la excentricidad,

1 2EL? 96

‘= + G2M?2m3’ (26)

la excentricidad depende de la energia mecanica total, F, para tener una

circunferencia o una elipse la energia debe ser negativa, £ < 0; para una parabola

la energia necesariamente debe ser cero, £ = 0 y para una hipérbola la energia debe
ser positiva, £/ > 0.

2.1.1. Distancia media y media temporal de la distancia
El valor medio 7 de la distancia de wun planetesimal que sigue una
trayectoria eliptica, es el promedio entre la minima distancia estrella-planetesimal
(perigeo), rmin = a(1—€*)/(1+¢€), y la maxima distancia (apogeo), rpax =
a(l—é*)/(1—e):
1

= 2 [ min T Tméx] =a (2.7)

El valor medio 7 no coincide con la media tempora]ﬂ (ry de la distancia, a lo
largo del movimiento:

(r) = %/OTT(t)dt.

Partiendo de la ecuacion de Kepler, wt = 1 — esin, diferenciando, wdt =
(1 — ecos) dyp; y la ecuacion r(t) = a(l — ecos®)) y que wr = 27

(7"):%/OT(l—ecosw)de:a(l—i—;). (2.8)

2.1.2. Orbitas de los planetas
Si un planeta tiene una masa bastante grande comparada con la masa de la
estrella, m ~ M,, orbitan mutuamente el centro de masa O como se muestra en la

Figura

2Se define la media temporal de una variable f = f(t) durante un periodo 7 como: (f) =

L[5 f(t)de.
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Figura 2.2: Sistema estrella-planeta orbitando mutuamente su centro de masa.

Colocando el origen del sistema de coordenadas en el centro de masa, la posicién
de la estrella estard dada por el radiovector Ty y la posicion del planeta por r_g, se
cumple la ecuacion:

Mrs = mr,
de donde, 7y = mr,/M,. Como r = r,+7rs = r,+mr,/Ms =r, (1 + m/Mj), tenemos
r m T

g T‘S: ™
(SR M1+ 2

Tp

Ahora, el momento de inercia de los dos cuerpos en movimiento es:

I = mrf, + Myr? = pr?

hemos hecho,

Mom
My, +m
donde g recibe el nombre de masa reducida. Esto quiere decir que el sistema
estrella-planeta podemos reducirlo a un sistema de una sola particula: el movimiento
relativo del sistema estrella-planeta es equivalente al movimiento relativo de un
cuerpo de masa igual a la masa reducida i bajo una fuerza igual a la interaccion
existente entre el sistema estrella-planeta:

GMym

r2

/’L:

prt =

Y

como se ilustra en la Figura [2.3]

En consecuencia, la aceleraciéon de un planeta masivo m con respecto a la estrella
que orbita estd dada por: i = —G (M +m)/r% Esto significa que es posible
estudiar el movimiento relativo de m con respecto a M, como si m estuviera atraida



2.1. Orbitas de los planetesimales 18

X

Figura 2.3: Movimiento de la masa reducida bajo un potencial central.

gravitatoriamente por una masa eficaz, fija, de valor (M, + m), situada en lugar de
M,. Las ecuaciones obtenidas hasta el momento son estrictamente ciertas para un
sistema de dos cuerpos aislados. Claramente este es un concepto idealizado que no se
da exactamente en la naturaleza. Un sistema planetario contiene muchos cuerpos (no
solamente dos) y aunque el planeta puede tener una masa comparable con la masa
de la estrella, la masa de la estrella predomina determinando el comportamiento
orbital del planeta. La consideracion de un movimiento eliptico entre cada par
estrella-planeta es ttil y bastante aproximada. La ecuacion de movimiento para

el -ésimo planeta con respecto a su estrella puede ser escrita como:

z - - 5 is 2.9
7 2 +a (2.9)

en la cual las a; son aceleraciones de magnitud muy pequena que contienen los
efectos perturbativos sobre el i-ésimo planeta de todos los demas planetas del sistema,
[Goldstein, 1994]. Estas perturbaciones causan que los elementos de la elipse de la
orbita planetaria varien de manera periédica.
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Figura 2.4: Variacion de la excentricidad orbital de La Tierra en el tltimo millon de
anos|Berger, |1988].

Por ejemplo, la excentricidad e de la 6rbita de la Tierra (que actualmente es de
0,0167), varia desde 0 hasta 0,06; el componente mayor de estas variaciones ocurre
en un periodo de 413.000 anos. También hay ciclos de entre 95.000 y 136.000
anos, siendo el ciclo mas conocido de unos 100.000 anos. Recientes investigaciones
|Lisieckil |2010| establecieron que la inclinaciéon de la 6rbita de la Tierra cambia por la
influencia de los demés planetas. La variacion en la inclinacion de la 6rbita de Tierra
tiene un periodo de aproximadamente 70.000 anos y fue estudiada inicialmente por
Milankovitch |[Berger, [1988|. El principal perturbador es el planeta Jupiter y el plano
de la ecliptica oscila alrededor del plano de la 6rbita de Jupiter (este plano permanece
aproximadamente invariante). La oscilacion del plano de la ecliptica es de unos
100.000 anos respecto al plano invariante el cual coincide con el ciclo predominante
en las edades de hielo.

El momentum angular orbital de un planeta puede cambiar, debido a la
perturbacion de los demés planetas (Ver Figura . El momentum angular orbital
depende del semieje mayor y la excentricidad orbital, por lo cual su variacion
implica una variaciéon en la excentricidad orbital: Ae = €7 —¢; y en el radio orbital

Ar =1y —1;; de tal manera que se genera un cambio en la energia cinética orbital:
AEqip = L7/2mr} — L [2mer}:

AE,; M, [(1—¢€ 1—¢
m 2 T T
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Figura 2.5: Variacion del momentum angular y la inclinacién orbital.

La inclinacién orbital de un planeta también puede cambiar, A0 = 0; — 0,
debido a la perturbacion de los demas planetas (Ver Figura . Por consiguiente,
se presenta un cambio en la direcciéon de la velocidad pero no en su magnitud,
aplicando el teorema del coseno: Av® = v} + v} — 2vv5 cos AB, si v; = vy tenemos,
Av? = 4v?sin? (A0/2). Podemos expresar la velocidad orbital del planeta haciendo
uso de la Ccuacion de movimiento: mov?/r = GMym/r?, donde: v} = GM,/r;. La
variacion de la inclinacién orbital Af se manifiesta en una variacion de energia
cinética: AEy = tmAv?:

AEoip _ 2GM; oo (Qf - 81') (2.11)

m T; 2



Capitulo 3
Modelo estadistico

3.1. Discos de transicion

Los discos de transiciéon son de clase II y consta de la estrella rodeada de disco
interno y externo separados por un gap. El disco interno tiene un radio interno g,
(radio de sublimacion) y externo r,,, (radio donde inicia el gap), esta constituido
generalmente de polvo de baja densidad. El gap no contiene polvo, muchos autores
[Andrews et al.l 2011} Bruderer, 2013| consideran que se debe a la formacion de un
planeta el cual ha capturado todo el polvo existente a su alrededor. El disco externo
esta constituido por un disco de gas y polvo de alta densidad, el disco de gas tiene
un espesor que va desde 7.4, (radio de la cavidad de gas) hasta 7w, (radio de
la cavidad de polvo) y el disco de polvo desde 7.y hasta r, (radio externo) (ver
Figura [3.1]).

Como punto de partida para nuestro modelo, adoptamos la estructura fisica
sugerida por |[Andrews et al., 2011, implementado por |[Bruderer, |2013| y aplicado
para un analisis similar de Ophiucus IRS 48 |[Bruderer et al., 2014]. Se supone que la
densidad superficial del gas es una ley de potencias exponencial, siguiendo el modelo
del disco viscosidad dependiente del tiempo v ~ Ry |[Lynden-Bell and Pringle, |1974}
Hartmann et al. |1998].

La densidad superficial X' del gas y polvo esta dada por:

S(r) = %, (g) Cexp [— (%)2_1 (3.1)

la cual depende del indice v y los parametros criticos Y. y r.. El indice v de
la ley de potencias se toma como v = 1, de acuerdo con los resultados para
discos normales con distribuciones continuas de polvo y otros estudios de discos
de transicion [Andrews et al., 2011].

El disco de polvo interno esta definido por el perfil X(r), partiendo del radio de
sublimacion rg,, hasta ry,,, escalado por un factor d,.0, de la forma: d,01m0 Xpotvo (),
para adaptarse a la parte del infrarrojo cercano de la DEE. El tamano del disco
interior por lo general es arbitrario ya que no tiene un efecto significativo sobre
el exceso de infrarrojo cercano. Entre ry,, y 7regas (radio de la cavidad de gas), la

21
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Figura 3.1: Estructura de gas y polvo de un disco de transicion.

densidad del polvo se reduce en un factor d.peme (la caida en la densidad del polvo
dentro de la cavidad), mientras que la densidad del gas d,,5 se escala con el factor
Ogas, €s decir, 6gus24qs(r). La Figura (Figura adaptada de van der Marel et al.|
muestra el perfil de densidad genérica de gas y polvo.

La estructura vertical de gas y polvo sigue una distribuciéon gaussiana, definida
por un 4ngulo de altura de la escala h = h.R/R.)¥. Un disco en equilibrio
hidrostatico tendra ¢» = 0,25, mientras que un disco plano (h/r = constante) tendra
1 = 0. El exceso de infrarrojo cercano y lejano en la DEE se relaciona directamente
con la altura de escala h(r) resultante para rsu ¥ Tepowo, respectivamente. La
estructura vertical es una simplificacion y no tienen en cuenta el equilibrio
hidrostatico de la temperatura del gas o del polvo.

Para la distribucion vertical de polvo se ha introducido un gradiente de tamano,
de tal manera que los granos més grandes se concentran hacia el plano medio y
los granos mas pequenos se distribuyen a alturas verticales mas grandes. En la
practica, esta parametrizacion imita de forma cruda la sedimentacion con polvo. En
cada radio, una poblacion de "pequenos" granos representa una pequena fraccion
de la densidad total de la columna, (1 — f)X, y se distribuye verticalmente como
una gaussiana con altura de escala h = h.(R/R.)?. Por el contrario, la mayor parte
de la columna total (fX) estd compuesta por una poblacién de grano "grande",
condensada hacia el plano medio con una altura de escala x" (donde x < 1). En un
sistema de coordenadas esféricas con simetria especular y azimutal, las estructuras
de densidad bidimensional para cada poblacién de polvo son
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Figura 3.2: Perfil de densidad superficial genérica del gas (color verde) y el polvo
(color gris) [van der Marel et al., 2016].

_a-nHr | 1(m/2-0 2
po= LD p[ (252 )] (32

RS IR C PRI
= Vo p[ (7 )] &

donde los subindices s y [ denotan las poblaciones de polvo pequenas y grandes,
respectivamente, 0 es la coordenada de latitud (vertical) medida desde el polo (6 = 0)
al ecuador (el plano medio, §# = 7/2) , y el valor de X' depende de la posicion radial
como se ha indicado anteriormente. Obsérvese que en este sistema de coordenadas,
la altura de la escala h es un angulo: La altura de la escala en unidades fisicas
(distancia) es H ~ hR. Un perfil genérico de densidad transversal con esta forma
paramétrica se muestra en la Figura (imagen tomada de |Andrews et al. 2011).
La curva azul sigue la poblacién de polvo "grande", concentrada hacia el plano
medio con una altura de escala yh. La curva naranja marca la "pequena" poblacion
de polvo que domina en la atmosfera del disco, y la curva discontinua traza el perfil
compuesto. La fraccion de la densidad de columna aportada por la gran poblacion
de polvo se denomina f.
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Figura 3.3: Modelo de densidad transversal de gas (linea roja) y polvo (linea azul)
del disco de transicion |[van der Marel et al.l 2015].

Este modelo de estructura tiene once parametros: cinco describe el perfil de
densidad superficial, {X., 7, 7c, Ocpotvos Tepoivo} ¥ Otros seis que caracterizan la
distribucion vertical del polvo, {he, ¥, X, f, Brim, Pwan }- Algunos de estos parametros
no pueden ser determinados con los datos disponibles, por lo cual se fijan con
valores representativos. Por ejemplo, v = 1, de acuerdo con discos normales con
distribuciones de polvo continuas. El parametro y = 0,2 corresponde a los granos
grandes distribuidos un 20% de la escala de altura, h y f = 0,85 el 85% de la
columna total compuesta de la poblacion de granos grandes.

La fotosfera estelar se considera como un cuerpo negro, el cual interviene en el
proceso de acrecion, a través de los parametros de temperatura y luminosidad, los
cuales estan relacionados de la siguiente manera:

GM, - 1
—M

R,  oTi
donde B,(T,.,v) es la funcion de cuerpo negro de Plapck, G la constante
gravitacional, M y R, la masa y el radio de la estrella, M la tasa de acrecion

de masa y o la constante de Stefan-Boltzmann. Los valores observados de M son
inciertos hasta un orden de magnitud y variables con el tiempo.

Loe(v) = B, (T, v)

(3.4)
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3.2. Inclinacion de Discos de transicion.

Como se ha mostrado, los sistemas planetarios se forman a partir de discos de
gas y polvo que rodean estrellas recién nacidas. Hasta ahora se pensaba que estos
discos protoplanetarios eran perfectamente planos y se asumia que los protoplanetas
estaban determinados a mantenerse en este mismo plano. Al comparar diferentes
modelos tridimensionales del disco con observaciones reales, astronomos identificaron
y caracterizaron la geometria del sistema, en donde establecieron que cada disco se
encuentra en un plano distinto [Marino et al., 2015, como se muestra en [3.4] (imagen
tomada de |Marino et al., 2015).

Z

r 3

Disco interno

Disco externo

Figura 3.4: Vista esquematica de la inclinacion de los planos orbitales de los anillos
en el disco de transicion HD 142527 [Marino et al., [2015].

La inclinacién orbital de un disco puede cambiar, A0 = 0; — 0;, debido a la
presencia de otro disco. Por consiguiente, se presenta un cambio en la direcciéon
de la velocidad pero no en su magnitud, aplicando el teorema del coseno: Av? =
v} 4 07— 2v;05 cos A, si v; = vy tenemos, Av? = 407 sin’*(A/2). Podemos expresar
la velocidad orbital de un planetesimal haciendo uso de la ecuaciéon de movimiento:
mv?/r = GMym/r?, donde: v} = GM;/r;. La variacién de la inclinacion orbital A6
se manifiesta en una variacion de energia cinética: AFEy = (1/2)mAv*:

Mgy _ 2GM, (ef - 9i> (35)
. .

m T;
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Este cambio de energia puede transformase en un cambio en la excentricidad
orbital: Ae = €7 —¢; y en el radio orbital: Ar = r; —r;; de tal manera que se genera
un cambio en la energfa cinética orbital: AEq 5 = L}/2mr} — L7 /2mr?:

ABqiy) _ GM, [(1—€f)  (1—¢))
m 2 Ty T

(3.6)

En sintesis, se presenta una transformacion de energia, de la forma: AEy; 5 —
DB, g)-

3.3. El modelo para el disco de transicion
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Figura 3.5: Observacion de ALMA de la emision de gas (izquierda) y polvo (derecha)
de los discos que rodean a DoAr44 |van der Marel et al., 2016).

Como ejemplo de disco de transicion hemos tomado el DoAr44 (también llamada
ROX44 y Harol-16 ) es un disco con un anillo de polvo simétrico de 60 ua de radio,
el cual se observo con ALMA ver Figura (Imagen tomada de |van der Marel et al.,
2016). Se encontrd que el radio de la cavidad del polvo era de repo, = 32 ua. El
tamano de la cavidad de gas es de r.gqs = 16 ua. El dgq52 dentro de las 16 ua es como
maximo < 1074, Se requiere una caida adicional en la densidad de gas entre 16 y 32
ua de 0,45 = 1072 para ajustar la emision observada [van der Marel et al., |2016]. Es
una estrella tipo espectral K3 (Mg = 1,3 Mg, Rs = 1,75 Rg), con una luminosidad
L, =14 Ls y se encuentra a una distancia de 125 pc.

Inicialmente se toma como sistema fisico el disco de transicion DoAr44,
béasicamente es un anillo polvo (y gas) completamente simétrico alrededor de su
estrella [van der Marel et al.| [2016]. Para modelarlo consideramos idealmente que
esta constituido por una proto-estrella esférica de gas y un anillo de planetesimales (o
gas), ambos se consideran como un sistema de particulas con masas iguales. Mediante
un proceso de acrecion los planetesimales pueden dar origen a objetos masivos
(planetas, planetas enanos, asteroides o cometas). En primera aproximacion, la
distribucion Gamma puede describir la geometria observada en el disco de transicion
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) ) r. (ua) | X. (g em™?) GDR Moo | Mgas
Densidad superficial 5% &0 100 0.05 55
N . Tcgas (ua) 59(152 7ﬂcpolvo (ua) 59@5 To (ua)
Estructura radial G Z10 1 39 102 &0
) ) Tsup(Ua) Tgap(U2) Spolvo
Disco interno 0.08 10 1% 102
. hc(rad) 770 fls X
Estructura vertical 01 01 0.85 0.2

Tabla 3.1: Parametros del disco de transicion DoAr44

DoAr44, se puede obtener la distribucion radial R, (1) de particulas para 0 < r < co
haciendo uso de la funcién densidad Gamma:

(Ar)*te r>0
0 r<0’

=i
R(r)y=2¢ "TI'@ (3.7)
donde R(r)r? es la densidad de probabilidad de encontrar una particula en la region
r y r + dr. Por consiguiente, al integrar en todo el espacio obtenemos la unidad:

Jo° R(r)dr = 1.

= mn"’Mrl

30 40 r{ua}

Figura 3.6: Grafica de la funcién densidad Gamma para o = 1,5,10 y A = 0,5.

En la expresion (3.7) se encuentran los parametros o > 0 que establece la forma
de la distribucion y A > 0 que determina el alcance de la asimetria positiva. El
término I'(«) es el responsable de la convergencia de la distribucion.
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En la Figura se muestra la funcion densidad Gamma, para a = 1 se obtiene
una funcién exponencial la cual viene a representar la proto-estrella central. La
funciéon exponencial corresponde a un sistema de particulas, cuyo nimero crece
exponencialmente hacia en el centro de la estrella y disminuye rapidamente a medida
que nos alejamos del centro. Para o > 1 tenemos un sistema de particulas formando
un anillo con asimetria positiva.

Las nebulosas protoplanetarias pueden considerarse como un gas de particulas
rarificado, es decir, cierta cantidad de particulas (d4tomos, moléculas o
planetesimales) se encuentran distribuidas en una region del espacio muy grande
(del orden de unidades astronémicas ~ 10" m). La formacion de la estrella o de
objetos masivos en el anillo esta determinada por el proceso de acrecion, es decir, la
manera como interaccionan las particulas para dar origen a un objeto masivo. En la
region del espacio considerado, la probabilidad que dos particulas se encuentren es
muy pequena (estadisticamente corresponde a un «evento raro») y la probabilidad
de que se encuentren mas de dos particulas simultdneamente, en términos practicos,
es nula.

Ahora se tiene que determinar como se dan estos eventos (el encuentro de dos
particulas) en el espacio. En la Figura se muestran tres clases de patrones que
pueden exhibir los eventos (regular, agregado y aleatorio), en un cuadrado de lado
unidad, y la frecuencia de las distancias entre los eventos.

= en el patron regular, no existen distancias pequenas o son menos frecuentes
que en el caso agregado, mientras que las intermedias tienen mayor presencia,

ver Figura (izquierda).

= en el patron agregado, hay una mayor cantidad de distancias pequenas y
grandes y una frecuencia mucho menor de cierta distancia intermedia, ver

Figura [3.7] (centro).

= en el patron aleatorio, se asemeja a una distribuciéon normal pero con una
asimetria positiva, ver Figura |3.7] (derecha).

Como se tiene un gas de particulas rarificado los eventos ocurren de una manera
completamente aleatoria, es decir, son procesos puntuales con aleatoriedad espacial
completa (Complete Spatial Randomness CSR). El concepto de aleatoriedad espacial
completa establece que el nimero de eventos en una region del espacio obedece a
una distribucion de Poisson.

Esto implica que no existen interacciones entre los eventos, lo cual se cumple
porque no existen interacciones de largo alcance, por consiguiente, un evento en
una region es independiente del otro evento en otra region disyunta de la anterior.
Un evento ocurre con regularidad e independencia, siendo el nimero de eventos
tedricamente ilimitado. Este comportamiento también valida la correspondencia con
la distribucién de Poisson, que se especializa en la probabilidad de ocurrencia de
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Figura 3.7: Eventos e histograma de frecuencias de un patron regular (izquierdo),
agregado (centro) y aleatorio (derecho) en un cuadrado unidad.

eventos con probabilidades muy pequenas. Notese, que la probabilidad es nula si se
considera el encuentro de mas de dos particulas en un instante de tiempo.

La probabilidad de Poisson de que un determinado nimero de particulas (k) se
encuentren en cierta posiciéon r esta dada por:

P(k,r,\) = & (Ar)F e, (3.8)

donde A > 0 es la frecuencia media, que es igual a la media y la varianza.

Se considera un sistema de particulas distribuidas aleatoriamente en el espacio
formando anillos concéntricos, alrededor de la estrella. Sea r; = ag la distancia
donde se da el encuentro de dos particulas (k; = 2) con una frecuencia media
A = 2/rq (como se muestra en la Figura [3.8)). Sea (5 > rq) la distancia donde se
da el encuentro de dos pares de particulas (ky = 4) con una frecuencia media de
Ao = 4/re. Sea (r3 > ry) la distancia donde se da el encuentro de tres pares de
particulas (k3 = 6) con una frecuencia media de A3 = 6/r3. Por consiguiente, r,, es
la distancia donde se da el encuentro de n pares de particulas (k, = 2n) con una
frecuencia media \,, = 2n/r,.

Esta frecuencia media de encuentros entre las particulas induce un proceso de
acrecion, el cual da origen a un objeto masivo, que orbita la estrella a una distancia
rn. Entonces 7, corresponde al radio orbital del objeto (semieje de la 6rbita) y n
corresponde a un ntimero de orbita. La relaciéon entre la primera frecuencia media
y las restantes esta dada por: \y = k,\,. El coeficiente x, debe ser directamente
proporcional a n (k, o n), donde la constante de proporcionalidad (e,) representa
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Figura 3.8: Particulas distribuidas aleatoriamente en el espacio formando anillos
concéntricos.

las fluctuaciones con respecto al valor r1. Se obtiene:

Tp = Qpn? (3.9)

donde a,, = €,r; es un parametro libre. El parametro ¢, esta relacionado con
el estado de la estrella en el momento que se da la formacion de los anillos. Si el
estado de la estrella cambia continuamente, se tiene una serie de valores ¢,, y si el
estado de la estrella es cuasi-estacionario, €, = 1, por consiguiente, se obtiene un
tnico valor para a, denotado como a, = r{, entonces,

T = asn’. (3.10)

Un proceso de Poisson consiste en contar eventos raros que ocurren a cierta
distancia. La distribucién acumulada de Poisson nos conduce a una funcion densidad
Erlang, mediante la ecuacién que relaciona un proceso de Poisson con la funcion
densidad Erlang:

2n

1 D © 1 n Az
ZH(Ar)ke A :/ )\W()\x)Z e Mdr.

k=0 =

La funciéon densidad Erlang en un caso particular de la funciéon Gamma, de
esta manera determinamos los parametros a y A de la distribucion Gamma (3.7)):
a=2n+1y XA =2n/r, Entonces, la distribucion radial de particulas esta dada
por:
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2n 1 2nr n _2nr

Ryr)= (=) — (=] e, (3.11)

rn ) (2n)\ 7y

como esta expresion es una funcién densidad, al integrar sobre todo el espacio se
debe obtener la unidad:
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Figura 3.9: Distribucion radial de particulas, R,(r), paran = 1,2,3 y r, = 1,4, 9,
respectivamente.

En la Figura se muestra la distribucién radial de particulas para n =
1,2,3, que da origen a tres anillos concéntricos con un maximo en r, = 1,4,9,
respectivamente. En cada anillo se genera un proceso de acrecion de materia que da
origen a un cuerpo masivo (planetas o planetas enanos) que orbita la estrella (en la
posicion r,,), y objetos de menor tamano a medida que nos alejamos de esta posicion
(satélites, asteroides o cometas), todo esto dependiendo de la existencia y cantidad
de materia existente. En consecuencia, n corresponde a un ntimero de 6rbita.
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Figura 3.10: Representacion grafica de ’Y,ﬁb (0,¢)‘Zsin 6. Armonicos esféricos que
generan la funcion para la distribucion de particulas que va a formar anillos.

La funcién radial R, (r) permite describir la distribucion de particulas a lo largo
de 7, mientras que la funcién angular Y,, (0, ¢) se encarga de distribuir las particulas
barriendo los angulos 0 y ¢ para formar al anillo, en otra forma, la funcion Y, (6, ¢)
encierra las particulas dadas por R,,(r) dentro de un anillo. Las lineas de un campo
gravitacional g son abiertas, por lo cual es campo es irrotacional: V x g = 0.
Siempre se cumple que el rotacional del gradiente de un campo escalar es nulo:
Vx (V) = 0, se obtiene inmediatamente que g = —V, donde el campo escalar ¢ es
el potencial gravitacional. El anillo no contiene la fuente del campo (masa que genera
el campo), por consiguiente, V - g = 0. A partir de estos resultados encontramos
facilmente la ecuacion de Laplace: V2p = 0. Los arménicos esféricos YL (6, ¢) son
funciones armonicas que representan la variacion espacial de un conjunto ortogonal
de soluciones de la ecuacion de Laplace (cuando la solucion se expresa en coordenadas
esféricas). Basados en la ortonormalidad de los armonicos esféricos:

2 T
/ / YE(0,0) Y (0,)sin0d0 dp = S
0 0

Encontramos la expresiéon que nos genera un anillo para distintos valores de n,
ver Figura |3.10, entonces:

Y, (0,0) = Y251 (0,0)| sin, (3.12)

es la funcion densidad para la parte angular de la distribucion,

/O%/OWYn(H,d))d@dqﬁ: 1.
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Para la estrella, « = 1 en la funcién de distribucion Gamma (3.7), por
consiguiente:

2n n
Sn(r) = _673717" (313)
Tn
esta expresion es una funcion densidad, por consiguiente, la integral sobre todo el
espacio debe ser la unidad,

La funcién angular para la estrella y el anillo deben tener la misma condicién de
frontera de Dirichlet. Si la funcién es armoénica en una regiéon, entonces en el interior
de la regién esta funciéon no posee ni valores maximos ni minimos, estos valores
maximos y minimos los adquiere la funcién inicamente en la frontera. Si la funcion
es constante en la frontera, el maximo y el minimo son iguales. En consecuencia, la
funcion angular para la estrella debe coincidir con el valor maximo de la primera
solucion armonica de la ecuacion (3.12)):

Z(6.6) =i (6.0) = |v§ 0.0 sin0 = 2

(3.14)

asimismo,

/O%/OﬂZ(H,qﬁ)dGcM:l.

:: r{ua)

Figura 3.11: Funcion densidad S, (r) para as =1y n=1,2,3.
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Con la funciéon de densidad radial R, (r) y angular Y, (0, ¢) podemos crear la
distribucion de particulas de polvo para el disco de transicion DoAr44 mostrado en
la Figura |3.12]
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Figura 3.12: Distribucion de particulas radial R,(r) y angular Y, (0, ¢) para el disco
de transicion DoAr44.

Las particulas en el anillo y la estrella se distribuyen obedeciendo a la funcién
densidad de materia:

To(r,0,0) = m,R,(r)Y, (0,9) (3.15)
on(r,0,0) = M,S,(r)Z(0,9) (3.16)

donde n denota el niimero de 6rbita, m,, la masa total de las particulas (polvo o gas)
que constituyen el anillo y M,, la masa total de las particulas (gas) que dan origen
a la estrella. Integrando

2w 00
/ // To(r,0,0)drdddp = m,
0 0
2m 00
/ // on(r,0,¢)drdddyp = M,
o Jo Jo

[e=]
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Aunque el elemento de volumen en coordenadas esféricas es dV =
r2sin @ dr df do, los términos r? y sin @, se encuentran inmersos en las distribuciones
radial y angular, respectivamente; con la finalidad de usar estas expresiones en los
algoritmos computacionales.

3.4. Modelo para el disco protoplanetario

Para establecer el modelo para el disco protoplanerario tomaremos como ejemplo,
el disco protoplanetario Hl-Tauri (abreviado HI-Tau), el cual se encuentra en la
constelacion de Tauro, a unos 450 anos luz (140 pc) de la Tierra en la nube molecular
de Tauro [Stephens et al.l 2014]. Contiene una estrella T-Tauri muy joven con una
magnitud aparente de 15.1, es decir, que es demasiado débil para ser observada
a simple vista. La estrella T-Tauri tiene una DEE Clase I-1I. El disco ha sido
ampliamente estudiado en el continuo de longitud de onda sub-milimétrica [Beckwith
et al., [1989| Kwon et al., 2011} |Stephens et al., 2014]. Las observaciones milimétricas
de mayor resolucion hasta ahora [Kwon et al., [2011] revelaron un disco de 120 ua y
sugirieron, en comparacion con la DEE, que los granos milimétricos ya se habrian
instalado en el plano medio. Ademas de la estructura del disco, se han descrito un
flujo de salida bipolar molecular (por ejemplo, Mundt et al., [1990) y una envoltura
[Men’shchikov et al.l |1999, Robitaille et al., |2007].

Las recientes observaciones de ALMA del disco que rodea a HL-Tau |[ALMA
Partnership et al..|2015], revelan una distribucion espacial del polvo muy compleja, el
disco protoplanetario esta conformado por una serie de bandas oscuras (D=Dark en
la Figura , tomada de ALMA Partnership et al, [2015), llamadas gaps y una serie
de bandas brillantes (B=Bright en la Figura tomada de [ALMA Partnership
et al., 2015). Se asume que los gaps se originan por la existencia de planetas que
barren o capturan la materia a su alrededor. Se encontr6 que la densidad del polvo
se disminuye en un factor de 10 en las aberturas principales en comparaciéon con
las bandas brillantes. Las masas anulares varian entre 10 y 100 Mg de polvo y
cada uno de los gaps mas profundos es consistente con la eliminacién de hasta 40
Mg, de polvo. Si este material se ha acumulado en cuerpos rocosos. El modelo de
transferencia radiativa propuesto indica que el anillo més externo decae en granos
milimétricos en comparacién con los anillos centrales. Esto sugiere un crecimiento
de grano mas rapido en las regiones centrales y/o migracion radial de los granos més
grandes. La morfologia de los gaps observados por ALMA muestran un alto grado de
contraste en comparacion con los anillos brillantes indicando que el disco de polvo
milimétrico es geométricamente delgado (altura de la escala ~ 1 ua a 100 ua) y que
una gran cantidad de asentamiento de grandes granos ya ha ocurrido. Asumiendo
un modelo estadndar de sedimentacién de polvo, encontraron que las observaciones
son consistentes con un coeficiente de viscosidad turbulenta de unos 10~%. Estimaron
que la relacion gas/polvo en esta capa fina es del orden de 5 si la relacion inicial es
100. La emision de HCO™ y C'O es consistente con el gas en movimiento Kepleriano
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Figura 3.13: Estructura del disco protoplanetario Hl-Tauri. Este esta conformado
por una serie de bandas brillantes compuestas de polvo y bandas oscuras (gaps)
donde se presume la formacion planetaria [ALMA Partnership et al., 2015].

alrededor de una estrella de 1,7 My en radios de < 10 — 120 ua. La masa del disco
es de unas 0,14 M.

El rastreo de las propiedades de las capas de polvo profundamente en el interior
del disco requiere observaciones a largas longitudes de onda (milimetro) en las que
el disco se vuelve 6pticamente delgado. Varios estudios de miltiples longitudes de
onda estan sugiriendo ahora que la mayor abundancia de grano depende del radio,
con una concentracion hacia el centro de los discos protoplanetarios, sin embargo,
la resolucién espacial fue insuficiente para resolver la estructura vertical de la capa
de polvo. En general, la region del plano medio de los discos permanece pobremente
limitada por las observaciones directas [Pinte et al., [2016].

HL-Tau se observo recientemente con ALMA utilizando lineas de base de hasta
~ 15 km a longitudes de onda de 0.8-3 mm, lo que dio lugar a resoluciones espaciales
hasta 3.5 ua J[ALMA Partnership et al., [2015]. Estos datos proporcionan la resolucion
angular critica necesaria para estudiar los detalles del plano medio del disco.
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Figura 3.14: El brillo observado en cada banda y los perfiles de los indices espectrales
medidos a lo largo del eje mayor del disco (Tomada de Pinte et al., 2016).
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En la parte superior de la Figura[3.14[ Tomada de [Pinte et al], 2016) se muestran
los cortes de mapas CLEAN observados y sintéticos a lo largo del eje principal del
disco (banda roja = 3, 2.9 mm, banda verde = 6, 1.3 mm, banda azul = 7, 870 um).
La resolucion espacial a lo largo del disco es 10, 4, y 3 ua en las tres bandas. En
la parte media de la Figura, se muestra el perfil de indice espectral derivado de la
combinacion de las bandas 6-+7. En la parte inferior de la Figura se muestra el perfil
de indice espectral obtenido por convolucion de la banda 6 y 7 y corresponden a la
misma resoluciéon que el mapa de la banda 3 y se ajusta un indice espectral pixel
por pixel. En los tres paneles, las observaciones se trazan con una linea completa,
mientras que el modelo se traza con una linea discontinua [Pinte et al., [2016].

En las tres bandas se observa una estructura similar de anillos brillantes
alternantes y oscuros. El indice espectral medido entre 0,87 y 2,9 mm (panel inferior)
muestra un aumento significativo desde las regiones internas al disco externo, de
~ 2,2 a ~ 3,5, indicando un cambio radial en la emisividad de polvo convolucional
espacialmente y/o en la profundidad 6ptica. Los datos de la banda 6 y 7 [ALMA
Partnership et al., [2015] proporciona un mapa de indice espectral de resolucion més
alta, y un corte a través de éste a lo largo del eje mayor se presenta en el panel
central de la Figura[3.13

Esta estructura del disco protoplanetario obtenida por ALMA se obtuvo con
una resolucion equivalente a 5 ua, correspondiente a una resolucion angular de
aproximadamente 35 miliarcosegundos, mejor que la que suele lograrse con el
telescopio espacial Hubble de NASA/ESA. Tomamos la posicion de las bandas
brillantes [ALMA Partnership et al}, [2015] mostrada en la Tabla[3.2]

| Anillo | m, (Mg) | n [ ry (ua) |

B1 47 20| 204
B2 53 27| 38.1
B3 30 30 | 47.0
B4 62 32| 55.0
B5 7 36 | 68.8
B6 101 39| 81.3
B7 123 43 | 97.0

Tabla 3.2: Datos sobre las bandas brillantes de Hl-Tauri ALMA Partnership et al.
[2015].

Por consiguiente, para describir un disco protoplanetario como HI-Tauri, en
donde se evidencia claramente que esta constituido por una serie de anillos brillantes
concéntricos [ALMA Partnership et all [2015]|, definimos la funcién densidad de
materia:
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T(r,0,¢9) = iman(r)Yn(G,gb) (3.17)
o(r,0,¢) = ZgMnSn(r)Z(G,@ (3.18)

donde m, la masa de cada uno de los N, anillos que conforman al disco
protoplanetario y M, es la masa de cada una de las N, capas que daran origen
a la proto-estrella. Cada uno de los términos de masa dependen de la distribucion

de materia, la ausencia de materia hace que algunos de estos términos sean cero,
de tal manera que no todos los nimeros de 6rbita contribuyen en la sumatoria. Al

integrar la expresion (3.17) obtendremos la masa del disco protoplanetario, My, y la
masa de la estrella, Mj:

27 T 0 N-
/ / / 7(r,0,¢)drdfde = > my, =M,
o Jo Jo =1
27 T 0 N
/ / / o(r,0,¢)drdfdy = Y M, =M,
o Jo Jo =1

En la Figura 4.2| se muestra la distribuciéon radial para el disco protoplanetario

Hl-Tauri ALMA Partunership et al.|[2015].
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Figura 3.15: Funcion de distribucion radial R,(r) de Hl-Tauri y la vista de un corte

transversal y cenital del disco protoplanetario.



Capitulo 4
Proceso de simulacion

Para simular el disco protoplanetario Hl-Tauri, partimos de los valores de los
semiejes mayores de los anillos brillantes: a, = 20.4, 38.1, 47, 55, 68.8, 81.3, 97 (ua)
[ALMA Partnership et al. 2015]. En la ecuacion a, = a,n?, el parametro a,, depende
de la masa de la estrella en el momento que se formé el anillo, consideramos que
los anillos se formaron simultaneamente, por lo cual solo existe un tnico valor para
a, = agz, donde a, es un parametro libre desconocido y los ntimeros de orbita, n.
Como el valor para el Sistema Solar es a, ~ 0.03 ua y se considera que la estrella de
HI-Tauri tiene una masa de M, = 1.7 M, |[Pinte et al. |2016|, proponemos una serie
de posibles valores (0.04 < ka, < 0.06) ua, con un barrido descendente de 107° ua,
donde k = M, /M.

Para cada uno de estos valores se calcula el nimero de 6rbita para cada uno
de los anillos con n = Int [\/ao/as} y se selecciona el valor mas cercano al valor

observado entre los tres valores: a = as(n + 1)?, a = a,n?. En sintesis, con el valor
conocido a, se propone un valor as con el cual se determina los ntimeros de 6rbita
n. Para cada uno de los valores ag, se realiza un ajuste por minimos cuadrados a
la ecuacion a = ayn?, en donde a, es el parametro a determinar. De esta manera,
obtenemos el valor a;, = @, + e, donde @; es el promedio y e, su dispersion (error);
adicionalmente, se obtiene el coeficiente de correlacion 0 < R? < 1, el chi-cuadrado
por grado de libertad x%,, y la bondad de ajuste (likelihood): 0 < e Xpor < 1. El
likelihood maximo se usa como criterio para seleccionar el mejor valor de as. Los
resultados se muestran en el Cuadro 4.1l

Para el disco de transicion DoAr44, My = 1.3 My, Ry = 1.75 Ry, My = 0.005 M,
y el toroide se encuentra entre 32 y 60 ua [van der Marel et al., [2016]. Se sigue el
mismo procedimiento anterior, usando como criterio, para seleccionar el mejor valor
as, el error porcentual menor: e; = 100 |as — a,| /a,.

40
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Tabla 4.1: Valores de n y a obtenidos HL-Tauri
Toroide a, (ua) n a=asn?(ua)

B1 204 20 21.1
B2 38.1 27 38.5
B3 47 30 47.6
B4 55 32 54.1
B5 68.8 36 68.5
B6 81.3 39 80.4
B7 97 43 97.8

as = (5.28746 £ 0.02339) x 102 (ua)
X%, p = 0.54503 R? = 0.99921

4.1. La distribucién radial y angular

La funcion (m,/Mq)R,(r)Y,(0,¢) se representa computacionalmente como
enRn (1) fuYn(0,¢) donde e, y f, es un factor de escala que corresponde a las alturas
maximas de la distribucién, las cuales, a su vez, dependen del ntiimero de particulas
que se encuentran aleatoriamente distribuidas bajo la curva como se muestra a
la derecha de la Figura [1.1] El dominio de la funcién de distribucion, R,(r), es
0 <7 < Tezt (ua), el cual dividimos en N, intervalos: 1 < ¢ < N, cada division tiene
un ancho, h, = 7,4 /N,. La altura de la i-ésima division se calcula promediando
las dos alturas del intervalo R(i) = £ (R, [(i — 1)h,] + R, [ih,]) . Se genera un radio
aleatorio entre 0 < r < 7,4, vV se ubica en la i-ésima division a la cual pertenece,
siempre y cuando los puntos contenidos en la division sean menores a R(7), de tal
manera que se termina el llenado bajo la curva de la Figura [4.1| con cierto niimero
de puntos. Los puntos se ubican en un angulo 0 < ¢ < 27 aleatorio, obteniéndose
el toroide sobre el plano XY. La simetria axial estd dada por el angulo ¢ que
va lo tuvimos en cuenta al proyectar el toroide en el plano XY. Esta funcion de
distribucién podemos representarla con un sistema de particulas distribuidas en el
espacio como se ilustra en la Figura 4.1

El dominio de la funcién de distribucion angular Y,,(0,0) es 0 < 0 < 7, el
cual dividimos en Ny = N.7T/rpqe intervalos: 1 < ¢ < Ny, cada division tiene
un ancho, hy = m/Ny. La altura de la i-ésima division se calcula mediante: Y (i) =
2 (Y, [(i = 1)hg] + Yy, [ihe]) . Se genera un dngulo aleatorio entre 0 < § < 7y se ubica
en la ¢-ésima division a la cual pertenece, siempre y cuando los puntos contenidos
en la division sean menores a Y (i), de tal manera que se termina el llenado bajo
la curva de la Figura [4.1| con cierto niimero de puntos. Los puntos se ubican a lo
largo del eje 2z a partir de su posicion XY obtenida anteriormente con la distribucion

radial.
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Figura 4.1: Funcién de distribucion R, (7)Y, (6, ¢) de DoAr44 y su representacion
como un sistema de particulas.

Finalmente, tenemos el radio 0 < r < 1,42, los dngulos 0 < 0 <7y 0 < ¢ < 27,
con los cuales podemos determinar la posiciéon de las particulas en el sistema de
coordenadas cartesianas XY 7:

xr = rsinfcos¢
= rsinfsin¢ (4.1)
z = rcosf.

La magnitud de la velocidad de las particulas, v,, se determina a partir

de las fuerzas opuestas: la fuerza gravitacional contra la fuerza centripeta
(—m d®(r)/dr|,_,sinf — mv®/asing = 0):

sin 6, (4.2)

donde ®(7) es el potencial bajo el cual se encuentran sometidas las particulas. En
nuestro caso,
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GM,m v?
—_— m—
a? a
GM,
v, =
a

donde a es el semieje de la 6rbita. Las velocidades en el espacio se obtienen derivando
las posiciones de las particulas, ecuacion (4.1)), son:

Vy = —U,sinfsin ¢
vy, = U,sinfcos¢p (4.3)
v, = 0.

El disco Hl-Tauri consiste de una serie de toroides con una masa que depende
del nimero de nimero de particulas existentes en cada una de las distribuciones
radiales. Las masas de cada toroide se obtuvieron de [van der Marel et al., 2016]
m, = 47, 53, 30, 62, 7, 101, 123 My,. En la Figura se ilustra la funcién de distribucion
radial y la distribucién de particulas correspondiente. A diferencia de otros modelos,
la formacién de cuerpos planetarios es méas rapida y genera orbitas estables y cerradas
|[Poveda T. et al.l |2015].
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Figura 4.2: Funcion de distribucion R, (r) de Hl-Tauri y su representacion como un
sistema de particulas.
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4.2. Inclinaciéon del disco

Figura 4.3: Rotacion alrededor del eje x.

La inclinacion del disco se obtiene mediante la transformacion de coordenadas
(rotacion alrededor del eje x):

Y = Yycosa — zsina

2, = ysina+ zcoso (4.4)

donde « es el angulo de inclinacion del disco, (y,,z,) son las coordenadas (y, z)
rotadas. Se realiza la misma transformacion para las velocidades:

Uy = Uy COSQ — U,Sina

Uy = uysina+ v, cosa (4.5)

donde (vy,,v,,) son las velocidades (v, v,) rotadas.

4.3. Proceso de colision

Cada una de las particulas se considera como una esfera cuyo radio es la mitad
de la distancia minima existente entre las particulas de la distribucién, esto se
hizo con la finalidad de acelerar la simulacién. Inicialmente, se examina que no
haya solapamiento entre los radios y las direcciones de las velocidades deben ser
opuestas para que exista la colision; si se dan estas condiciones se suprime la segunda
particula, disminuyendo el nimero de particulas de la simulaciéon en una, esto hace
que la velocidad de la simulacion aumente dependiendo de la frecuencia de las
colisiones. La particula resultante cumple con la ley de conservacién de la masa,
volumen y momentum de las particulas que colisionaron.



Capitulo 5
Sistema Solar

5.1. Determinacion del radio minimo

Para obtener el nombre, radio orbital, excentricidad, inclinacién orbital de los
objetos que componen el Sistema Solar se han utilizado los datos de la NASA JPL
Small-Body Database, se tienen 638,092 objetos entre los cuales estan los ocho
planetas (Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Neptuno) y seis
planetas enanos reconocidos por la TAU (Ceres, Pluton, Eris, Makemake, Haumea y
Sedna), el resto de objetos son posibles planetas enanos y asteroides, se han excluido
los cometas o asteroides con 6rbitas hiperbolicas o parabdlicas. Inicialmente debemos
seleccionar los objetos que participaron en el proceso de formacion planetaria, la base
no contiene todas las masas de los objetos por lo cual se ha utilizado su didmetro.
Para un radio promedio de ~ 300 km, las lunas heladas, y asteroides rocosos de
nuestro Sistema Solar transitan desde una forma de patata redondeada a una esfera
|[Lineweaver and Norman| 2010|, por esta razon, se han seleccionado los objetos con
un didmetro mayor a Vesta > 5254 km, los objetos mas pequenos se descartan
porque pueden cambiar de 6rbita debido a colisiones o por procesos dindmicos
internos (efecto Yarkovsky), es decir, pueden tener orbitas abiertas o inestables.
En la Figura [5.1] se observa el didmetro de los objetos y la maxima bondad de
ajuste del radio orbital observado a, al tedrico a; (likelihood maximo definido como
exp [—XPhor)), se observa que para valores menores a 600 km el likelihood méximo
decae rapidamente, lo que muestra que la consideracién realizada es correcta. No
tiene sentido examinar los valores menores a 0,6 de la bondad de ajuste, por esta
razén no se muestran en la Figura [p.1

45
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Figura 5.1: Bondad de ajuste maximo para cada diametro del objeto (km).

En los origenes del Sistema Solar, la formacion de objetos mediante el proceso de
acrecion de planetesimales puede darse en cualquier lugar del disco protoplanetario,
pero las orbitas cerradas y estables daran lugar a objetos de mayor tamano, seglin
el modelo estadistico, esto ocurre en a; = a,n’.

5.2. Radio, energia y momentum angular orbital

Mediante n ~ \/a,/as se asigna un namero de oOrbita a cada objeto y se
selecciona el de mayor didmetro (Figura[5.2):

El llenado de las orbitas depende fundamentalmente de la masa de la estrella y
de la cantidad de materia disponible en el disco protoplanetario. Se obtiene el valor
del semieje mayor observado: a2 = (2,92007 £ 0,00256) x 1072 ua, x4, = 0,30574,
R? = 0,99997. Notese que el radio teorico (a;) depende de n, ecuacion (3.10)).
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Tabla 5.1: Radio orbital observado a, (NASA JPL Small-Body Database) y teorico

calculado a;

’ n ‘ Nombre del Objeto ‘ a, (ua) ‘ a; (ua) ‘
4 Mercury 0,387098 0,4683280
) Venus 0,723321 0,7317625
6 Earth 1,000000 1,0537380
7 Mars 1,523712 1,4342545
9 4 Vesta 2,361793 2,3709105
10 1 Ceres 2,767506 2,927050
13 Jupiter 5,202480 4,9467145
18 Saturn 9,541499 9,4836420
26 Uranus 19,187979 19,7868580
32 Neptune 30,069528 29,9729920
36 78799 (2002 XW93) 37,606529 | 37,9345680
37 134340 Pluto 39,445070 | 40,0713145
38 | 136108 Haumea (2003 EL61) 43,217591 42,2666020
39 (2010 KZ39) 45,157027 | 44,5204305
40 | 136472 Makemake (2005 FY9) 45,714627 | 46,8328000
41 (2013 FZ27) 48,358353 49,2037105
42 42301 (2001 UR163) 51,468261 51,6331620
44 84522 (2002 TC302) 55,469714 | 56,6676880
45 (2013 FY27) 59,615239 | 59,2727625
46 (2010 RE64) 62,434903 | 61,9363780
48 136199 Eris (2003 UB313) 67,780812 67,4392320
50 229762 (2007 UK126) 74,007907 73,1762500
56 145451 (2005 RM43) 91,098029 91,7922880
58 (2008 ST291) 98,679103 | 98,4659620
95 (2012 VP113) 263,119381 | 264,1662625
134 90377 Sedna (2003 VB12) 524,394596 | 525,5810980
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Figura 5.2: Radio orbital de los planetas del Sistema Solar: teorico a; (linea continua)
y observado a, (circulos).

En la Figura[5.3se muestra la relacion entre la energia tedrica E; y el radio tedrico
calculado a; (linea roja). Y la energfa observada E, y el radio orbital observado ag
(circulos negros). Una vez se han formado los objetos interiores su radio orbital se
mantiene, mientras que los objetos en el continuo de energia (> 30 ua) se pueden
desplazar facilmente dando origen al cinturén de Kuiper. Jupiter esta en el punto de
inflexion. Se obtiene E2/m = (14,65188 £ 0,00160) GJ/kg, xh,r = 0,00002, R* =
0,99956. A su vez, el grado de ajuste, es evidencia de inclinaciones del momentum
angular privilegiados, es decir, la cuantizacion de la inclinacién orbital, en el periodo
de formacion del Sistema Solar.
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Figura 5.3: Energia de los planetas del Sistema Solar: tedrica E; (linea continua),
observada E, (circulos grises) y corregida E. (circulos negros).

En la Figura se tiene el momentum angular teérico, L;/m =

\/GMsat\/l — €2 cos b, el cual depende de la excentricidad, con respecto al radio
orbital tedrico calculado a; (linea roja). El momentum angular observado, L,/m =

\/GMSCLO\ /1 — €2 cos by, con respecto al radio orbital observado ag (circulos negros).
Existe una negociacion entre la inclinacion orbital y la excentricidad, la diferencia
entre el valor tedrico y el observado que se muestra en la Figura [5.4] se debe
al efecto Kozai-Lidov [Kozai, |1962]. Los objetos muy alejados del Sol presentan
inclinaciones orbitales muy elevadas, esto genera una variacion en la excentricidad
orbital (AE.), la cual a su vez produce un comportamiento anémalo en el momentum
angular. Suprimiendo el efecto que tiene la inclinacién orbital sobre la excentricidad,

podemos obtener un momentum angular corregido: L./m = \/GMST’O\/ 1 — €3 cos b,
se obtiene: A2 /m = (0,76144 £ 0,00081) PJs/kg, X5or = 0,03682, R? = 0,99992.
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Figura 5.4: Momentum angular orbital de los planetas del Sistema Solar: teérico
L;/m (linea continua), observado L,/m (circulos grises) y corregido L./m (circulos
negros).

Para los ntimeros de orbita n = 1,2, 3 se tiene una distribucién de materia en
forma de toroides concéntricos, los cuales tienen diferentes grados de inclinacion y
velocidad orbital, la inexistencia de planetas en los nimeros de orbita n = 1,23
indica que la materia fue capturada por el Sol, esto podria explicar la inclinacion
de su eje de rotacion, la rotacion diferencial y porqué el momentum angular del Sol
corresponde solamente al ~ 2 % de todo el Sistema Solar.

5.3. Migracion orbital

En la seccién anterior se ha mostrado la situacion actual del Sistema Solar, pero
los planetas tenfan una distribucion distinta cuando se formaron: Consideramos que
la secuencia de los planetas interiores era, (4) Mercurio, (5) Venus, (6) Tierra, (7)
Marte, (8) Vesta y (9) Ceres. Los planetas jovianos tiene la secuencia propuesta por
Tsiganis et al.|[2005]. Obtenemos la bondad de ajuste maxima (maximum likelihood)
de la posicion de los objetos dependiendo del pardmetro a, y descartamos las regiones
donde no se encuentren los planetas y planetas enanos mas significativos existentes
en el sistema actual, ver Figura [5.5
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Figura 5.5: Bondad de ajuste maxima con respecto al parametro as.

Basados en el valor maximo de as obtenemos la siguiente secuencia: Tabla[5.2] esa
situacion no es la misma en la cual se formaron los planetas, el sol inicialmente tenia
una masa de M ~ 1,1 M, es decir, la masa del sol ha decrecido [Boothroyd et al.|
1991]. Para el Sistema Solar tenemos cuatro planetas en secuencia: (4) Mercurio,
(5) Venus, (6) Tierra (7) Marte y (8) Vesta (9) Ceres, se asume que el namero de la
secuencia debe mantenerse.

Obtenemos el valor del parametro observado: a2 = (3,2511540,00293) x 1072 ua,
X5or = 0,33065, R* = 0,99997.

5.4. Satélites

Se han tomado los satélites, de los planetas del Sistema Solar (Planetary Satellite
Physical Parameters, JPL, NASA), con diametros > 350 km. Con la finalidad de
poder comparar con el Sistema Solar, se ha tomado la razén entre el radio orbital
y el factor de escalamiento (a,/k). Mediante el mismo procedimiento utilizado
para el sistema solar se obtiene: (10:J) Io, (12:S) Mimas, (13:J) Europa, (14:S)
Enceladus, (15:S) Tethys, (16:J) Ganymede, (17:S) Dione, (21:S) Rhea, (21:J)
Callisto, (23:N) Proteus, (31:S) Titan, (32:U) Ariel, (37:U) Umbriel, (48:U) Titania,
(53:S) Iapetus, (55:U) Oberon, (171:E) Moon. Se ha excluido (40:N) Triton porque
su comportamiento anémalo, con respecto al modelo, evidencia que es un objeto
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Tabla 5.2: Radio (a,, a;), excentricidad (¢;) e inclinacion orbital (6;)

’ n ‘ Nombre del Objeto ‘ ao (ua) ‘ at (ua) ‘ €t ‘ 04 ‘
4 Mercury 0,38710 0,52019 | 0,50000 | 30,00000
5 Venus 0,72332 0,81279 | 044721 | 26,56505
6 Earth 1,00000 1,17042 | 0,40825 | 24,09484
7 Mars 1,52371 1,59307 | 0,37796 | 22,20765
8 4 Vesta 2,36179 2,08074 | 0,35355 | 20,70481
9 1 Ceres 2,76751 2,63344 | 0,33333 | 19,47122
13 Jupiter 5,45000 5,49446 | 0,27735 | 16,10211
16 Saturn 8,65000 8,32297 | 0,25000 | 14,47751
19 Neptune 13,00000 | 13,00464 | 0,22361 | 12,92097
22 Uranus 17,00000 17,19864 | 0,20851 12,03531
34 78799 (2002 XW93) 37,60653 37,58341 | 0,17150 9,87496
35 Pluto 39,44507 39,82671 | 0,16903 9,73148
36 Haumea 43,21759 42,13503 | 0,16667 9,59407
37 Makemake 45,71463 44,50838 | 0,16440 9,46232

38 55565 (2002 AW197) 47,50747 46,94675 | 0,16222 9,33586

39 (2010 RF43) 49,26428 49,45014 | 0,16013 9,21433

40 42301 (2001 UR163) 51,46826 52,01856 | 0,15811 9,09744
41 84522 (2002 TC302) 55,46971 54,65200 | 0,15617 8,98488

42 (2004 XR190) 57,70678 | 57,35046 | 0,15430 | 8,87640
43 (2013 FY27) 59,61524 | 60,11395 | 0,15250 | 8,77175
44 (2010 RE64) 62,43490 | 62,94246 | 0,15076 | 8,67072

45 225088 (2007 OR10) 66,84727 65,83599 | 0,14907 8,57310

46 Eris 67,78081 | 68,79455 | 0,14744 | 8,47871

48 | 229762 (2007 UK126) | 74,00791 | 74,90673 | 0,14434 | 8,29892
53 | 145451 (2005 RM43) | 91,09803 | 91,32508 | 0,13736 | 7,89514
55 (2008 ST291) 98,67910 | 98,34759 | 0,13484 | 7,74937
90 (2012 VP113) 263,11938 | 263,34396 | 0,10541 | 6,05075
127 Sedna 524,39460 | 524,37960 | 0,08874 | 5,09087
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capturado por Neptuno. Los valores obtenidos para los parametros observados son:
a2 = (2,92645+0,00173) x 1072 ua, x3,,p = 0,26477, R? = 0,99999, Ver Figura 5.6
Se obtiene: h2 /m = (0,76581 £ 0,00185) PJs/kg, x5,r = 0,14702, R* = 0,99982, ;
E? /m = (15,11796 + 0,02155) GJ/kg, xh,p = 1,268 x 107, R? = 0,99993.

1000

800

600

400

Radio orbital, a/k (AU)

200

| LA I DL DL B R B RN R
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Numero de orbita, n

Figura 5.6: Radio orbital de los satélites del Sistema Solar: teorico a; (linea continua)
y observado a, (circulos).



Capitulo 6
Distribucion de masa de HL-Tauri

Una imagen reciente de ALMA del disco protoplanetario que rodea a la estrella
HL-Tau, muestra que el disco esta formado por varios anillos concéntricos luminosos,
separados por gapsALMA Partnership et al| [2015|. Existe la hipotesis de que
estos gaps se deben a la presencia de planetas, pero existen algunas dificultades
con esta interpretacion: Los planetas se encuentran demasiado cerca, generando
inestabilidad orbital, y no deberfan existir procesos de formacién planetaria tan
avanzados, debido a que la estrella es demasiado joven. En este trabajo se muestra
que los gaps son un efecto de la distribucién de materia del disco. En la mayoria
de modelos se asume que el disco consiste de una distribucién continua de materia
y gas, sin embargo, por efecto de resonancia orbital, el disco tiene una estructura
interna: es una superposicion de funciones de distribucion que dan origen a la forma
caracteristica del disco. Se obtiene la distribucion de masa, y se hace un estudio
preliminar de las 6rbitas, encontrando que son estables.

6.1. El Disco HL-Tauri

En el afio 2014 el equipo de ALMA mostré una imagen (Figura de la estrella
HIL-Tau (J2000 04:31:38.45 18:13:9.0), producto de la emision del continuo en la
banda 6 (211-275 GHz). En la imagen se observan varios anillos concéntricos: son
anillos de gas y polvo emitiendo radiacion los cuales estan separados por un gap (zona
oscura), la cual se debe a la existencia de un planeta lo suficientemente masivo para
capturar la materia que se encuentra a su alrededor [Kwon et al., |2011].

Pero existen dificultades con esta interpretacion, ya que la existencia de los
gaps implica fenomenos de resonancia orbital que conducen a 6rbitas estables, por
ejemplo, es suficiente que dos planetas se encuentren alejados a més de 3.5 R H
(radios de Hill) [Barnes and Greenberg, 2006|, sin embargo, los gaps se encuentran
demasiado cerca el uno del otro, implicando la interacciéon de los planetas entre
si, generando una inestabilidad orbital la cual terminaria destruyendo los gaps
observados. Se hizo un intento de explicar la existencia de 6rbitas estables de planetas
muy cercanos, con la ayuda del disco protoplanetario [Barnes and Greenberg, 2006,
pero sin el proceso de migraciéon orbital, finalmente, el sistema se vuelve inestable; las
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Figura 6.1: Disco protoplanetario alrededor de la estrella HL-Tau, la imagen muestra
varios anillos concéntricos de gas y polvo emitiendo radiaciéon los cuales estan
separados por un gap (zona oscura) (Figura tomada de ALMA Partnership et al.
2015)).

simulaciones no muestran cémo podria ocurrir esta situacion. Ademés, no debe haber
procesos de formacion planetaria tan avanzada, porque la estrella es muy joven, lo
que implica que todos los modelos de formaciéon planetaria estan equivocados.

En la mayoria de modelos se considera que el disco protoplanetario esta formado
por una distribuciéon de materia continua, la cual a medida que rota alrededor de la
estrella, adquiere una dindmica (estable y/o turbulenta) de manera tal que origina
los planetas mediante un proceso de acrecion de planetesimales.

Se propone que el disco protoplanetario tiene una estructura interna definida,
lo que da lugar a anillos y brechas observadas en el sistema HL-Tau y otros
sistemas protoplanetarios. La estructura interna se origina a partir de la existencia de
fenémenos de resonancia orbital del sistema, lo que da lugar a una serie de toroides
concéntricos superpuestos que dan forma al disco.
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6.2. Distribucién de planetesimales

La distribucion de materia del disco, a lo largo del radio 0 < r < Ry (ua),
da origen a la estructura de anillos, mediante una superposiciéon de funciones base,
dadas por:

p(r,0) =Y muR,(r)O(0) (6.1)

donde n es el nimero de 6rbitas estables y cerradas y m,, la masa contenida en cada
elemento. La distribucion radial de materia se describe con [Nottale et al., [1997],

R(r) = [(%)MH @] p2n—2r/nas (6.2)

siendo a; = kag el parametro macroscopico, k = M;/Mg = 0,55 [Sargent and
Beckwith, [1991]y asn = 0,0292705 [Poveda T. et all [2015], ver Figura La
distribucién cenital, Figura [6.2] es:

O (0) = 2r [Y,"51(8, ¢)| sin 6. (6.3)

6.3. Tratamiento de la fotografia

El radio estimado del disco protoplanetario de HL-Tau, en la imagen tomada
por ALMA (ESO/NAOJ/NRAO), es de Ry = 117,5 ua con una masa total M, =
0,135 M. Inicialmente se transformo la imagen de 1800 x 1800 pixeles a escala
de grises, se hizo un barrido de 0° < ¢ < 360°; donde se determinaron los ejes
mayor (a) y menor (b) de las elipses mediante los puntos minimos, los cuales se
encuentran en ¢ = 45,26, 134,65,225,17,315,13 ; se sabe que la separacion debe
ser de n = (1,3,5,7) veces 45°, mediante la relacion ¢/n obtenemos el angulo
de posicion de la fotografia: 45,04898 + 0,07806 , dando origen a una imagen de
2546 x 2546 pixeles. Haciendo uso de la expresion para la elipticidad cos(p) = b/a,
mediante el minimo de la media del barrido se estableci6é un angulo de inclinaciéon de
¢ = 46,82687°; obteniendo finalmente una imagen de 1622 x 1617 pixeles, (Figura
63).

En la imagen se realiza un barrido de 0° < ¢ < 360°, para cada 0 < R < Ry
(ua), obteniendo un perfil de luminosidad-distancia,

Para suprimir el efecto de aclarar el gas debido a la presencia de la estrella, se
realiza una transformacién luminosidad-densidad mediante la relaciéon p ~ L% —
exp(—r/12,84842) + 0,036446, la cual depende de la variacion de temperatura 7' ~
r~%43 obteniendo la distribucion de la materia, p(r, 7/2) dada por la ecuacion (6.1);
el area bajo la curva corresponde a la masa del disco, Figura [6.5
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Figura 6.2: (a) Distribucion radial y (b) cenital de masa [Poveda T. et al., 2015].

Se realiza un ajuste por minimos cuadrados para obtener los términos de
masa m, en la ecuacion . La linea roja corresponde al ajuste y las masas
obtenidas en una simulacién desarrollada por ordenador utilizando el algoritmo
de Barnes-Hut con el integrador TAS15 de rebound [Rein and Liul 2012], es que
las orbitas son estables para tiempos extremadamente largos, en la Figura se
muestran las orbitas y el radio de los objetos. Los objetos principales estan en
17,07, 20,77, 41,76, 75,98, 101,33 con masa = 1M .

Los gaps observados en el disco protoplanetario HL-Tau no se deben a la
existencia de planetas sino que es un efecto de la distribuciéon de la materia en
el disco, en este modelo el disco tiene una estructura discontinua como una serie de
toroides concéntricos, en lugar de una distribucién de materia continua. Las orbitas
de los objetos obtenidos son estables.
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Figura 6.5: Perfil de densidad de materia con respecto a la distancia, donde se ha
suprimido el efecto de la luminosidad de la estrella.

Figura 6.6: Orbitas y radio de Hill de los objetos obtenidos del proceso de acrecion
simulado computacionalmente.



Conclusiones

El modelo estadistico obtenido puede ser usado como una herramienta para
parametrizar y estudiar el proceso de formacion de los sistemas planetarios.

La dinamica esta determinada solamente por la masa del objeto central (segiin
el caso, estrella o planeta) independientemente, de la masa del objeto que la
orbita.

Los planetas y exoplanetas tienden a formarse a una distancia predeterminada
la cual depende del parametro a,, el cual a su vez depende de la masa de la
estrella.

Cuando el parametro libre a, es el mismo para todas las orbitas a, = as,
las cantidades fisicas (energia, radio, excentricidad, momentum angular e
inclinacion orbital), de los objetos del sistema planetario, toman un valor
determinado, que depende del niimero de 6rbita.

Actualmente se considera que el disco protoplanetario HL-Tau es un disco
continuo donde los gaps se deben a planetas que capturan el gas y la materia
existente a su alrededor; el problema que se presenta al realizar las simulaciones
es que los objetos ademaés de ser muy masivos tendrian 6rbitas inestables. Los
gaps observados en el disco protoplanetario HL-Tau no se deben a la existencia
de planetas sino que es un efecto de la distribucion de la materia en el disco,
en este modelo el disco tiene una estructura discontinua como una serie de
toroides concéntricos, en lugar de una distribucion de materia continua y los
planetas se forman dentro de los toroides. Las simulaciones muestran que las
orbitas de los objetos obtenidos son estables.
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Anexo A
Distribucion Gamma

La distribucion Gamma es una funcion densidad dada por:

Ry = AT O e >0
0 r <0

donde o« > 0, A > 0 son los parametros de la distribucion. Se basa en la funcion
Gamma:

oo

I'a) :/0 y* e Vdy (A1)

a cual es la extension del concepto de factorial a los reales. Si a = 1 la distribucion
Gamma se reduce a la funcién exponencial de pardmetro \. Inicialmente vamos a
demostrar que es una funciéon densidad.

oo

/OOO flr)ydr = /o )\ﬁ (Ar)* e Ay
| o

= m)\a/o (r)* e Mdr

Hacemos el cambio de variable y = Ar

/000 f(r)ydr = ﬁ/\o‘ 0°° (%)ale_yidy

1 / a—1_-—y
= — Yy e Vdy
I'(a) Jo

aplicando la ecuacion (A.1)) tenemos que:

[ee]

]- a—1 —\
A——(Ar e Vdr=1
| o

La funcién de distribucion Gamma de una variable aleatoria es,
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r a—1 _Hu
F(r) — IN Aﬁa) (Au)* ™" e Mdu r>0
0 r <0

para a = neN la expresion se reduce a:

o Ak
F(r) = k=n kI € r>0
0 r <0
La esperanza de una variable aleatoria con esta distribucién es:
E(r)= /rf(r)dr

[
E(r) = /7‘)\ (M)t e dr
0

I(a)
- ¢ / A (AR @D gy
A al'(a)
0
— g//\—1 (/\r)(aﬂ)_le_)‘rdr
A I'la+1)
0

como el integrando es la distribucion Gamma(a+1, A) se convierte en uno y se tiene

que E(r) = a/A.

De la misma forma demostraremos la varianza, calculando primero el segundo
momento:
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como el integrando es la distribucion Gamma(a+2, A) se convierte en uno y se tiene
que el segundo momento E(r?) = (o + 1) a/ A2

Ahora calcularemos la varianzas:

Var(r) = E(r®) — E*(r)

Puede demostrarse sin mucha dificultad que la funcién generadora toma la
siguiente expresion:

A

M(t) = E(e"™) = (E) para valores reales <A



Anexo B
Relacion entre la distribucion Erlang
y Poisson

El nimero de ocurrencias de un suceso en un intervalo de tiempo (0, ¢) sigue una
distribuciéon de Poisson de parametro At si y sélo si el tiempo que transcurre hasta
la n-ésima ocurrencia sigue una distribucion de Erlang de pardmetros n y A.

Demostracion

Sea X; la variable que denota el nimero de ocurrencias de un suceso en un
intervalo de tiempo (0,1), y sea T,, la que contabiliza el tiempo que transcurre hasta
la n-ésima ocurrencia de tal suceso.

En primer lugar vamos a relacionar las funciones de distribuciéon de ambas
variables.

Para ello, observemos que si el tiempo de espera hasta la n-ésima ocurrencia es
menor o igual que un valor ¢ > 0, necesariamente el nimero de sucesos que han
tenido que ocurrir en el intervalo (0,¢) ha de ser al menos n. Asi,

Fr.(t)=P(T, <t)=P(X,>n)=1- Fx,(n— 1).

A partir de esta expresion podemos demostrar la caracterizacion dada en el
enunciado.

=) Supongamos que X; ~ P(At).

A partir de la relacién anterior y considerando la expresion de la funcién de
distribucién de la ley de Poisson, la de la variable T, queda en la forma

n—1 (At)k
Prt)=1-Fx,n—1)=1-¢*)" 0
k=0 ’

a partir de la cual, derivando con respecto a t, se obtiene la funcion densidad de T,
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pem [(ADF k(AR
iy 22 [0 w0

k=0

Por ultimo, simplificamos la expresion anterior, obteniendo:

. ( o nzl B -— (At)F1 _ cambio h=k—1en
7 (¢ k! (k—1)! la segunda suma
k=0 k=1
n—1 n—2
_ At)F ()" Ly ()t
-\ At ( . — e At
‘ [ 2 (n—1)!
k=0 h=0
fr(t) = "™ > 0.

(n—1)!

Teniendo en cuenta la funcién de densidad de la distribucién Gamma, se deduce
que la variable T,, se distribuye como una I'(n,\), y como neN, se concluye que
dicha distribucién es la Erlang(n, \).

=) Sea ahora T), ~ Erlang(n, \).

Razonando como en la implicaciéon anterior, vamos a expresar ahora la funcién
de distribucién de X; en términos de la de T}, .

Puesto que Fx,(n—1) =1— Fr, (), y teniendo en cuenta la funciéon de densidad
de la distribucion de Erlang, podemos expresar la funcion de distribucion de X; de
la siguiente forma:

—+00

A" s v=M\s
FXz(n—l)Il—FTn(t)I/(n_l)!s le Ads:[dvzm]

t

“+o0

Unflefv
::%/nz;;ijSTdU7 Vﬂfp$
At

Como neN, la integral anterior puede expresarse en términos de una suma sin mas

.. . +o0o _
que ir integrando por partes sucesivamente. En efecto, llamando I, , = fb yre Ydy
con b > 0, tenemos:

+oo n n—1
n U=y — du=ny" dy n —y]+oo0
fnp = /b yle Ty = { dv=eVdy — v=—e"Y = [—yre ], Hnliy

=be 4 nl, 1, =0"e " +nb" e +n(n— 1), oy
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=0 P+ nb" e 4 nn— 1" e+ £ nle™®
— efb [bn + nbnfl 4 n(n _ 1)bn*2 4o+ nq

n
|
n!
— e*b E bkg
k=0 ’

Por lo tanto,

+oo ,n—1_,—v n—1 k
Fx,(n—1) = / R fncie e M () VneN,
x  (n—1)! (n—1)! !

(]

de donde se deduce que X; ~ P(At).
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