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Resumen

En este trabajo se estudia la existencia y unicidad de la solucion para el problema de Dirichlet

{ Au(z) T €,
u(y) =g(y), ye o,

I

=
8

:_/

donde € es un subconjunto abierto, conexo y acotado de RY, f es un campo escalar
continuo sobre ) y ¢ es continuo en la frontera 0€2. Para el caso f = 0 se analizan
algunas propiedades de las funciones armonicas y se demuestra la existencia de solucién
mediante el método de Perron, esto bajo cierta hipotesis de regularidad en la frontera del
dominio. En el caso general se construye la solucién fundamental de la ecuacion de Laplace
a partir de las propiedades de simetria del operador Laplaciano, se deduce una férmula de
representacion integral para la funcion solucién y se demuestra que dicha solucién verifica
los datos del problema. Finalmente se presentan algunos criterios geométricos que aseguran
la regularidad en los puntos de la frontera.

Palabras clave: Problema de Dirichlet, ecuacién de Laplace, solucion fundamental,

funcién arménica, funcién de Green.

Abstract

In this work we study the existence and uniquessly of solution for the Dirichlet problem

{ Au(x) = f(x), x€Q,
u(y) = g(y), y e,

where ) is an open, connected and bounded subset de RY, f is a continuous scalar field
on () and ¢ is continuous on the boundary of 2. For the case f = 0 some properties
of the harmonic fuctions are analyzed and the existence of the solution is demostrated by
the Perron method, this under a certain hypothesis of regularity of the domain boundary.
In the general case the fundamental solution of the Laplace equation is constructed based
on the properties of operator Laplaciano symmetry, a formula of integral representation for
the solution fuction is deduced and it is demostrated that the solution verifies the problem
data. Finally some geometric criteria that ensure the regularity in the boundary points are
presented.

Key words: Dirichlet problem, Laplace equation, fundamental solution, harmonic fuc-

tion, Green fuction.
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Introduccion

Una ecuacién en derivadas parciales para una funcién u(zi, ..., xy) es una relacién de la
forma
F(x1, oy ooy TNy Uy Ugyy Ugyy ooy Ugy 2y Uiy gy - ) = 0,

donde F esuna funcién de las variables independientes x1, xs, ... zy, dela funcién descono-
cida u y de un nimero finito de sus derivadas parciales. Ecuaciones de este tipo aparecen en
aplicaciones de las matematicas y son de gran interés a causa de su conexion con fenémenos
del mundo fisico; en fisica, quimica e ingenieria son abundantes sus aplicaciones, Simmons
(1993). Cuando se intenta modelar fenémenos estacionarios, es decir independientes del tiem-
po, con frecuencia aparece el operador diferencial eliptico de segundo orden,

AU = Uy gy + Upyzy T -+ Usyays

denominado Laplaciano. En términos de dicho operador se plantea la ecuacion de Laplace
Awu =0, laecuacion de Poisson A u = f y en particular el siguiente problema de Dirichlet:

Sea ) C RY abierto, conexo y acotado. Sea una funcién f continua sobre Q y g
continua sobre 0f2, (la frontera de Q). Hallar u tal que Au=f en Q y u=yg
sobre 0f2.

Cuando € es un subconjunto de R? o de R3, el problema anterior puede ser resuelto
por el método de separacion de variables, con el cual la ecuacion diferencial parcial se reduce
a ecuaciones diferenciales ordinarias. En contextos mas generales se requiere otro tipo de
estrategias, un método alternativo para resolver el problema de Dirichlet en dominios gene-
rales se conoce con el nombre de método de Perron de funciones subarmonicas; consiste en
definir el conjunto de funciones que satisfacen Au > 0 sobre 2, u < g sobre 0f2; y probar
que la solucién es la funciéon maxima que verifique tales condiciones.

En esta monografia se presenta un estudio detallado de la existencia y unicidad de la
solucion del problema de Dirichlet, se basa principalmente en algunos apartes de los textos
Primer curso de ecuaciones en derivadas parciales, ( Peral Alonso 2004) y Partial Diffe-
rential Equations, ( John 1978). Este trabajo estd dirigido a estudiantes con conocimientos
bésicos de célculo, topologia y ecuaciones diferenciales; una de sus metas es motivar la inves-
tigacion en estos temas de gran interés, que conllevan a aplicar los conocimientos adquiridos
y afianzar las habilidades matematicas.



La estructura de los tépicos tratados en este texto es la siguiente: en el capitulo uno se
recuerdan algunas definiciones y resultados respecto a topologia, analisis funcional, céalculo
vectorial y ecuaciones en derivadas parciales, esto dara sustento tedrico a los procedimientos
desarrollados en los capitulos posteriores. En el capitulo dos se estudia la invarianza del
operador de Laplace bajo isometrias, hecho que sugiere encontrar la forma del Laplaciano
para funciones radiales y posteriormente definir la solucién fundamental de la ecuacion de
Laplace; esta sera empleada para hallar una férmula de representacion de la solucién del
problema de Dirichlet. Se demuestra la existencia de funcién de Green para una bola abierta
de R¥Y y la solucién al problema de Dirichlet en dicha bola.

Algunas propiedades de las funciones armonicas se estudian en el capitulo tres, la pro-
piedad del valor medio, el principio del méximo, la regularidad de una funcién arménica, el
teorema de Azcoli y el teorema de Harnack para convergencia de sucesiones de funciones;
ademds se presenta la definicién de funcién subarménica y se extiende el principio del maxi-
mo a estas funciones. En el capitulo cuatro se aborda el problema de Dirichlet en un dominio
) con frontera regular. Se prueba la existencia de soluciéon del problema para la ecuacién
de Laplace mediante el método de Perron, y luego se examinan las condiciones de regulari-
dad que deben verificar los puntos de la frontera. También se resuelve la ecuaciéon de Poisson.

Este texto fue redactado en el editor matematico LATEX, que con su estupenda labor
de mecanografia permite organizar el contenido de manera que resulte mas atractivo. Como
referencia del manejo de este software puede consultarse Mora y Borbén (2014)E|

Mora, W. y Borbén, A. (2014). Edicién de textos cientificos LATEX 201/. Revista Matematica. Educacion
e Internet. Instituto tecnoldégico de Costa Rica.



Objetivos

Objetivo General

Realizar un estudio detallado de la existencia y unicidad de la solucién para el problema de
Dirichlet a través del método de Perron.

Objetivos Especificos

1. Analizar el problema de Dirichlet en un dominio con frontera regular, mediante el
método de Perron.

2. Presentar algunas condiciones geométricas sobre la frontera del dominio para asegurar
su regularidad.

3. Utilizar la funcién de Green en dominios generales para resolver la ecuacion de Poisson.

4. Elaborar un documento que presente en detalle las demostraciones y demas procedi-
mientos del estudio realizado.






1 Preliminares

Ninguna certeza existe alli donde
no es posible aplicar la Mdtematica o en
aquello que no pueda relacionarse con la Matematica

Leonardo da Vinci

En este primer capitulo se presentan algunos conceptos y resultados basicos respecto a to-
pologia, analisis funcional, cdlculo vectorial y ecuaciones en derivadas parciales; que seran
indispensables en el estudio de existencia y unicidad de la solucién para el problema de Diri-
chlet. Se omite la prueba de teoremas y proposiciones pues su uso es frecuente en cualquier
estudio de andlisis matematico.

1.1. Topologia y analisis funcional

El propdsito de esta seccion es estudiar los denominados espacios métricos. Se extienden los
conceptos de conjunto abierto y cerrado a espacios métricos generales; también el concepto
de convergencia de una sucesién y la continuidad de una funcién. Por tltimo se resaltan
algunas propiedades de aquellos espacios métricos que poseen una estructura mas fina; estos
que son completos, compactos o conexos. Se toman de referencia los textos Kreyszing (1989),
Munkres (1997), Rubiano (2002), Royden y Fitzpatrick (2010).
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1.1.1. Espacios métricos

Muchos problemas de andlisis matematico no persiguen el estudio de entes individuales,
una funcién, una sucesién, un operador; sino de amplias colecciones de tales objetos. Con
gran frecuencia tales colecciones resultan ser espacios vectoriales, es decir conjuntos cuyos
elementos pueden sumarse y multiplicarse por escalares, o mas precisamente:

Definicién 1.1.1  Un espacio vectorial, sobre el conjunto de niumeros reales R, es un
conjunto X cuyos elementos se llaman vectores y sobre el que estd definida una operacion
binaria + llamada adicion de vectores y una multiplicacion por un escalar n, que satisfacen
las siguientes propiedades; para x,y, z € X y o, € R:

Suma:

1. Es una operacion cerrada, (x +y ) € X

2. Es conmutativa, x + y=y + X

3. Es asociativa, x + (y +z)=(x+y) + z

4. Tiene elemento neutro. FExiste un unico 0 € X tal que x + 0 =x

5. Todo elemento de X posee un inverso, es decir a cada X le corresponde un unico
elemento —x € X, tal que x + (—x) =0.

Moultiplicacion:
1. Es una operacion cerrada, ax € X
2. 1x=x, siendo 1 la unidad de R
J.a(fx)=(ap)x

ja(x+y)=ax + ay

R

(a+ fB)x=ax + fx

Si para la multiplicacion escalar en lugar de numeros reales se toman ntimeros complejos, se
dice que X es un espacio vectorial sobre los niimeros complejos. Un ejemplo de un espacio
vectorial sobre los nimeros reales es el conjunto RY. Se obtiene al tomar todas las N-uplas
de ntimeros reales x = (1, ..., tx ), Y = (Y1, ..., yn ), dotadas de suma y multiplicacién
por escalares; esto es,

X +y=(r1+y, - o8v+Yn), cx = (cxy, ..., cxy).

RY verifica las propiedades de un espacio vectorial (véase Munkres (1997)). Una combinacidn
lineal de los vectores ap, as,...,a,, € X esunvectorde X delaforma c;a;+...4+¢,, a,, para
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ciertos escalares ¢y, ..., ¢,, € R. Ahora bien, si a cada elemento x € X le corresponde al
menos una m-upla de escalares ¢y, ...,c,, tal que,

X =011 + ... + Cpan, (1-1)

se dice que el conjunto de vectores {ai, as,...,a,,} forma un sistema de generadores de
X. Los vectores {aj, ag,...,a,,} son linealmente independientes si ninguno de ellos es com-
binacion lineal de los restantes o, lo que es equivalente, si existe una combinacion lineal de
ellos igual al vector cero, necesariamente los escalares de la combinacion lineal son cero.

Definicién 1.1.2  Los vectores {ay, ag,...,a,} forman una base de X si generan X y
son linealmente independientes.

El siguiente conjunto de vectores se llama base estdndar para RY,

ei = (1,0,0,...,0)
es = (0,1,0,...,0) (1-2)
ex = (0,0,0,..,1).

Se introduce en seguida la notacion y la terminologia mas corriente relativa a funciones
cualesquiera. Sean V' y W dos conjuntos. La notacion,

T:V —W,

se usa para indicar que 7' es una funcién cuyo dominio es V y cuyos valores estan en
W. Para cada = de V, el elemento T'(z) de W se llama imagen de = a través de la
funcién 7. La imagen del dominio V', T'(V), es el recorrido de T.

Definicién 1.1.3  Sea H un espacio vectorial real. Una funcién (-,-) : H x H — R se
llama producto interior si satisface para todo x,y,z € H y A € R las siguientes condi-
clones:

a) (x,x) >0

b) (x,x) =0 siysolosix=0

¢) (y,x) = (x,y)

d) (Ax,y) = Ax,y)

e) (x+y,z) = (x,2) +(y,2).
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Para un espacio vectorial dado pueden existir diferentes funciones producto interior. Un
producto interior particularmente usado en RY se presenta a continuacion.
Si x= (21, ..., an) € Y= (Y1, ..., Yyv) se define,

(x,y)=x y=ny+..+ryyn. (1-3)

Este producto interior se conoce con el nombre de producto punto y se trabajara en varias
situaciones en los préximos capitulos, por tanto conviene recordar algunos hechos basicos.

Definicién 1.1.4  Conjunto ortonormal

Se dice que un conjunto de vectores S = {uy, ..., ux} es un conjunto ortonormal si
u; - u; = 0 1 # j (1-4)
u;, - u; =1 (1-5)

Si sélo se satisface la ecuacion (1-4)), se dice que el conjunto es ortogonal.

Uno de los objetivos del anélisis es un estudio amplio de funciones cuyos dominios y recorridos
son subconjuntos de espacios vectoriales. Uno de los ejemplos més sencillos, y que se tratan
en todas las ramas de la matematica, son las llamadas transformaciones lineales. Supongase
ahora que V' y W son espacios vectoriales que tienen el mismo conjunto de escalares y
considérese la siguiente definicién.

Definicién 1.1.5  Sean V' y W espacios vectoriales. Una funcion T : V — W se llama
transformacion lineal si para todo x, y en V 1y todo escalar «, satisface las siquientes
propiedades:

1) Tx+y)=Tx +T(y)
2) T(ax)=aT(x).

Esto significa que T conserva la adicién y multiplicacion por escalares. Las dos propiedades
pueden combinarse en una féormula que establece que,

T(ax + By) =aT(x) + 5 T(y), (1-6)

para todo x e y de V y todos los escalares o y f5.

Definicién 1.1.6  Sean U, V, W espacios vectoriales. Sea T : U — V una funcion con
dominio U y valores en V., y S : V. — W otra funcion con dominio V y valores en W. La
composicion S oT es la funcion SoT : U — W definida para todo x en U mediante,

(50T)(x)=5[TH)], (1-7)
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Asi pues, para aplicar x mediante la composicion S oT se aplica primero x mediante T y
luego se aplica T'(x) por medio de S.

Teorema 1.1.1 (Véase Grossman (2008)) Sea T : RN — RM wuna transformacion lineal.
Eziste entonces una unica matriz A € Mywy tal que T(x) = A(x); donde la j-ésima
columna de A es T(e;), siendo e; la base estindar de RY.

La matriz A se denomina matriz de transformacion correspondiente a T'. Se considera en
seguida un tipo especial de transformacién lineal.

Definicién 1.1.7  Una transformacion lineal T : RY — RY se denomina isometria si
para cada x,y € RV:

| T(x) | = x|
T(x)-T(y)= x-y,

siendo | - | la norma euclidea.

Proposicién 1.1.1 (Véase Apostol (1998)) Si T : RY — RN es isometria, entonces los
vectores columna de la matriz de transformacion correspondiente a T forman un conjunto
ortonormal.

En el proximo capitulo se vera la utilidad de las transformaciones lineales en este contexto,
por el momento se continta el estudio de espacios vectoriales.

Para abordar los espacios métricos se considera en primer lugar la definiciéon de métrica.
Este concepto fue introducido por el matemético francés Maurice René Fréchet (1978-1973)
y constituye uno de los pasos decisivos en la creacién de la topologia general, Rubiano (2002).
Se trataba de definir el concepto de distancia, entre objetos matematicos, de la manera mas
general posible.

Definicién 1.1.8  Sea X un espacio vectorial real. Una funcion p : X x X — R se llama
métrica si para todo x,y,z en X,

X

(x,y) =
i) p(x,y) =0 siy sélo six=y
(x,y) = p(y,x)

(x,¥)

x,y) < p(x,2) + p(z,y).

Un espacio vectorial X, dotado de una métrica p, se llama espacio métrico y se denota por
(X, p). La propiedad iv) se conoce como desigualdad triangular para la métrica y recuerda
el hecho de que la distancia mas corta entre dos puntos es la que se toma directamente entre
ellos. A continuacién se extiende el concepto de valor absoluto a espacios vectoriales.
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Definicién 1.1.9  Sea X wun espacio vectorial real. Una funcion de valor real no negativa
||| definida sobre X se llama norma si para cada x,y € X y un nimero real A,

a) ||x|| =0 siy sdlosi x=0
b) [[Ax]] = Al ]x]]

¢) [+ yll <[kl + llyll

Se denomina espacio vectorial normado (X,||-||) a un espacio vectorial X dotado de una
norma ||||. El siguente resultado permite definir una métrica en términos de una norma.
En este caso se dice que la métrica es inducida por una norma.

Teorema 1.1.2 (Véase Rubiano (2002)) Si (X,||||) es un espacio vectorial normado, la
formula,
pxy) =l x =y I (1-8)

define una métrica para X.

Considerérese por ejemplo RY = {(zy,79,...,2x) | z; € R, i = 1,2,.., N}, el espacio
euclidiano N-dimensional, cuya métrica se define en términos de la norma euclidea.

Definicién 1.1.10  Para x = (z1,...,25) € RY la norma Euclidiana de x viene dada
por

1/2

| x ||= [ajf +..+ xm (1-9)

Se definen a continuacién tres importantes tipos de subconjuntos de un espacio métrico.
Dado un punto xy € X y un numero real r > 0:

a)  By(x9) = B(xo,r) ={x€ X | p(x,x0) <7}, bola abierta

b)  B,(x¢) = B(xo,7) ={x€ X | p(x,x0) <7}, bola cerrada
c)  Sp(xo) =S(xo,r) ={x€ X | p(x,x0) =7}, esfera.

En los tres casos xo y r son el centro y el radio respectivamente. Asi, la bola abierta,
B(xg,7), estd constituida por el conjunto de puntos x € X cuya distancia a x, es menor
que r. En este estudio se trabajara sobre el espacio euclidiano N-dimensional, algunos objetos
centrales serdn: la bola unitaria de RY,

BN ={xeR" ;| x|<1}, (1-10)
y la esfera unitaria de R,
SV ={xecRY ;| x|=1} (1-11)

El simbolo SY~! que denota la esfera unitaria tiene exponente N — 1 puesto que aun
cuando la bola unitaria es un objeto N-dimensional, su superficie es un objeto de dimensién
N — 1. Considérese por ejemplo el circulo en R?, B? es un objeto bidimensional y su
circunferencia S*, es un objeto unidimensional.
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Definicién 1.1.11  Sea X wun espacio métrico. Un subconjunto ) de X es abierto si
para todo punto x € @) existe una bola abierta centrada en x y contenida en Q). De otra

parte, un subconjunto K de X es cerrado si su complemento en X es abierto; es decir
K¢= X — K es abierto.

Es 1til tener un nombre especial para un conjunto abierto que contenga un punto dado
xo € RY. De esta manera se entiende por vecindad de xq, Vy,, a un conjunto abierto V' que
contiene al punto xo, Munkres (1997). Por ejemplo B(Xq,r) es una vecindad de xo para
cualquier r > 0.

Definicién 1.1.12 Para un subconjunto E de un espacio métrico X, un punto ¢ € X se
llama punto adherente si ¢ mo puede ser separado del conjunto E por ninguna de sus
vecindades. Esto es, para toda V, se tiene V,NE # ).

Definicién 1.1.13  Para un subconjunto E de un espacio métrico X, un punto ¢ € X se
llama punto de acumulacion de E si toda vecindad de ¢ contiene al menos un punto de
E distinto de c. El conjunto de puntos de acumulacion de E se llama derivado de E 1y se
denota por E'.

Los siguientes conceptos tiene sentido en un espacio métrico arbitrario, puesto que se utili-
zardn sélo en RV, aqui se definen sélo para este caso.

Definicién 1.1.14  Sea A un subconjunto de RY. El interior de A se define como la union
de todos los conjuntos abiertos de RN que estdn contenidos en A; se denota por Int A. El
exterior de A se define por la union de todos los conjuntos abiertos de RN que son disjuntos
de A; se denota por Ext A. La frontera de A consiste de aquellos puntos que no pertenecen
ni al interior de A ni al exterior de A; se denota por 0A.

A partir del concepto de métrica se definié6 conjunto abierto, conjunto cerrado y vecindad.
En seguida se presenta la nocién de convergencia de sucesiones en espacios métricos.

Definicién 1.1.15  Una sucesion {x,} en un espacio métrico X converge a el punto
x € X si para todo € > 0 existe N € N tal que p(x,,x) <e paratodo n> N.

El punto al que converge se denomina limite de la sucesion; para denotar la convergencia
de {z,} a = a menudo se escribe {z,} — x. Las sucesiones permiten dar la definicién de
continuidad de una funcién sobre un espacio métrico.

Definicién 1.1.16  Sean X e Y espacios métricos. Una funcion f : X — Y es continua
en el punto xo de X si para toda sucesion {x,} en X tal que,

{z,} = o entonces {f(zn)} = f(xo). (1-12)

Se dice que f es continua en X si es continua en todo punto de X.
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Esta definicién de continuidad puede ser entendida a partir del resultado siguiente.

Proposicién 1.1.2 (Véase Royden y Fitzpatrick (2010)) Sean X e Y espacios métricos.
f X =Y es continua en el punto xq de X siy solo si para cada conjunto abierto V' de
Y que contiene a f(xg) existe un conjunto abierto U de X que contiene a xy tal que

fo)cv.

Para realizar un estudio provechoso de problemas interesantes en analisis matematico, es
indispensable considerar espacios métricos que posean una propiedad adicional. Dicha pro-
piedad se plantea a continuacion.

Definicion 1.1.17

i) Una sucesion {x,} en un espacio métrico X se llama sucesion de Cauchy si para cada
e >0 existe un nimero natural N tal que si n,m > N entonces p(Tp,Tm) <E€.

ii) Si toda sucesion de Cauchy en X converge en X se dice que el espacio métrico X es
un espacio completo.

1.1.2. Espacios compactos

Una clase importante de subespacios de RV la constituyen los espacios compactos. En segui-
da se define el término cubrimiento para luego hablar de compacidad en espacios métricos.

Definicién 1.1.18  Sea X wun subespacio de RY. Un cubrimiento de X es una coleccion
de subconjuntos de RY cuya unién contiene a X. Si cada subconjunto es abierto en RN se

llama cubrimiento de X.

Antes de ofrecer la definicién formal de espacio compacto resulta util presentar una visuali-
zacion informal. Esta apreciacion se debe al mateméatico John D. Baum y se tomé del texto
Topologia General de G. Rubiano:

“Supongase que una gran multitud de personas (posiblemente infinita) estin afuera
bajo la lluvia, y que cada una de estas personas usa su sombrilla, claramente ellas
permaneceran sin mojarse. Sin embargo, es posible que ellas estén juntas de manera
tan compacta, que no sea necesario que todas abran sus sombrillas, tan solo un nimero
finito, y todavia permanezcan sin mojarse. En este caso podria pensarse que estas
personas forman una especie de espacio compacto.” ( Rubiano 2002, pag. 135).

Definicién 1.1.19  Sea X wun subespacio de RY. El espacio X es compacto si todo cu-
brimiento abierto de X contiene una subcoleccion finita que también forma un cubrimiento
abierto de X.
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En general lo que resalta la propiedad de compacidad es que el estudio de cubrimientos
abiertos puede restringirse a estudiar cubrimientos finitos. Los resultados que se presentan
a continuacion tienen gran interés para el propdsito de este estudio.

Proposicién 1.1.3 (Véase Royden y Fitzpatrick (2010))  Si X es un subespacio compacto
de RN entonces X es cerrado y acotado.

Teorema 1.1.3 (Véase Royden y Fitzpatrick (2010))  Sea X un subespacio compacto de
RYN. Si f: X = RY es continua entonces f(X) es un subespacio compacto de RY.

Proposicién 1.1.4 (Véase Royden y Fitzpatrick (2010)) Si X es un subespacio cerrado
y acotado de RN entonces X es compacto.

1.1.3. Espacios de funciones

Para un espacio métrico X se denota por C(X) al espacio de funciones continuas de valor
real en X. Ahora bien, si X es compacto toda funcién continua sobre X toma un valor
maximo; en particular para la funcién f € C(X) se define:

| £ o= mitx| 7)) (1-13)

Esta norma induce una métrica conocida como métrica uniforme. Para f,g € C(X) se
define,

p(f.9) =l f =g llmaz - (1-14)

Definicién 1.1.20  Sean X e Y espacios métricos con métricas p, y p, respectivamente.

Sea {f.} una sucesion de funciones, f, : (X, p.) = (Y,p,) para todo n € N. Supdngase

que para cada elemento x € X el lim f,(z) existe. Si se define f(x) como el valor de este
n—o0

limite, entonces f(x) define una funcion f : (X, p.) = (Y,py). En este caso se dice que
{fn} converge puntualmente a f.

Si en la definicién anterior se supone que cada f,, es continua, en general no se puede esperar
que f también sea continua. Se requiere entonces un tipo de convergencia mas fuerte para
una sucesion de funciones.

Definicién 1.1.21  Sean (X, p,), (Y,p,) espacios métricos y {f,} una sucesion de fun-
ciones con fn, 1 (X, ps) = (Y, py,) para todo n € N. Se dice que {f,} converge uniforme-
mente a una funcion f si, para cada € > 0 existe Ny € N tal que si n > Ny entonces
py (fu(x), f(z)) < e para cada x € X.

Una sucesion que es de Cauchy con respecto a la métrica uniforme se llama uniformemente de
Cauchy. La propiedad que sigue garantiza la completitud del espacio de funciones continuas
sobre un compacto.
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Proposicién 1.1.5 (Véase Royden y Fitzpatrick (2010))  Sea X wun espacio métrico. Si
X es compacto entonces el espacio de funciones continuas C(X) es completo en la métrica
uniforme.

Antes de culminar este apartado se consideran dos definiciones de gran interés en el estudio
de sucesiones de funciones.

Definicién 1.1.22  Acotacion uniforme
Sea X C RN compacto. Una sucesion, {f,} C C(X), de funciones continuas de valor real

se dice acotada uniformemente si existe una constante M > 0 tal que para cualquier v € X
se verifica |fn(z)| < M.

Definicién 1.1.23  Equicontinuidad

Sea X C RN compacto. Sea {f,} C C(X) una sucesién de funciones continuas de valor
real. Se dice que {f,} es equicontinua si para cualquier nimero real € > 0 existe un real
d >0 tal que si z, y € X werifican |x —y| < entonces |fn(x) — fu(y)| < e para todo
n € N.

1.1.4. Espacios conexos

Definicién 1.1.24  Sea X wun espacio métrico. Una separacion para X la constituye un
par A, B de subconjuntos abiertos no vacios, tales que AUB =X y ANB = .

Notese que en la definicién anterior los conjuntos A y B son complementarios entre si; esto
es equivalente al requerir que A y B sean ambos cerrados o ambos abiertos, o que exista
A C X no vacio, abierto y cerrado. Lo que se quiere realmente es que A y B sean dos pie-
zas separadas; es decir que no haya puntos de A adherentes a B o viceversa, Rubiano (2002).

Algunos espacios métricos parece que estan formados de una sola pieza o literalmente sus
partes constituyentes no estan desconectadas. Para precisar:

Definicién 1.1.25  Sea X un espacio métrico. Se dice que X es conexo si no existe una
separacion para X en el sentido de la definicion ((1.1.24)).

Desde luego un subespacio sera conexo si visto como espacio es conexo; claramente la cone-
xidad del subespacio no depende del espacio que lo contiene. La primera nocion de conezidad
fue dada por K. WeierstrassE] la cual en el contexto de R? significa lo siguiente: un subcon-
junto M C R? es conexo si dos puntos cualesquiera de M pueden ser conectados por un
camino que no se sale de M. Para aclarar esta idea se presenta la definicion de conjunto
convero y se vera que estos conjuntos resultan ser conexos.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 1897). Matemético aleman que se suele citar como el padre del
analisis moderno. Entre sus logros mas destacados figuran la definicién de continuidad de una funcién,
la demostracion del teorema del valor medio y el teorema de Bolzano-Weierstrass.
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Definicién 1.1.26  Un subconjunto A de RN se llama convexo si para todo par de puntos
a,b de A el segmento de recta que une a y b estd contenido en A.

Proposicién 1.1.6 (Véase Rubiano (2002)) Sea A un subconjunto de RY. Si A es con-
vezo entonces A es conero.

Con la propiedad de conexidad es posible caracterizar a los subconjuntos abiertos del espacio
euclidiano; este es el objeto de la definicién siguiente.

Definicién 1.1.27  Un subconjunto A de RN abierto y conexo se llama dominio.

Se finaliza este paragrafo presentando un par de resultados que daran sentido a algunos
procedimientos que se realizardn posteriormente.

Proposicién 1.1.7 (Véase Royden y Fitzpatrick (2010))  Un espacio es conezo si y sélo si
los unicos subconjuntos que son abiertos y cerrados a la vez son todo el espacio y el conjunto
vacio.

Teorema 1.1.4 (Véase Royden y Fitzpatrick (2010)) Sea X un espacio conexo e Y cual-
quier espacio métrico. Si la funcion f : X —Y es continua entonces f(X) es un subespacio
conexo de Y.

1.2. Calculo vectorial

Se presentan algunas definiciones respecto a calculo en campos escalares; estos conceptos
daran bases para desarrollar los procedimientos de calculo requeridos en el desarrollo de
los capitulos siguientes. Para esta seccién se toman de referencia los textos Apostol (1998),
Marsden y Tromba (1991).

Definicién 1.2.1  Sea A un subconjunto abierto de RN y x = (x1,....,xy) € A. Sia cada
x le corresponde un unico nimero real f(x1,...,xy) se dice que f es una funcion de valor
real en las variables x1,...,xn 0 mds brevemente, f es un campo escalar.

En la definicién anterior el conjunto A se llama dominio de la funcién f y el conjunto de
valores f(x1,...,xy) correspondiente a dicho dominio, se denomina recorrido de la funcién
f. En el caso en que la funcién f asigna a cada x en su dominio un vector f(x), se dice
que f es un campo vectorial en RV,

1.2.1. Limites y continuidad

El concepto de limite es una herramienta basica y util para el andlisis de funciones y por
ende es indispensable presentar la teoria de limites de campos escalares.
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Definicién 1.2.2  Sea A C RY wun conjunto abierto. Sea f : A — R y sea X un
elemento de A. El lim f(x) =0b si y sdlo si para todo € > 0 existe un 0 > 0 tal que para

X—X0

cualquier x € A que satisfaga || x —X¢ ||< § se verifica |f(x) —b| < e.

La definicion anterior significa intuitivamente que conforme x se acerca a xg, los valores de
f(x) se acercan a b. Es preciso recordar que un campo escalar f puede tener a lo mas un
limite cuando x — Xj.

Teorema 1.2.1 (Véase Apostol (1998)) Sea A C RN un conjunto abierto. Sea una fun-
cion f: A—R ysea x¢g un elemento de A. Si lim f(x) =b; y lim f(x) = by entonces
X—X0

X—X0
by = bs.

Las propiedades de los limites en campos escalares se disponen como en el caso de funciones
de una variable (véase Apostol (1998)). Por otra parte, la continuidad en funciones de varias
variables intuitivamente significa que la gréafica de la funcién no presenta agujeros.

Definicién 1.2.3  Sea A C RN un conjunto abierto. Sea f : A — R. Sea xo un punto
de A. Se dice que f es continua en Xq iy solo si

lim f(x) = f(%o). (1-15)

X—X0

f es continua en el conjunto A cuando es continua en cada punto Xy de A.

Como se mencioné antes, por C'(A) se denota el espacio de funciones continuas en A. Si se
realizan operaciones, suma y producto entre funciones continuas, la continuidad se preserva.
De igual modo para el caso del cociente entre funciones continuas, siempre que la funciéon
denominador no sea nula (véase Marsden y Tromba (1991)).

1.2.2. Derivacion

Esta seccion introduce las derivadas en campos escalares. En primer lugar se considera la
deriwada de un campo escalar respecto a un vector para en seguida dar la definicion formal
de derivada parcial y funcién diferenciable.

Definicién 1.2.4  Sea A C RY wun conjunto abierto. Sean f : A — R, a un punto de
A ey un punto arbitrario de RY. La derivada de f en a con respecto a 'y se denota con
el simbolo f'(a;y) y se define por

s y) - i TEERY) @)

- h ! (1-16)

cuando tal limite existe.
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En el caso particular en el que y es un vector unitario, es decir, cuando || y ||= 1, la
distancia entre a y a+ hy es | h|. En tal caso el cociente de diferencias representa
el promedio de variacion de f por unidad de distancia a lo largo del segmento de recta que
une a con a+ hy, Apostol (1998).

Definicién 1.2.5 Si y es un vector unitario, la derivada f'(a;y) se llama derivada di-
reccional de f en a en la direccion de y.

La derivada direccional hace posible hallar la razén de cambio de una funcién de dos o mas
variables. Cuando se calcula la derivada direccional respecto al j-ésimo vector de la base
estandar, se define la derivada parcial respecto a la j-ésima variable.

Definicién 1.2.6 Sea A C RY un conjunto abierto y x = (x1,...,xx) un punto de A. Sea el
campo escalar f : A — R. Entonces 0f/0x1, Of/0xs,...,0f/0xy, las derivadas parciales
de f respecto a la primera, sequnda,..., N-ésima variable; son las funciones con wvalores
reales de N wvariables, definidas en el punto x por

ﬁ(thjx]v) — Ym fx1, ., xj+hyeon) — f(or, o g, oo, TN)
Oz, h—0 h (1-17)
Y f(x+he;) — f(x)
= lim
h—0 h

st existen los limites, donde 1 < j < N y e; es el j-ésimo vector de la base estdndar.

En otras palabras J0f/0x; es la derivada de f respecto a la variable z; manteniendo las
otras variables fijas.

Definicién 1.2.7  Sea A C RN y xo un punto de A. Sea f : A — R un campo escalar.
Se dice que f es diferenciable en xq si existen las derivadas parciales de f en Xq y si

[ f(x) = f(x0) = T(x —%0) |

lfm —0, 1-18
ek Ix—x0 (1-18)
donde T =D f(xq) es la matriz renglon
of of
— ey —— 1-1
8%1 (XO)a ) aiIZ'N (XO) ) ( 9)

y T(x —xg) es el producto de T con x —xg considerado como un vector columna.

Se escribira C*(A) para denotar el espacio de funciones k veces continuamente diferenciables
en A y por C*(A) el espacio de funciones infinitamente diferenciables en A.

Teorema 1.2.2 (Véase Marsden y Tromba (1991)) Sea f : A CRY — R. Si existen to-
das las derivadas parciales de f y son continuas en una vecindad de un punto
xo € A entonces [ es diferenciable en xg.
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Definicién 1.2.8 Sea f : A C RY — R un campo escalar. El gradiente de f es la
funcion vectorial V f definida por
of of

Vf ([El, ...,ZEN) = (fxl (l’l, I’N) yaeny fo (l’l, CE’N)) = 8_3;'1e1 + ...+ %GN (1—20)

donde e; es el i-ésimo vector de la base estdndar.

Entonces el gradiente es un vector cuyas componentes son las derivadas parciales de la funcién
f v esta definido en cada punto xo € A donde las derivadas parciales f,,(Xo), ..., fzy(X0)
existen. En ocasiones se emplea el simbolo Df para denotar el gradiente de la funciéon f.

Teorema 1.2.3 (Véase Marsden y Tromba (1991)) Sea f : A C RN — R un campo
escalar diferenciable e y un punto arbitrario de RY. La derivada direccional de f en X, en
la direccion de y esta dada por

f(x;y)=Vf(x) vy (1-21)

Es decir la derivada direccional en la direccién de y puede expresarse en términos del
producto punto entre el vector gradiente y el punto y.

Teorema 1.2.4 (Véase Apostol (1998)) Sean f y g dos campos vectoriales tales que la
funcion compuesta h = f o g esté definida en un entorno del punto a. Supdngase que g es
diferenciable en a, con diferencial ¢'(a). Sea b = g(a) y supdngase que f es diferenciable
en b, con diferencial f'(b). Entonces h es diferenciable en a y la diferencial h'(a) viene
dada por,

h(a) = f'(b) o g'(a),

que es la composicion de las transformaciones lineales f'(b) y ¢'(a).

Se puede expresar la regla de la cadena en funcién de las matrices jacobianas D h(a), D f(b) y
Dg(a) que representan las transformaciones lineales h'(a), f'(b) y ¢'(a) respectivamente.
Puesto que la composicién de transformaciones lineales corresponde a la multiplicacién de
sus matrices, se obtiene,

Dh(a) = D f(b) Dgla), (1-22)

donde b = g(a). La ecuacién (1-22)) es la llamada forma matricial de la regla de la cadena.
Supdngase que f es un campo escalar, en consecuencia h también lo es; en este caso las

derivadas parciales de h se pueden expresar para j =1, ..., N mediante,
N
Dy h(a) =) D; f(b) D g(a), (1-23)
j=1

es decir, se obtienen las derivadas parciales de los componentes de h en funcion de las
derivadas parciales de los componentes de f y g.



1.2  Calculo vectorial 19

Definicién 1.2.9  Sea A C RY un conjunto abierto. Sea f : A — R un campo escalar
tal que f € C*(A). El operador lineal A definido por la ecuacion,

_O*f 0*f 0*f
Af—a—m% + a_:L‘% + ...+ %, (1-24)

se llama Laplaciano N-dimensional.

El operador Laplaciano sera objeto de estudio en los préximos capitulos. Por el momento, en
la siguiente seccion de preliminares se recordaran algunos conceptos basicos sobre integracion
de funciones.

1.2.3. Integracion

En esta paragrafo se introducen las definiciones de integral de linea y de superficie, se pre-
sentan las ecuaciones de transformacién a coordenadas esféricas en RY y las férmulas de
Green, resultados indispensables para abordar el problema de Dirichlet.

Definicién 1.2.10  Sea J = [a,b] un intervalo cerrado de R. Sea a una funcion vectorial
definida en el intervalo J. Cuando t va tomando los valores de J, la funcion «o(t) describe
un conjunto de puntos en el N-espacio llamado grifica de la funcion. Si o es continua en
J la grafica se llama curva.

Al estudiar las integrales de linea interesa no sélo el conjunto de puntos de una curva sino
la manera como tal curva ha sido originada, es decir la funcién a.

Definicién 1.2.11  Sea J = [a,b] un intervalo cerrado de R. Se llama camino continuo
a una funcion « : J — RY continua en J. El camino se llama reqular si existe o vy es
continua en el intervalo abierto (a,b). El camino se llama regular a trozos si el intervalo
la,b] puede descomponerse en un nimero finito de subintervalos en cada uno de los cuales
el camino es reqular.

Definicién 1.2.12  Sea o un camino reqular a trozos en el N-espacio definido en el in-

tervalo [a,b] y sea f un campo vectorial definido y acotado sobre la grifica de «. La integral
de linea de f a lo largo de o se define por,

b
[ ris= [ s 2w (1-25)
es decir, se integra el producto punto de f con o .

Teorema 1.2.5 (Véase Marsden y Tromba (1991)) Sea f continua en una region que
contiene un camino reqular a trozos o.



20 1 Preliminares

i) Si « estd definida por las ecuaciones x = x(t), y =y(t) donde a <t <b, entonces,

e ds:/abf<x<t>,y<t>>\/(j—f)2+ (%) it

ii) Si « se define mediante v = z(t), y=y(t), z = z(t), donde a <t <b, entonces,

/af(x,y,Z) dszfabﬂx(t),y(t),z(t))\/(%)2+ (%)+ (fi_t) it

Por ejemplo si « es la frontera de la bola unidad en R?, otra forma de expresar esta curva es

a través de las ecuaciones = = cost, y=sent, 0<t<2m ysi f(z,y) =1 entonces,

2
/ f(z,y) ds = / Veos?t 4 sen?t dt = 2.
o 0

Previo a introducir el concepto de integral de superficie se considera la definicion de superficie
parametrizada.

Definicién 1.2.13  Una superficie parametrizada es una funcion @ : D C R?> = R3. La
superficie S correspondiente a la funcion @ es su imagen, S = @(D). Se puede escribir,

D(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)).

Definicién 1.2.14  Si f(x,y,z) es una funcidn continua de valores reales definida en la
superficie S, se define la integral de f sobre S como,

[room froonf[5t] « ses] « ] we

Por ejemplo si D es la bola unidad en R? entonces S es la superficie de la esfera generada

por la ecuacién x® + 4% + 22 =1, ysi f(x,y,2) =1 se deduce que,

//fxy,cw—/‘/ ,/:ﬂ+;_1¢@w—4w

Como se vera mas adelante, en este estudio sera indispensable conocer la medida de superficie
de la bola unitaria de R™. A continuacién se presenta una férmula sencilla para calcular la
medida de un bola N-dimensional. Sea BY = {(xy,...,2x) : 22 + ... + 2% < 1}, la bola
cerrada de radio 1. Su medida esta dada por,

w|z

T

NETAN L)

donde T' es la funcion gamma. Para N = 1 la férmula arroja v; = 2, la longitud del
intervalo [—1,1]. Para N = 2 resulta vy = 7, el drea de un disco de radio 1.
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Proposicién 1.2.1 (Véase Apostol (1998))  Sea B™(a), la bola N-dimensional de radio

N

a. Entonces vy(a) = a“vy donde vy denota la medida de la bola unitaria (1-10)).

N

En otras palabras, la medida de una bola de radio a es a" veces la medida de una bola

de radio uno. También, a partir del valor vy se puede calcular el valor de la medida de
superficie de la esfera unitaria ({I-11)), obteniendo

wy = superficie (SY™) = Nuy. (1-26)

Desde luego, la medida de cualquier bola en RY no cambia si se traslada su centro a un
punto xo de RY sin modificar el radio.

Teorema 1.2.6 (Véase Apostol (1998))  Sea Q2 un dominio. Sean xy € Q y r > 0 tal
que B.(x9) C Q. Sea f : Q— R un campo escalar. Si f € C(2) entonces,

, 1
o) =tim o [ st

donde vy designa la medida de la bola unitaria.

El resultado anterior se puede extender a calcular la integral inicamente sobre la frontera
de la bola.

Teorema 1.2.7 (VéaseApostol (1998)) Sea Q un dominio y f : Q — R un campo esca-
lar. Sea un punto xo € Q y r >0 tal que B.(xq) C Q. Si f € C(Q) entonces,

f(xg) = lim ;/5( )f(a:) do(x), (1-27)

r—0 wyrV-1
donde wy denota la medida de la N-esfera unitaria.

En los procesos de integracion a menudo resulta ttil transformar la variable para facilitar su
manejo. Una aplicacion importante de la férmula de cambio de variables es el caso de coor-
denadas polares en R?, coordenadas esféricas en R?, y su generalizacién en RY. Estas son
particularmente importantes cuando la funcion, o el conjunto sobre el que se estd integrando
exhibe algin tipo de simetria. En seguida se considera la transformacion de coordenadas
cartesianas a coordenadas esféricas en el espacio euclideano N-dimensional.

Para y = (y1, ..., yn) € RV y (p, 01, ..., On_1) € (0,00) x (0,7) X ... x (0.7) x (0,27), se
propone la transformacion ( Stein y Shakarchi 2003, pdg. 193):

(0 = pcosth
Yo = psenbcosby
(1-28)
yn_1 = psenbisents...senfy_scosln_
[ YN = psenbsenbs...senly_ssenty_1,
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cuyo elemento diferencial esta dado por,

dy = pV 7 (send))V 2 (senby)N 3. (senbn_o) dpdfy db; ... dOx .

Abreviadamente se escribe y = pw con w = (wq,ws, ..., wy ), obviamente definido por,
(
w1 = cosbt;
Wa = senbicosl,
{ (1-29)
Wn_1 = senbisenbs...senbn_oc080n_1
| wn = senbsenby...senfy_ssenby_1,
y conello || w ||=1. Luego con esta notacién se obtiene dy = p™~'dwdp, siendo dw el ele-

mento diferencial sobre la superficie de la bola unitaria. Por tanto para una funcién continua
f se verifica,

[t an= [ [ ) i) dp (1-30)

La ecuacion serd empleada posteriormente cuando se requiera transformar la variable
a coordenadas esféricas.

Teorema 1.2.8 (Véase Fvans (2010))

a) Sea f : RN — R un campo escalar. Si f es continuo e integrable entonces,

fda::/ </ de)dr,
RN 0 OBr(z0)

para cada punto xo € RY y r > 0.

2 (/ f dm) = / f ds,
or B (o) 9B, (z0)

Antes de finalizar este paragrafo conviene presentar un importante hecho para afirmar que

b) En particular,

para cada 1 > 0.

una funcion integrable es aproximadamente continua en casi todo punto.

Teorema 1.2.9 (Véase Evans (2010)) Diferenciacion de Lebesgue
Sea f : RN — R funcion localmente integrable. Entonces para todo xy € RY se verifica:

1) lim f(z) dx = f(xo),
r—0 By (x0)

2) lim | f(z) — f(xg) | dz=0.

r—0 Br (270)
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Para introducir las denominadas formulas de Green es necesario considerar subconjuntos
abiertos y acotados de R™ cuya frontera sea suficientemente regular, para precisar:

Definicién 1.2.15  Sea Q C RV abierto y acotado y sea k € N. Se dice que la frontera
de Q es C* sipara cada xy € O existe una vecindad B de xy y una funcion

v € C¥B), k € N tal que
1.OANB={z : y(z) <0}
2.00NB={z : v(z)=0}

3. Vy(z) #0 para z € 002N B.

Si la frontera de © es C!, entonces a lo largo de 99 estd definido el vector normal exterior
n = (nq,...,ny). Es posible calcular la derivada direccional con respecto al vector n; en este
caso dicha derivada recibe un nombre mas especifico.

Definicién 1.2.16  Sea u : Q — R campo escalar tal que v € CY(Q). A la expresién
ou

— se le llama deriwada normal exterior de .

on
Para los resultados que se formulan a continuacién considere 2 C R abierto y acotado

cuya frontera es C!.

Teorema 1.2.10 (Véase Evans (2010)) Teorema de Gauss-Green
Sea u : @ — R campo escalar. Si u € CH(Q) N C(Q) entonces,

/ux(x) dx :/ u(z)n; dS i=1, 2, ..., N.
Q B

Teorema 1.2.11 (Véase Evans (2010)) Integracion por partes
Sean u y v campos escalares definidos sobre Q. Si u,v € C*(Q)NC(Q), entonces,

/url(a:)v(x) dr = —/u(m)vml(x) dx—i—/ w(x)v(ng) dS i=1,2, .., N.
Q Q o9

Teorema 1.2.12 ( Véase Evans (2010)) Férmulas de Green

Sean u y v campos escalares definidos sobre Q. Si u,v € C%*(Q) entonces,

1) /Qv(x)Au(x) dx:/ v(x)g—ii(a:) da(x)—/Q (Vu, Vo) dx,

o0

2) /Q(v(:v)Au(x) ~ u(z) Av(z)) dx:/

o0N

(00) e 0) = ule) gto) ) doto)

donde n es la normal exterior y do el elemento de drea sobre OS2.
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Un caso particular de la primera formula de Green es cuando v = 1; obsérvese que,

/Q“(@AU(@") dw:/ﬂl Au(z) dx
:/ 1 g—z( )da(x)_/Q<Vu,V(1)) .

Cémo el V(1) = 0 se obtiene,

/QAu(m) dir— [ 2“0 doa). (1-31)

a0 811

1.3. Ecuaciones en derivadas parciales

En esta seccién se define el término ecuacion en derivadas parciales y se presenta su clasifica-
cién en derivadas parciales de segundo orden. Posteriormente se concentra la atencion en el
estudio de las funciones solucion de la ecuacion de Laplace, considerando el caso N = 2 en el
plano complejo y las funciones holomorfas. Para finalizar se propone el problema de Dirichlet
y se describe la construccion de Perron; método para resolver el problema en conjuntos abier-
tos, acotados y conexos del espacio euclidiano N-dimensional. De referencia se consideran los
textos Mijailov (1982), Peral Alonso (2004), Churchill y Ward Brown (1992).

1.3.1. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden

Se llama ecuaciones diferenciales aquellas cuyas incégnitas son funciones de una o varias
variables, con la particularidad de que en dichas ecuaciones figuran no sélo las propias
funciones sino también sus derivadas. En el caso en que las incognitas son funciones de dos
o mas variables se denominan ecuaciones en derivadas parciales. Una ecuacién en derivadas
parciales de una funcién incégnita v de N variables xq, xo, ..., Ty se denomina ecuacién
de N-ésimo orden, si contiene siquiera una derivada de orden N y no contiene derivadas de
orden superior a N; es decir la ecuacion,

A ou ou 0*u  O%*u oNu 0
N By By 022 D10y 0N )

F (l’l,l'g,..., (1—32)

En un dominio A C RY considérese una ecuacién en derivadas parciales lineal de segundo
orden, es decir una ecuacion de tipo,

N
3wt axla% Z bi(x e(x) u + f(x) =0, (1-33)
con a;; = a;; y X = (21, ..., xy). Las funciones a;j(x), b;(x) y ¢(x) se denominan coefi-

cientes de la ecuacién (1-33)) y la funcién f término independiente.
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La matriz A(x) compuesta por los coeficientes a;;(x) es simétrica y por consiguiente tiene to-
dos sus valores propios reales. Sea x, un punto arbitrario de A y sean A;(xg), ..., An(xp) los
valores propios de la matriz A(xg). Se designa con N, el nimero de autovalores positivos,
N_ el namero de autovalores negativos y con Ny el nimero de autovalores nulos.

Definicién 1.3.1  Clasificacion de las ecuaciones en derivadas parciales de se-
gundo orden

i) La ecuacion (1-33)) es de tipo eliptico en el punto xy si Ny =N o N_ = N.

ii) La ecuacion (1-33|) se denomina ecuacion de tipo hiperbdlico en xo si N = N —1 y
N_=1o0osi N=N—-1y N, =1.

iii) La ecuacion (1-33)) es de tipo parabdlico en el punto xo si Ny > 0.
w) La ecuacion (1-33) es de tipo ultra-hiperbolico en xo si Ng=0 y 1 < Ny < N — 1.

En este texto se estudiaran ecuaciones de tipo eliptico en subconjuntos abiertos, conexos y
acotados de RY. Particularmente se considera la ecuacién de Laplace,

Au=0, (1-34)
y su contraparte no homogénea, la ecuacion de Poisson,
Au=f, (1-35)

en ambos casos A es el operador Laplaciano definido por la ecuacién ((1-24]).

1.3.2. Funciones armodnicas

Definicién 1.3.2  Sea Q C RY abierto, conexo y acotado. Sea u : @ — R campo escalar
tal que u € C*(Q). Se dird que u es armdnica si Au = 0.

En este sentido, una funcién de valor real se dice arménica en un dominio dado €2 si sobre
ese dominio tiene derivadas parciales continuas de primer y segundo orden y satisface la
ecuacion . A continuacion se considera la definiciéon de funcién de variable compleja,
para luego presentar una forma de obtener funciones armonicas en dimensiéon N = 2.

Definicién 1.3.3  Funcion de variable compleja.

Sea S un conjunto de nimeros complejos. Una funcion f definida sobre S es una regla que
asigna a cada z en S un numero complejo w. El numero w se llama el valor de f en z y
se denota por f(z), w = f(2).
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Definicién 1.3.4  Una funcion f de una variable compleja z se dice andlitica en un
congunto abierto si en todo punto de ese abierto f puede ser expresada en forma de serie de
potencias, es decir,

f(z) = Z an 2" = Z an (x +iy)",
n=0 n=0

con a, constantes complejas.

Usualmente se emplean los términos holomorfas y requlares para referirse a las funciones
analiticas, ( Churchill y Ward Brown 1992). f(z) puede ser expresado en términos de un par
de funciones de valor real; f(z) = u(x,y) +iv(x,y) siendo u y v parte real e imaginaria
respectivamente. Supuesta f andlitica en un conjunto abierto sus funciones componentes
han de satisfacer las ecuaciones de Cauchy - Riemman, esto es,

Uy = Uy, Uy = —Vy. (1-36)

Al derivar estas expresiones se llega a deducir el préximo teorema. Este resultado tiene gran
interés en la teoria de funciones analiticas y es fuente de funciones armonicas.

Teorema 1.3.1 (Véase Churchill y Ward Brown (1992)) Sea f(z) = u(z,y)+iv(x,y) una
funcion en el plano complejo con u(z,y), v(z,y), partes real e imaginaria respectivamente.
Si f es andlitica sobre un dominio D, sus funciones componentes son armonicas en D.

Las soluciones de la ecuacién de Laplace en RY, N > 3, no tienen la relacién con las
funciones de variable compleja que presentan si N = 2; no obstante, como se verd en el
capitulo [3] tienen las propiedades importantes de las funciones arménicas de dos variables;
como la propiedad del valor medio y verificacion del principio del mdximo.

1.3.3. El problema de Dirichlet

Uno de los propodsitos de este estudio es demostrar la existencia de soluciones de la ecuacion
de Laplace y de la ecuacion de Poisson y varios resultados referentes al problema de Dirichlet
para dichas ecuaciones.

Sea © C RYM dominio acotado. Sea uw : €© — R un campo escalar con
u € C%Q) N C(Q). Supéngase las funciones f € C(Q) y g € C(99) fijas. Considérese
el problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Poisson,

Au(z) = f(x), z€Q,
(PDF) { u(y) =g(y), y €,

siendo A el operador Laplaciano. Para el problema anterior, se introduce el concepto de
solucién clasica.
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Definicién 1.3.5  Una solucidn cldasica del problema de Dirichlet (PDP) es cualquier fun-
cion u, con u € C*(Q)NC(Q) que verifica Au(z) = f(x) para todo x € Q y u(zx) = g(z) pa-
ra todo x € ON).

Se denomina problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace al problema (PDP) en el
caso en que f =0, es decir,

I s

0, x €€,
9(y), yeon.

Una vez establecido el concepto de solucién, el andlisis de cualquiera de estos problemas

pasa en primera instancia por establecer resultados de existencia y unicidad de soluciéon. Un
método importante, para probar existencia, lo constituye el denominado método de Perron
que se describe superficialmente a continuacion.

1.3.4. Descripcion Método de Perron

Cuando el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace (PDL) se plantea sobre un
conjuto abierto, conexo y acotado €2 de R™ y ¢ denota una funcién de valor real continua
sobre la frontera 02, puede definirse la llamada construccién de Perron.

Si se define el conjunto de Perron Y, como el conjunto de funciones continuas de valor
real u, definidas sobre Q que verifican Awu > 0 sobre  y que satisfacen v < ¢ sobre
0€; se puede probar que la funcién w,y(z) = sup{v(x) : v € ¥;} es solucién del problema
de Dirichlet (PDL) cuando la frontera es tal que el problema admite solucién unica. Estos
resultados de existencia estan basados en trabajos de H. Poincaréﬂ en 1887 que fueron desa-
rrollados y simplificados por O. Perronﬁ en 1923. Precisamente los resultados que se utilizan
para abordar el problema de Dirichlet (PDL) con el método de Perron, son la solucién en
una bola de RY y las propiedades de las funciones arménicas. En dichos aspectos se centran
los préximos capitulos.

2Jules Henri Poincaré (1854-1912), matematico francés. Desarrollo un nuevo método en el estudio de las
ecuaciones diferenciales y fue el primero en analizar sus propiedades geométricas.

30skar Perron (1880-1975), matemdtico alemdn. Perfeccioné el método de Poincaré para resolver el pro-
blema de Dirichlet para ecuaciones diferenciales parciales elipticas.






2 Férmula de Representacion Integral

Lo que caracteriza al hombre de ciencia no es
la posesion del conocimiento o de verdades irrefutables,
sino la tnvestigacion desinteresada e incesante de la verdad.

K. Popper

En este capitulo se inicia formalmente el estudio del problema de Dirichlet. Se introduce la
propiedad de invarianza del operador Laplaciano, argumento primordial para construir la
denominada soluciéon fundamental. Con dicha funcién sera posible encontrar una represen-
tacion integral para las funciones soluciones; esto permitira probar la existencia de solucién
para el problema de Dirichlet en una bola del espacio euclideano N-dimensional.

2.1. La invarianza del operador Laplaciano

Una buena estrategia para estudiar algunas ecuaciones diferenciales parciales es primero
identificar alguna solucion implicita y luego, siempre que la ecuacion sea lineal, armar una
solucién general; sin embargo, en la bisqueda de soluciones es a menudo sensato restringuir
la atencién a la clase de funciones con ciertas propiedades de simetria. Una de las principales
caracteristicas de la ecuacion de Laplace,

Au=0 ueC*Q), QCRY, (2-1)
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es su simetria esférica; la ecuacion se conserva bajo movimientos rigidos; rotaciones y tras-
laciones. Para estudiarﬂ las propiedades de invarianza del operador Laplaciano se considera
en primer lugar el caso bidimensional. Una rotacion en el plano es una transformacién
g : R? = R? dada por,

(z,y) — (¢",y) = (zcosa + ysena, —xsena + ycosa ), (2-2)
para algtiin angulo 0 < a < 27.
Al derivar, aplicando la regla de la cadena se sigue,
u (2", y) = up(@,y) cosa — uy(2',y) sena

uy (2", y) = up (2, y)sena — uy (2, y') cosa.

Las derivadas parciales de segundo orden son,

0
Uge (2, Y) = %[ux/(x’,y’) cosa — uy(z',y')senal cosa
0
i [y (2',y) cosa — wuy(2,y) senal sena.
)

= U (2, y)cos® @ — uyy (2, y) sena cos o
— Uy (@, Y) sena cosa 4wy (2, y') sen*a.

Uy (2, Y) = = [ug (2, y)sena + wuy(2,y) cosal sena

(9xa

+ — [ux (2, y) sena + uy(2',y') cosa] cos a.

ay'

= Uy (2, y) sen’a + upy (2, y) sena cosa
+ Uy (2, y) sena cosa + g (2',y') cos? a.

Las derivadas parciales mixtas no se consideran aqui, ya que para el operador Laplaciano no
tienen interés. Entonces,

a + cos?a)

2 2

Uy g (ZL‘I, y/> + uyy(x/a y/) = Uy g (xla y/> (S@TL

+ uy oy (2, y) (sen*a + cos®a)

= Uy o (xlu Z//) + Uyt o (xlv y/)

Luego el operador Laplaciano es invariante bajo rotaciones en el plano. Asi mismo, una
traslacién en el plano es una transformacién f : R? — R? definida por,

(r,y) — (@'y) = (x+a,y+b)  a,beR (2-3)

1Como referencia de esta seccién véase Strauss (2008), Axler, Bourdon y Ramey (2001).
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Si se aplican procesos de derivacion, como en el caso anterior, se llega al mismo resultado.
En resumen, se ha probado el resultado siguiente.

Proposicién 2.1.1  El operador Laplaciano A es invariante bajo movimientos rigidos en
el plano. Esto es, A es invariante bajo cualquier transformacion en el plano que sea la
composicion de rotaciones y traslaciones.

Desde luego, no es suficiente con haber establecido el resultado para el caso N = 2. En
lo que sigue se verda que la propiedad de invarianza también se cumple en cualquier otra
dimensién del espacio euclideo. En general, para un punto fijo zp € R y una funcién
u, continua sobre 2, la xg-trasladada de u es la funcién sobre 2 + =z cuyo valor en x
es u(x — xg). Las traslaciones de funciones armonicas son armonicas.

Sea T : RN — RY isometria, definicién (1.1.7)). Si u es una funcién continua sobre € la
funcién w o T' se denomina rotaciéon de u. A continuacién se mostrara que el operador
Laplaciano conmuta con isometrias, mas precisamente:

Teorema 2.1.1  Sea Q CRY y u € C*(Q). Si T es isometria, entonces sobre T—(Q)
se verifica,

AfuoT) = (Au) o T. (2-4)

Prueba: Para probar este resultado se usard notacién matricial. Sea T = [t;;] la matriz
transformacién de T relativa a la base estdndar de RY. En virtud de la ecuacién (1-23)) se
sigue,

N

Dy, (uoT) = Z tim (Dju) o T,

j=1
donde D,, denota la derivada parcial con respecto a la m-ésima variable coordenada. Deri-
vando una vez mas y sumando sobre m se obtiene,

A(woT) = 3N, Zjil timtim (D;Dj u) o T

- Z;\;l (Zﬁﬂ tjmtjm> (D;Dj u) o T.

Cada vector columna de la matriz transformacion de T es ortonormal, luego,

A(uoT):i(Dij u)oT

= (Au) o T,
quedando demostrado. (]
El resultado anterior pone de manifiesto que las rotaciones de funciones armonicas resultan

ser también funciones armoénicas. Estas propiedades de invarianza tienen gran relevancia en
el proceso que sigue.



32 2 Formula de Representacion Integral

2.2. Solucién fundamental de la ecuacion de Laplace

Los resultados estudiados en la seccion anterior hacen posible que existan soluciones de
la ecuacion de Laplace que tengan una caracteristica especial; que sean invariantes bajo
rotaciones cerca de un punto y € RY; es decir que tengan el mismo valor en todos los
puntos z a la misma distancia de y. En seguidd?| se estudia este tipo de funciones, llamadas
comunmente soluciones radiales y que tienen la forma,

v(x) = (r), (2-5)
donde,

(2-6)

representa la distancia euclidiana entre x e y. Se procede a calcular el valor del Laplaciano
para funciones radiales; notese que para 1 =1, ..., N

or 1
= 2(z; — i)

Ori oy SN (s )2

Li — Yi
’

de modo que,

ooy (@) = 0'(r) “,
y asi, , ,
b 1) = ) (B ) (2 - Bl 27)

Por consiguiente, al obtener las derivadas parciales de segundo orden hasta el indice i = N y
sumarlas se sigue que,

ain () + o Vi (@) = (1) (i > (- yi>2> NS (1 -y )

r2 4 :
=1 =1

— () (i > - y>> + o ()

2En este paragrafo se sigue la referencia John (1978). También se consulté ( Peral Alonso 2004, Evans 2010,
Gilbarg y Trudinger 2001)
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siendo N la dimension del espacio. En consecuencia, las soluciones radiales de la ecuacion
de Laplace vienen dadas por las soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria de segundo

orden,
N —1
Y (r) + TW(T) = 0. (2-8)
Para resolver la ecuacién anterior considérese p = v’ y asi (2-8) se convierte en,
N —1
p'(r)+ p(r) =0, (2-9)

es decir, una ecuacion separable. Para el caso N = 2 al resolver la ecuacion separable (2-9))
se sigue,

= —= - In(p) = —In(r) + In(a) — p =

Y = 4 y asf P(r) = aln(r) + b.
,
Cuando N > 2,
/ 1—-N
Z((:)) =— = In(p) = (1= N)lIn(r) — p=ar™,
y de forma andloga se sigue,
Y =art™ y entonces P(r) = oM _GN) r2 N b
En resumen para C' y b constantes arbitrarias,
Cln(r)+b, si N=2,
b =< ¢ (2-10)

N + b, si N > 3.

La funcién v(x) = 1(r) satisface (2-1) para r > 0, es decir, para los puntos = # y. Sin
embargo cuando r = 0 dichas soluciones son singulares, esta singularidad es clave en la utili-
dad de dichas funciones. Por razones de normalizacion se toman en particular las soluciones

radiales,
iln(r), si N=2,
=9 " 1 | (2-11)
_ e si N >3,
siendo wy la medida de la esfera unitaria. Nétese que toda funcion de la forma,
v(x) =P(lz—yl), (2-12)

con y € RY fijoy 1 dada por la ecuacién (2-10)), es una funcién infinitamente diferenciable
salvo en el punto y, ademds el valor de su Laplaciano es nulo, es decir en RY — {y} se
satisface Awv(x) = 0. Con base en esto se introduce la siguiente definicion.
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Definicién 2.2.1  Se denomina solucién fundamental de la ecuacion de Laplace en RY a
la funcién @ definida en el conjunto A = {(x,y) € RN x RY : x #y}, por

1
%ln(|x—y|), para N =2,
P(lz—yl) = 1 1 N (2-13)
(N=2uy [a—y T
donde wy es la medida superficial de la esfera unidad de RY y | - | la norma euclidea.

De la ecuacién (2-13) se deduce que la funcién @ estd bien definida en todo RY salvo en
y. Notese también que @ se puede derivar infinitamente, es decir @ € C*°(A). Ademés
para todo par (x,y) € A el Laplaciano en la variable z es nulo, A,?(|z—y|)=0.

A continuacién se obtienen algunas estimaciones de la solucién fundamental @ definida por
(2-13)), en dimensién N > 3. Al calcular las derivadas parciales de primer orden de la funcién
@ se obtiene,

1 1
b, (| z— - - 2-N)|z—y "N ——— 2(z; —
o=y = ~rogor @ M=y g 2(n =)
(2-14)
1 —N
= _wN|33'—y‘ (»’131 3/1)
So(lz—y) = e 2= N) [z =y [N e 2(a 1)
2 Y= TN — 2wy Y oe—y| 2T
Ly Y (- )
= — |x— To —
o ) 2 —Y2),
o de forma general parai =1, ..., N;
1 )
P (lz—y)=— |z—y | (z; — ) (2-15)
WN

Con el resultado expresado en la ecuacién (2-15)) se calcula el gradiente de la funciéon @ de
lo cual se deduce,

1 _
Vo(lz—yl) = . |2 —y [V (21 =y, 22— Y2, oy TN — YN, (2-16)
N
y por consiguiente la norma del vector gradiente resulta ser,
1
| Vo(lz—yl)]| = . |z =y |V V(w1 —y)? + (22 — o) + o+ (o3 — yn)?
1

= — |-y N|z—y|
WN

(2-17)
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Por otra parte, al obtener las derivadas parciales de primer orden de la funcién @,, definida

por (2-14)) se sigue que,

1
Grmllo—yl) = —( o=y ™ +(@ - ) (-N) [o—y |
WN
1
—  9(xy —
2|z —y| (@ yl))
1 —N 2 —N—-2
= —(Jz—y ™ = N@—pn)?lz—y["?)
WN
1 —(N+2) 2 2
= — |z—y] [z —y > =N(z1—w)?].
WN
Ademas,
G| 5—y) = — (=) (=N) |y | 2w — )
T1T2 Yy - WN 1 U1 ) 2’1__2/‘ 2 Y2
1 —(N+2)
= — [-N@—-w)(zm—p) |z—y| 1,
WN
y también,

e (|5=y ) = — (1= ) (=N) | 2=y |V 2 (5 — )
wyas (| T — = — (1 — = x — — 2(x3 —
123 Y W 1= Y Y 2z —y ] 37 Y3

1 ~(N+2)
= —[—N($1—yl)(f€3—y3)’$—y| ]
WN
Anélogamente para la funcion @,,,
(| 5—y) = — (=) (=N) |y | 2 — )
2Tl Yy - WN 2 Y2 ) 2’$—y‘ 1 U1
1 ~(N+2)
= — [-N@—w)(z—y) |z—y| ]
WN
1 -N ~N-1
Srsll =y ) = — (Jo—y [V +@m—p)(-N) |z—y]
WN
1
(g —
a1 2 )
1 —N 2 —N-2
= —[lz—y|™ =N@—p)?z—y | V2]
WN
1

= — oy [[a—y [P —N(x2— )]
WN



36 2 Formula de Representacion Integral

1 1

Posy(| 2=y ) = (=) (=N) [z =y |7 oy T 2 (5 — ys)
1 ~(N+2)
= [ =N (22— yo) (x5 —y3) |2~y | ]
WN

En general las derivadas parciales de segundo orden de la funcion @ se pueden escribir de

la forma,
1 _
oy (|2 =y ) = = [z =y 0y — N(xi—y) (xj—yp)] lo—y [V, (218)

siendo 9;; las deltas de Kronecker, es decir,

5ij = { 0 para i j, (2-19)
1 para =7y,
con i, j = 1, 2, ..., N. Ahora bien, el vector de segundas derivadas parciales de la funcién

@ resulta ser,

1
djinj(’x_y‘): E ‘x—y‘_(NH) Hx—y\Q _N(ﬂh—yl)Z a—N<5U1—3/1)

(2 —y2), o, =N (21 — 1) (rn —yn), —N (2 —y2) (¥1 —11)
=y P = N(ry—y2)?, —N(x2 —92) (13 — y3), -.-,
—N(z2 —y2) (v —yn), oy =N (zn —yn) (1 — Y1) -

—N(zy —yn) (xn-1 —yn-1), |z —y > =N (zx —yn)?],
y Su norma,

1 _ 2
[P, (|2 =y )| = o= Loy 7% (|2 =y [P =N (=) + vt

(| =y =N(zx —yn)?)’ + N (21— 00)? (22 — 2)?
oo+ N2 (21— 1) (on —yn)® + N? (22 — 12)? (21 — 11)?
+N? (22— y2)? (w3 — y3)° + o + N2 (22 — 32)* (2v — yn)?
+oo+ N2y —yn) 2 (1 —y1)? + ... + N2 (zy — yn)?

1
(xn-1 — Z/NA)Q]Z-
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Simplificando,
[ @u (lo =y )| = = L=y [ {Jo =y | 2N |2y P (o= )+
N*(zy—y)' + ot o=y | —2N [z -y |* (a5 —yn)?
+ N (@2 —y2)? [(21 — 1) + (23 —93)* + . + (2n — yw)?]
ot N2 (zy —yn)? [(21 = 90)? + oo + (@vo1 — yn-1)?] )2,
entonces,

1
| Pae; ([x =y )| < Eva—yl’(N“){NIfc—yl‘*+N2(x1—y1)2[($1—y1)2+--~

+ (on —yn)? T+ N? (22 —92)? [(21 — 1) + . + (2y —yn)?] +

N

o+ N2 (any —yn)® [(21 —3)” + o+ (on —yn)?] )2,
ya que se sumaron N términos no negativos. Luego,

1
| P (|2 =y [)] < o 2=y | T VD [Nz —y [ +N* (@1 —p)? |z —y > +

1
N?(zo—y2)* |z —y P +... + N?(an —yn)?* |z —y ]

1
= ey PO ANz =y PN o=y [ [ = 9+

(22 —92)* + ... + (zn —?JN)2]}%-

Por tanto se obtiene,

1 1
| P, |z —y )| < — |o—y[ D [N|z—y|* +N? |z—y [*|z—y[*]?
WN
1 —(N+2) 213 4\3
= E!fﬁ—yl (N+N2)2(|x—yl"),
o finalmente,
1
N + N2)2
(o (g )| < DTN vy p
WN
(N + N?)z

WN
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1
N + N?)2
Haciendo Cy = sup g se sigue,
WN
| Poio; (|z—y ) [SCN |2 —y V. (2-20)

Las férmulas (2-18) y (2-20) ponen de manifiesto que las derivadas parciales de segundo
orden de la soluciéon fundamental no son integrables. En efecto,

1 - _
/ Dy, (| 2=y |)dy = / — (o =y | ™6 = N|o—y | "™ (2, —y)(x; —y;)] dy,
By () By (z) WN

y tomando coordenadas esféricas con origen en el punto z resulta,

1 " 1
Poiw; (| 2 —y dy:—/ pN_l/ — | N (wiw;) — 1] do(w) dp,
[ entle D= oo [ [ (N ) 1] dote)

€1 Consecuencia,

" d
/ Pyay(|z—y ) dy = cN/ L= o, (2-21)
Bu(a) o P

es decir, la integral en una pequena bola centrada en x no es finita.

2.3. Férmula de representacion de Green

Una propiedad importante de la solucion fundamental se pone de manifiesto a continuacic’)nﬂ
se trata de representar en forma integral, a partir de las férmulas de Green y la solucién
fundamental, las funciones en C?((2).

Teorema 2.3.1 Foérmula de representacion de Green
Sea Q C RN un dominio acotado. Sea y un punto de Q. Si 9Q € C* entonces para cada

funcion u € C*(Q) N C(Q) se verifica,

(21— s g o) = ule) 52 (12 = 31) ) o).

(2-22)

uly) = [ @lle =) duta) do — [

o0

Prueba: Sean Q C RY un dominio acotado, y € Q fijoy p > 0 lo suficientemente
pequeiio de modo que B,(y) C . Se considera la solucién fundamental definida por ,
que como se dijo antes, en el punto x = y presenta singularidad. Para usar las formulas de
Green es necesario aislar dicha singularidad en una pequena bola entorno del punto singular.

3Para este apartado se consultaron las referencias ( John 1978, Peral Alonso 2004, Malpica Vega y Lizara-
zo Gayén 2005)
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Considérese Q, = Q — B,(y). Aplicando la segunda férmula de Green, teorema (1.2.12)), a

las funciones u(z) y @(] x —y |) sobre €, se deduce,

/ (2(lz —yl) Au(z) — w(z) AP (|z —y[)) dv =

0 /89 (@(\x—y\)g—z(x)— u(x)g—f(lﬂﬁ—y’)) do (z),

donde n es la normal exterior a 92, y do el elemento de area sobre 9f),. Puesto que

D(|x —y|) es armoénica sobre 2, se obtiene,

[ o= duteyas = [ (@ =) Gre) — ate) Golle - o)) dota). (223

Se procede a evaluar limite cuando p — 0; nétese que si p — 0 entonces la medida de
B,(y) tiende a cero y entonces el término de la izquierda en (2-23) verifica que ,

p—0

lim i O(jlr —y|) Au(x) de = /Q(P(|J; —y|) Au(z) dx, (2-24)

por tratarse de una funcién integrable. Ahora bien 0f2, es la unién de la frontera de € con
la esfera S,(y), luego el término de la derecha en (2-23) tiene un sumando que no depende
del valor p:

/agp {@(ly—;d) %@ — ulz) g—iﬂx—yl)} do(z) =
/aQ {dﬁ(!x—y!) S—Z(x) — u(x)g—i(‘x_y‘)} do(z)
+/Sp(y) {fﬁ(!x—y!) g—z(m) — u(x) g—i(\x—y\)] do(z).

Por consiguiente, si se hace tender p a cero solo es necesario evaluar el limite en la integral
sobre la esfera S,(y) obteniendo,

ou 0P
1/ @ _ S —_— J— =
iy [ (@l Gato) = () 3 = ) o)
ou 0P
1/ @ _ d fR— l/ —_— - d . 2‘25
1 [y, Tl gp@ dole) =iy u(@) galle —ul) dof). - (2:25)
Obsérvese que sobre S,(y),
—1
P(|lx —y|) = (2-26)

(N = 2)wy pN =2’



40 2 Formula de Representacion Integral

es decir @ es constante,

Ou 1 ou
/Sp(y)(gmm ) a—n(x) dolw) = (N —2)wy pN—2 /S,,(y) O_H(I) do(x),

y aplicando ([1-31]) la expresién anterior se convierte en,

ou 1
/Sp(y) Ple =) on (¢) do(x) = (N — 2)wy pN—2 /Bp(y) Aulz) de. (2:27)

Por conveniencia se opera en (2-27)) del siguiente modo,

ou - 1 WN N N
[l G i) = s S0 (MWN &@Au@ww>,

siendo MWN,ON la medida de la bola B,(y). Cuando p tiende a cero,

lim @(]x—y[)g—z(x) do(x) =

=0 Sp(y)
, 1 WN N N /
1 — A d
PE% [(N — 2)wNpN*2 N P (WNPN B,(v) U(x) v ’

la continuidad de Awu permite deducir que,

ou 1 N
I |z —y) 2 (1) do(z) = —— (1m 02 [ 1 Au(z) d
70 S, (b= o) gy () o) (N—=2)N (05% p) (rg{l} wy PN S, ) o) x)
es decir,
i [ (@ - y) 2 (@) do(x) = 0 (2.28)
11m xXr — — I\ g\Tr) = . -
=0 Js,w) " on

Resta evaluar limite p — 0 en el otro término de la ecuacion (2-25)). Puesto que,

-1

D (|lz — = ;
(1 yl) (N —2)wn |x_y|N—2

la derivada parcial de primer orden con respecto a cualquier componente, como se vio en

(2-15)), estd dada por,

Dy, (

1 _
v—yl)=—lo—y[™ (& — )
WN
y el vector gradiente, obtenido en la ecuacién (2-17)) por,

1 (z—y)
wy [z —y|¥

Vo(lz—yl) =



2.3 Formula de representacién de Green 41

Ahora observése que la normal exterior a €2, en un punto de S,(y) estd dada por la normal
interior a S,(y) en dicho punto. Si € S,(y) la normal exterior unitaria a 02, viene dada

por,
r—Y
n=--"7, 229
|z —y| (2-29)
y entonces al aplicar (1-21)) se obtiene,
a—¢(|l’—y|) :i(x—y) . _(ZL’—y)
on wy |z —y|Y |z =yl

1 (z-y) (z—y

- _ 2-30
WN |x—y|N |z — y| ( )
1 1 1
= —— r—y) - (x—y).
wy |z —y|N Ix—y|( Jlemy)
Sin embargo (z —y) - (x —y) = |z —y[*, luego,
P lle—yl) = le -y
on Y o fe -y
(2-31)
1

Por la expresién (2-31)) se sigue,

/sp(y) u(z) g—f (| —yl|) do(x) = /Sp(y) u(z) (— - i y‘N_l) do ()

1 /
= —— w(x) do(x),
wnp T Js,w) @ dote)

y en consecuencia cuando p — 0 la continuidad de u y el teorema ([1.2.7)) permiten concluir
que,

lim ———— / u(z) do(x) = u(y). (2-32)
Sp(y)
Para obtener (2-22)) y en consecuencia haber demostrado el teorema basta tomar limites para

p — 0 en la ecuacién (2-23) y utilizar los resultados obtenidos en (2-24)), (2-28)) y (2-32));
esto permite concluir que,

[ #te=hautrar = [ o) 52 @) = u@) G o~ )] dota) + uir),
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y por tanto,
ou 0P
= [ &z —y|)A dr — b (|lx —y|) — — —(|z — d
ut) = [ @ =) au) do— [ (o= s) G @) — o) 5o (o= o) doto),
quedando establecido el resultado. 0

La igualdad (2-22)) es la féormula de representacion. Dicha férmula permite conocer una

funcién u € C2(2)NC(Q) cuando 9N € C', a partir de los valores de Au en € y los de u

ou
y on o
dadas f, g y h, noexiste u € C*(Q)NC(N) tal que Au= f en Q, u =g sobre I y

0
a—u = h en 0. Pensar por ejemplo en el caso f = g = 0 y h = 1. Este inconveniente

en 02. Sin embargo la citada férmula no es totalmente satisfactoria, ya que en general,

n
motiva la introduccion del concepto de funcion de Green. El punto de partida para la nocién
de funcion de Green lo proporciona el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.1  Sea Q C RY wun conjunto abierto, acotado y no vacio tal que su
frontera 92 € C. Sea w una funcién w : (x,y) € Q x Q — w(zr,y) € R wverificando,

w(-,y) € C*(Q) y A,w(z,y) =0 V(z,y) € Qx Q, (2-33)

donde por A, se denota el Laplaciano en la variable x. Sea G = & + w, donde @ es la
solucion fundamental. Si u € C?(Q) N C(Q) entonces para todo y € €,

oG ou
w) = [ Geapauis [ @5 @) - 6o gt )] dote). (230

Prueba: La férmula (2-34) es consecuencia inmediata de sustituir en la expresion (2-22) la
funcién G = P+w. O

Definicién 2.3.1  Sea 2 C RN un conjunto abierto, acotado y no vacio. Sea el conjunto
AQ) = {(z,y) € A x Q:ax#y}. Sellama funcién de Green para la ecuacion de Laplace
en 2, a toda funcion,

G : AQ) — R,

que esté definida de la forma G = ® + w, con w satisfaciendo las condiciones de la propo-
sicion (2.3.1) y tal que G(x,y) = 0 para cualquier pareja (x,y) € 0 x Q.
Lo que en realidad se desea es aplicar ([2-34)) para resolver el problema de Dirichlet,
(PDP) { Au(x):f(x), T €,
u(y) = g(y), y € o,

en cuyo caso no se conoce el término en que aparece la derivada normal de u. La idea es

utilizar la funcion de Green, su valor sobre 0f) y los datos de la funciéon u dados en el
problema (PDP). Con esto (2-34) se convierte en,

u) = [ Gl @) dn + [ gl0) G w0) dota). (2:3)
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Bajo el requisito que u resuelva (PDP) y siempre que se pueda construir explicitamente
una funcion de Green para un dominio 2 dado; entonces se puede representar a u por medio
de la funcion de Green, la derivada normal de la funciéon de Green y las funciones f y g. Por
otra parte, si G es la funcién de Green en Q y u € C?(Q)NC(Q) es solucién del problema
(PDL) para una funcién g € C(02) dada, entonces a partir de se tiene,

u) = [ o) 5o ) doto) (2:36)

Como se puede apreciar el problema radica en encontrar GG. Ello puede lograrse de manera
explicita para determinadas formas de €2, al resolver el siguiente problema de Dirichlet:

{ Ay w(z,y) =0, x €Q,

w(z,y) = —D(|lz—vyl|), x €. (2-37)

En el apartado siguiente se va a construir la funcién de Green para una bola de RN vy as
la solucién al problema de Dirichlet para dicha bola. Este resultado cobrara se utilizara al
abordar el problema de Dirichlet en contextos mas generales.

2.4. El problema de Dirichlet en una bola de R". La
férmula integral de Poisson.

Cuando se plantea el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace en una bola abierta
de centro en el origen y radio R,

Au =0, si |z| <R, (2-38)
u

(x) = g(z), si |z| =R,

es posible construir una funcién de Green mediante el denominado método de reflexion 1 Sea
Sk la esfera de centro en el origen y radio R. Se considera la inversion o transformacion de
Kelvin en RY — {0} con polo en el origen, es decir,

(2-39)

La aplicacion x — & es la inversiéon a través de la esfera Sg, en efecto si y € Sg entonces
1y =y, es decir la esfera Sk es el lugar geométrico de los puntos invariantes. Notese que si
y € Sg entonces,

R* T -

|z |? |z [?

“%_y|2: +R27

4Los resultados que se veran en esta seccién siguen la referencia John (1978). También puede consultarse
Peral Alonso (2004), Gilbarg y Trudinger (2001).
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y asi,
|z P|a—yP=R |2 —2(z, y) + R?]
= R2 | r—y |27
por consiguiente para y € Sg se satisface la relacion fundamental,

T—y R Tl
2=yl _ — Ja—y= ey (2-40)
T=y] Iz

R

Considérese la solucién fundamental definida para x # y en el caso N > 3 mediante (2-13)).
Como consecuencia de (2-40|) se tiene para los puntos y € Sk,

#a-yh=o (L5 y1)

P(|ly [) = 2(R),
asi pues, si se toma w(x,y) definida para € B(0, R) mediante,

|z |

w(z,y) = ‘@(7?'j‘y0’ z#0, (2-41)
—d(R), x =0,

se observa de inmediato que la funcién w, al estar definida en términos de la solucion
fundamental, satisface las condiciones de la proposicién y G = &+ w, es decir; para
(x,y) € A(B(0,R)):
wz-yh-o(H1e-u1). oz
G(z,y) = R (2-42)
O(ly ) — P(R), z =0,

es la funcién de Green en B(0, R). Sustituyendo ¢ en esta ultima férmula se sigue,

1 1 . 1 R N=2 L0
— i
(N=2wn|z—y N2 (N—=2)wy \|z|[T—y] ’ ’

G(x,y) =

B 1 1 N 1 1 _0

(N —=2)wy [y V2" (N = 2wy RN-2 T
luego,
( i N—2
1 1 R
- N—2_( ~ ) 9 SC?AO,
(N =2)wy ||z -y |z || 22—y
G(z,y) =

1 1 1 0
— — Tr =
C (N =2wy [[y V2 RY2] ’
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y reemplazando la definicion de & se obtiene,
2-N 2-N
| [m - () ] 40,
= = gy
[|y\2—N - RQ—N}, z=0.

En seguida se obtiene el vector gradiente de la funciéon de Green definida por (2-43) para
los puntos x # 0. Al calcular las derivadas parciales de primer orden con respecto a y se

-

RQ

(2-43)

obtiene,
R2

O ) = g | b - |2—N—(M)M aE
8yi Y= (N—2)WN ayz 4 R 6yz |{L‘|2

-1 { 0 (21 — 1)’ + o+ (o — ZJN)Z)% -

r—y

(N = 2)wy -ayi
2—
2\ o [/ R 2 R? 7
- >\ TN —35 TN — YN
7 oy |\ [z r—w) | +..+ ™ TN — Y
para ¢ =1, ..., N. Entonces,
oG 1

N

R2 2 R2 27 2 R2 '
le—yl + ..+ WxN—yN) Wm—yi

(1'@' - yl)

a—yi(x,y) T ww { (1 =5)* + .+ (2 — )] H (; — i) — (%>2N

((z1 — 1)+ o+ (an — ZJN)Q)E

R2
<W Ti — Z/z‘)

esto es,
( R2
_ —5 L Y;
oG 1 (*Iz _ yz) |I| N (|$|2 )
- _ — (= 2-44
) Z(«T7y) Wy |1‘—le R R2 ~ ( )
[
( ||
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Ahora bien, el valor en |y| = R se obtiene a partir de que G(z,y) = 0 en dichos puntos, es

decir si |y| = R,
2-N | po2 2-N
-N |$| R
e G I (2-45)
y al elevar la expresion anterior a 2}N se deduce para |y| = R que,
1
i |x| 2—-N R2 2-N7 2—-N
lz—yl = (E) Wﬂi—y ]
- " 1
|$| 2—N | 2—N RQ 2—N\ 2—N
p— — _x —_—
( R ) R
o finalmente,
x|\ | R? _
|z —y| = <%> WQZ — y’ si |yl =R. (2-46)
Si se reemplaza (2-46|) en (2-44)) como sigue,
(i
2-N | T 2% — yz)
8G(x ) —1 (zi — ys) e |z|? (2-47)
dy; wn e\ R? N R R? N
(E) ety ‘—293 -y
|z |z

Gl

Y (R

Ve

(

B 32_1 v (EE;N) B (l?Rl)N (xi_ %2%>

R
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En consecuencia,

8_G(x ) = -1 (@i—y) 1 x._@ .
Oy; Y iQ B N m N @ N T R2 Yi
Pt R R

es decir,

9G = 1 =R\ ]
ayi( ’y) on <m>N R2 N {( R2 )yz} (2 48)

_l’ JR—
R) |7

Al reemplazar el resultado (2-46)) se sigue para i =1, ..., Ny |y| =R,

%(w ) = -1 of — B
ayl 7y WN ‘x_y‘]\[ R2 ylﬂ

V,Cey) = — (’x“32><y1,...,y]v>. (2-49)

WN |55 - y|N R?

y asi,

Por otra parte, el vector normal exterior a la superficie Sk designado por n,, estd definido

por,
n:(ﬂﬂ y_N):izg
Y lyl lyl” 7 Jyl lyl R

oG
pero en virtud de la ecuacion ((1-21)) se tiene 8—(:6, y) =V, G(z,y) - n,, entonces,
n,

B -1 |z|* — R? Y1 YN
VyG(x,y) "y = R2 (yla"'7yN> ’ (E?aﬁ)

N
wN |x—y|

RZ . |l’|2
= WN |x _y|N R3 (y17"'7yN) (yl, "'7yN) .
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Por tanto,
R’ <
V,G(z,y) - n, = yi
Yy ( ) Y W |I—y|N R3 lzzl:
R? - mz 2
wy |z —y|" R? ’
lo cual permite concluir que para y € Sg se satisface,
oG R? — |z]?
-—(z,y) = N (2-50)
on, Ruwy |z =y

Definicién 2.4.1  Se denomina nicleo de Poisson en B(0,R) a la funcion H(z,y) defi-
nida para los puntos y € Sg mediante,

R? — |z

a Rwy |x—?/|N'

H(z,y) x € B(0,R). (2-51)

Por definiciéon H(z,y) > 0 sobre B(0, R). De otra parte, por la construcciéon hecha el nicleo

de Poisson verifica la ecuacién de Laplace en el interior de la bola de radio R. En efecto al
derivar (2-51)) se verifica para 1 =1, ..., N;

Hmi (:L‘, y) =

1 2z |z —yN —N@R— |z?) [z —y|"? (& — )
RLUN

Derivando una vez mas respecto a la variable x; se sigue,

1

Ha?ia?i (Ivy) = RCUN |£L’ _ y|4N

{{ —2 0z —yN 2Nz [z — y |V (& — w)
+ 2Nz |z —y"P (i —y) - NR—|zP)[(N=-2) |z — y [N
(= w) + o=y} o=y = { —2m -y
~N(R = 2 f) o= gV ()

[2V |z — y ¥ (@ = w)] |
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y efectuando las operaciones,

1

H$i$i ((L’,y) = RCUN |l‘ _ y|4N

{ 2N (B — |2 ) |o — y PV (2 — )’
o N2 (R2 o |ZE |2) |J} — |2N+N—4 (1‘@ o %)2 . N (R2 o |l’ |2)
’ T —y ‘2N+N—2 — 9 ‘ T —y ’2N+N + 2N2 (RZ _ ‘ T ‘2) ‘ T — y ’2N+N—4

(zi — i) + AN |z — y [PVHV2 l’i(%—?ﬁ)}-

Ahora bien, al sumar sobre i, desde uno hasta m, se deduce,

N
1 2 2 IN+N—4 2
AIH(x,y):RWN|I_y|4N ON (R*— |z ) |z — y| Z(xi—yi)
i=1
N
N2 (RQ_ |JZ|2) |I . y|2N+N—4 Z (xz o yi)2 i N2 (RQ_ |JZ’2)
i=1
|,CL’ _ y|2N+N—2 o 2N |1: o y|2N+N +2N2 (RQ_ |x|2> |ﬂ;’ _ y|2N+N—4
N N
Z (2 — yi)* + AN |z — y PNN2 Z 151‘(951'—,%)},
i=1 i=1
es decir,
1
A, H = { ON (R? — 2 . ANtN-2 _ 9N _ INEN
(z,y) P T—T ( |z ?) |z — y| |z -y
+ AN [z — y PV P AN |z -y PP (2 -y ]
y entonces,
1
A, H _ {2]\7 2N+N-2
(I,y) R(UN |I—y|4N |ZE yl

Como |y |= R de la dltima expresién se sigue,

1 _
Fov To =y L2V Lo =y P2 [ =y = e =y PT ],

A, H(z,y) =
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obteniendo,
A, H(z,y) = 0. (2-52)

Otras propiedades del nicleo de Poisson que van a resultar de interés vienen dadas por el
resultado siguiente.

Proposicién 2.4.1  El nicleo de Poisson H(x,y) definido por (2-51)) verifica:
1. HeC™ sily|=R y |xz|<R.
2. f|y|:R H(z,y)do(x) = 1.
3. St xg € Sg y 6 >0 entonces

lim H(z,y) =0 uniformemente si |y — xo|> 9.
T—rT0

Prueba: La propiedad 1 se deduce al observar que |z — y|, bajo las hipétesis, es un
valor positivo y ademds |z —y|™" se puede derivar infinitamente.

Laigualdad en 2. no es mas que (2-35)) aplicada a g(y) = 1. En efecto, aplicando la férmula
de representacién integral (2-35) a g(z) =1 y a la funcién de Green definida por (2-43)),

oG
uy) = [ G f@ydes [ Sy o
B(0,R) oB(0,R) 9N
1 R? — |zf?
— / G(z,y) f(z) de + —— —'“’}'V do ().
B(0,R) Run Jopo.r) |z —1yl

Puesto que sobre 0B(0, R) se verifica u(y) = g(y) = 1, con los datos del problema (2-38)

se sigue,

1 R? — |z]?
1 =u(y) = G(z,y) Au(z) dv + —— ——— do (z)
B(0,R) Rwn Jopor) | —yl
1 2 |zf?
= — ikl do (z).

Rwy Joso.r |v—yY

Finalmente dado zy un punto arbitrario de la esfera de radio R y 0 > 0 real, se define,
Es={y:lyl=R, ly—xo|>6}. (2-53)
Por la desigualdad del tridangulo se deduce,

ly—xo| = |y — 2+ 2 — 30| < |7 — Y| + |2 — 20,



2.4 La férmula integral de Poisson 51

luego,
[z =yl > [y — @o| — |z — o],

. Y .
pero nétese que si y € Fs v | — x| < 5 8¢ tiene,

)
ly—axo| >0 vy — |z —ax0| > —g3
entonces al sumar estas desigualdades resulta,
)
[y — mo| — |z — o] > 3
y en consecuencia,
4}
|z —y| > |y — x| — | — x0| > 7 (2-54)
)
Ahora, como |z —y| > 5 entonces,
2 2 2 2 2 2
Moy - ol R s _ R

~ Rwy |z —9|¥ T Ruwy (ly — 20| — |z — 20))¥ T Rwy (6/2)"

deduciendo finalmente,
2N R

H(ZE, y) < (ST (2—55)
1
R\ N
Haciendo 6 =2 (—) en la definicién de limite se llega a,
€
H(z,y) <e cuando  y € Ej,
y esto evidentemente implica 3. 0J

De acuerdo con la féormula de representacién ([2-36)) se enuncia el siguiente teorema. La prueba
se basa en las propiedades del nicleo de Poisson.

Teorema 2.4.1  Foérmula integral de Poisson
Sea g una funcion continua en la esfera Sgr. Si se define,

R? — |z
|| / g(y)N do(y), si |z| <R,
uz)=q fwv Jy=r |z -yl (2-56)
g(x), si |z| =R,

entonces u es continua en B(0,R) y u € C®(B(0,R)), siendo ademds solucion del
problema,

{ A u(z) =0, si |z| < R, (257)

u(z) = g(x), si |x| =R.
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Prueba: Para observar que u definida por (2-56|) es infinitamente diferenciable, basta
observar que por la proposicion [2.4.1),

R2 - |JZ|2 (%) :
T e, silyl=R vy |l <R (2-58)
Rwy |7 —y|

y entonces se puede derivar bajo el signo integral en (2-56)) de manera reiterada. Luego, al
derivar la funcién u con respecto a x; se obtiene,

ou(zr) 0 [R®—|z? / 9(y)
_ 0 (R —af 9w
ox; Ox; ( Rwy =R |z — y|N 7

1 o [ R?—|z|
- — | ——% | do(y).
Ruow o 9W) 5, ( p— 7 (y)

Se puede concluir que la derivada parcial de cualquier orden con respecto a x; existe y va a

ser siempre una funcién continua para |y| =R y |z| < R.

Anélogamente, para la derivada parcial de segundo orden de u con respecto a x; se obtiene

0?u(w) 1 & [ R?— |z
— 92

N

! & (R — |z
Au(z) = Toom Z /IyzR 9(y) 022 ( — ) do(y)

i=1

la expresion,

por consiguiente,

N 2
1 0* [ R?— |z
= fm o 9) > o2 ( ) do(y)

N
i=1 x =yl

1 / R? — |z]?
= 9W) Ae | —— | do(y),
Ry Jyi=r ( [z —y|"

sin embargo por (2-52)) el nicleo de Poisson verifica la ecuacién de Laplace y entonces,

Aulr) = oA (u) do (y) = 0. (2:60)

- Ruy o —y|"

Resta probar que (2-56) define una funcién continua sobre B(0, R). En concreto, lo que
hace falta demostrar es que fijados o € 0B(0,R) y ¢ >0 existe un () >0 tal que,

<e, (2-61)

/ H(z,y) g(y) do (y) — g(wo)
8B(0,R)
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para todo x € B(0, R) tal que |z — ¢ |[< d(¢). Como g € C(9B(0,R)) existe d; > 0 tal
quesi y € 0B(0,R) v |y —zo|< 91 entonces,

| 9(y) — g(z0) |< 5. (2-62)

DN ™

Sea,

M = 4 .
o | 9(y) |

Del apartado 3 de la proposicién (2.4.1) se sabe que si y € Es; y © € B(0,R) verifica
| © — o |< 07 entonces,

H(z,y) (2-63)

£
< — .
~ 4MwyRN-1
Ahora, si z € B(0, R),

[ H@wewd) ~ gle) = [ H) (o) — gla) doty),
lyl=R ly|=R
esto en virtud de la proposicion [2.4.1] Esta dltima integral se puede expresar como,
[ HEw) (6 - gla) dow)
lyl=R
-/ H(w.y) (9(0) — 9(e)) doy) +
lyl=R N{ly—=zo|<d1}
/ H(r.y) (9l0) — gx0)) doy).
lyl=RN[y—zo|>61
pero sustituyendo (2-62) y (2-63)) se deduce,
[ ) () o) doty
y|=R

/ H(x,y) do(y) +
ly|=R N{|ly—zo|<d1}

ST |y (90 = o) dol)

<

Do ™

con esto,

/|:R H(z,y) (9(y) — g(xo)) do(y)

< H(z,y) do +—/ OM do(y).
[ e i)+ ey [ ooty

DO ™

Por tanto,
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es decir,
/ H(z,y) (g(y) — g(xo)) do(y) < € si |z —xo|< 0. (2-64)
lyl=R
La prueba se completa al tomar d(g) = ;. O

El teorema constituye un resultado de existencia de solucién para el problema (PDL)
planteado en una bola abierta centrada en el origen. Como es natural, al trasladar el centro
de la bola a un punto arbitrario de R”, el problema de Dirichlet (PDL) en dicha bola también
se puede resolver. Para precisar, si g € C(0B(zo, R)) entonces la solucién del problema de
Dirichlet,

Au=0, r € Bz, R),
9.
Loy ooh s < oBlen -
esta dada por,
il
v~ o I do(y), s Bl R),
u(z) = Rwy 9B(z0,R) |T — Y| (2-66)

g(x), si |z — x| =R.

Ya demostrada la existencia de la solucién de (2-38)) el siguiente paso serd probar que dicha
solucién es unica y coincide con la integral de Poisson ([2-56)); esto serd resuelto en el préximo
capitulo luego de estudiar algunas propiedades de las funciones armonicas.



3 Funciones armadnicas y subarmonicas.
Propiedades

Los cientificos estudian la naturaleza no porque sea util, sino porque
encuentran placer en ello, y encuentran placer porque es hermosa. St no lo
fuera no mereceria la pena conocerla, y si la naturaleza no mereciera la
pena, la vida tampoco.

H. Poincaré

Como se vio en el capitulo [2| la solucién al problema de Dirichlet en general se reduce a
calcular la funciéon de Green y esto a encontrar una funciéon arménica cuyo valor sobre la
frontera del dominio sea equivalente al valor de la solucién fundamental. En este capituld]se
estudian algunas propiedades de las funciones armonicas, en especial la propiedad del valor
medio, el principio del méximo y algunos resultados respecto a convergencia de sucesiones
de funciones arménicas. En la seccién [3.3 se introduce la definicién de funcién subarménica;

concepto que permitird abordar el problema de Dirichlet en dominios generales.

1Como referencia de este capitulo pueden consultarse los textos Evans (2010), Peral Alonso (2004), John
(1978), Axler et al. (2001).
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3.1. Propiedad del valor medio

Definicién 3.1.1  Sea Q2 C RY dominio, y un punto de Q y v € C(Q). Se dice que
la funcion v satisface la propiedad del valor medio en 2 si para cada real v > 0 tal que
B, (y) C Q se verifica,

1
v(Yy) = ——— v(z) do(x). 3-
) [ ) 1)

wyrN-1

El siguiente resultado asegura que las funciones armonicas verifican la propiedad del valor
medio.

Teorema 3.1.1  Sea Q C RY dominio y u € C*(2). Sea r > 0 tal que B,(y) C Q. Si
u es armonica en §) entonces u cumple la propiedad del valor medio, es decir,

1
uly) = ————— u(z) do(x). 3-2
(y) WNT'Nfl L_y:r ( ) ( ) ( )

Prueba: Sea y un punto de Q y r > 0 tal que B,(y) C Q. Al tomar la solucién
fundamental definida por (2-13|) y aplicar la representacién integral (2-22) sobre B,(y) se

tiene,

Ju 0P
= [ ey dutmyde [ (9ol G @) o) S =) ) doto)

sin embargo u es armoénica en () y en particular es arménica sobre B, (y), por consiguiente,

0P ou
o= [ oG e —idnte) = [ ae =) 5 o) dota)

Puesto que u es arménica la expresién ((1-31]) conduce a,

/ _ %(m) do(z) =0,

ademads, sobre 0B, (y) la funcién @ es constante y por tanto,

ou
P(|lx —y|) =— () do(x) = 0,
L, 2= G @) doto

lo que implica,

0P
ue) = [ )5 (e - o) doo) (33)
eyl=r OM
Puesto que el wvector normal exterior en un punto de 0€) es %, €N un proceso
T =y
andlogo a como se obtuvo (2-31)) se tendra,
0P 1
on v —ul) = o e (3-4)
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y entonces,
1
u(y) = u(x) N—1 da(x)
jo—yl=r wy |7 =y
1
= o | o)
quedando establecido el resultado. 0

En términos generales la propiedad del valor medio garantiza que para una funciéon armonica
u en una bola cerrada contenida en el dominio 2, el valor de dicha funcién en el centro de la
bola es igual al promedio de sus valores sobre la superficie. El siguiente teorema afirma que

el promedio puede de hecho tomarse sobre los valores de la funcién u en todos los puntos
de la bola.

Teorema 3.1.2  Sea Q C RY dominio y uw € C*(). Sea r > 0 tal que B,(y) C Q. La
funcion u cumple la propiedad del valor medio (3-1)) si y sdlo s,
N
u(y) = u(z) do (x). (3-5)

wy Y

lz—y|<r

Prueba: (=) Si u verifica la propiedad del valor medio (3-1)) se sigue,
wy N uly) = / u(z) do(z), O<p<r. (3-6)
lz—yl=p

Al integrar en ambos miembros de la igualdad anterior con respecto a p,

on [0t dp= [ w@)dote)

se obtiene,
N
WNT
W=[ ) dn
N le—y|<r
es decir,
uy) = — u(x) do () (37
= g > -
’ wy [z —y|<r

llegando a la expresion (3-5)).
(<) Reciprocamente; supéngase que para toda bola B,.(y) se satisface (3-5]), esto es,

N

wy N

u(y) = u(x) do(z). (3-8)

lz—y|<r

Utilizando la ecuacién (1-30]) para transformar a coordenadas esféricas centradas en el punto

Y,
N T

wnt™ Sy

u(y) = PN /5 - uly + pw) dw dp, (3-9)
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y derivando en ambos miembros de la ecuacién anterior con respecto a r se obtiene,

N

0=
wyn Y

N? "
N-1 N-—-1
r /le u(y + pw) dw N /0 p /s B u(y + pw) dw dp

en consecuencia,
N

N2 r
do = — N-1 / d d
WNT Jen-1 uly + p) dw wyrivtl /0 P v u(y + pw) dw dp

N? /
= — u(z) do(z).
o [ @) do

Al aplicar la hipétesis se sigue,

N N? wyrh
dw =
WNT Jon-1 u(y + pw) de wyrN+tl N u(y)
N

al reescribirlo queda,

1

w) = o= [ el ) e (3-10)

o igualmente,

1

z—y|=r

como se deseaba. O

Definicién 3.1.2  Nucleo regularizante

i) Se define n € C(RY) por,

C L rl<1
_— 1
ne)=4 =P\ =) S (3-12)
0, si |x|>1,

donde C' es una constante que se selecciona de manera que fRN n(x)dr = 1. FEsta
funcion n se conoce con el nombre de nicleo reqularizante estdndar.

ii) Para cada € >0 se define,

1 T
(r)=—n(—). 3-13
ne(2) = = (%) (3-13)
Las funciones n. satisfacen.
/ Ne(z) de =1, sop(n.) C B:(0), (3-14)
RN

ademds n. € C°(RY) para cada & > 0.



3.1  Propiedad del valor medio 29

Antes de considerar el teorema de reqularidad de funciones armonicas es conveniente intro-
ducir una funciéon que permitird obtener aproximaciones suaves de otras funciones.

Definicién 3.1.3  Sea Q un subconjunto abierto de RY. Si f : Q — R es localmente
integrable se define su suavizamiento,

fo(x) = / ne (e —y) ly) dy = / 0 (y) flz — ) dy, (3-15)

=(0)
para v € S, donde Q. ={xz € Q | d(z,00) >¢ }.

El interés de las definiciones (3.1.3) y (3.1.2)) se verda a continuacién. Fueron tomadas del
texto Partial Differential Equations de Evans L. C. ( Evans 2010).

Teorema 3.1.3  Sea Q un subconjunto abierto de RY. Sea f : Q — R funcion local-
mente integrable y f° su correspondiente funcion suavizamiento. Entonces,

i) fe e C™(),
ii) f& — f cuando ¢ — 0.

Prueba:
i) Seae>0, x € Q, i=1,2, .., N y h >0 tan pequeno para que =z + he; € €.
Notese que por definicién de ..

Folathe) = @) 1 [/

- | [ e -y s ay - [

Q

“w i () () o

Como n € C*(), al aplicar limite cuando h — 0 se deduce,

. [+ he) — folx) 1 L1 x+ he; —y T —y
i h ——N/(IL“ ) [77(— )—"<—>]> flu) dy

of . 1 an (x—y
=% [ o () s a

One

o 0z

ne(z—y) f) dy]

(x—y) fly)dy,

lo que muestra que las derivadas parciales de primer orden de la funcion suavizamiento
siempre existen. Para probar que D®f¢ existe para todo x € () y cada multiindice «, el
argumento es similar y se basa en que 7. € C*°(2). Finalmente se puede concluir que,

DO f (a) = / D ez — ) £(y) dy, (3-16)
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para cada multiindice a. Esto prueba i).

i1) Sea B.(x) C Q. Por definicién de 7. se sigue,

o (2) — f(@) | = /B()na(x—y)f(y)dy—f(x)

N /Bs(x) o =9 fy) dy - (=) /Be(ﬂﬂ) ey dy'

/ =)/ - J@) dy],
y asi,

\fg(w)—f(x)IS/ (e —y)| | @) - F) | dy

B:(x)

1 /
eN Be(z)

<C [ 4@ - fw] dy.

B:(z)

€

0 (S22 | 15 = 1 ay

Del teorema de diferenciacion de Lebesque, teorema [1.2.9, cuando ¢ — 0 se cumple que,
[ i@ twla ~ o
B:(x)
quedando demostrado ii) y culminando la prueba del teorema. 0

Ahora si se cuenta con las herramientas suficientes para probar la reqularidad de las funciones
armonicas. Para este propodsito se tiene:

Teorema 3.1.4  Sea Q C RY dominio y u € C(Q). Si u verifica la propiedad del valor
medio (3-1) para cada bola B,(x) C Q) entonces u € C*(9).

Prueba: Sea x € 2, € > 0 y n el nicleo regularizante estandar definido en . Como
u es localmente integrable se considera su correspondiente funcién suavizamiento u®, defi-
nida de la forma sobre el conjunto Q. = {z € Q | d(z,00) > ¢ }. Nétese que
el teorema asegura que u® € C*°(€).) de modo que para probar la regularidad de
basta con demostrar que u = u® sobre (2.
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Six e Q. y 0<r<e se tiene,

ue(z) = / ne( — y)uly) dy

1 T —y
= — d
N @ n ( - ) u(y) dy

1 Exa
:s—NB "( ) vt
).

Del teorema se deduce,

b2 o (2 v
[ (], )

para 0 < r < e. Ahora bien, por hipdtesis d(x,d€2) > e, entonces B.(zr) C Q y por
consiguiente la propiedad del valor medio asegura que,

u(z) = 5LN /OE n (i) u(z) wy TV dr,

3

pues 7 es funcién radial, es decir n(x —y) =n(| x — y |

es dectr W (z) = u(x) (wN /0 8 ne (r) eVt dr) : (3-17)

Como wy denota la medida de la esfera unitaria de RY y 0 < r < ¢, la expresién (3-17) se
puede escribir como,
) [ dote)ar (318)
0 SN-—1

u(z) = u(x) /B e =y (3-19)

pero en virtud de la expresién (3-14)) se concluye que u°(z) = u(x), en consecuencia la funcién
u € C®(Q.) para cada € > 0, es decir u € C™(). O

luego,

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se puede concluir que las funciones
armdnicas son infinitamente diferenciables, es decir que si v € C?(§)) es arménica, necesa-
riamente u € C*°(Q2). El punto interesante es que la estructura algebraica de la ecuacion
de Laplace permite deducir analiticamente que todas las derivadas parciales de u existen,
aun cuando no aparezcan en dicha ecuacion.
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Corolario 3.1.1  Sea Q C RY dominio y v € C?*(Q). Si la funcién u es armdnica
entonces u € C*®(Q).

Prueba: Basta observar que al ser u arménica entonces en virtud del teorema (3.1.1)),

u verifica la propiedad del valor medio y a partir del teorema (3.1.4) la conclusion es
inmediata. [

El uso adecuado de la propiedad del valor medio permite establecer la siguiente estimacion
conocida como desigualdad de Harnack.

Teorema 3.1.5 Sea u € C?*(Q) una funcidn armdnica no negativa en Q. Sea A un
dominio acotado tal que A C Q. Entonces existe una constante C(N, A) tal que,

sup {u(z)} < € mf {u(z)}. (3-20)

Prueba: Sea x un punto de 2 y considérese r > 0 tal que By.(z) C Q. El factor 4 es
elegido para poder asegurar que si y, z € B,(x) entonces por la propiedad triangular se
tiene Bs,.(y) C €2, Bs.(z) C Q. Ademds, como se aprecia en la figura (3-1)), se verifica,

B,(y) C Ba.(x) C Bs,(2).

Figura 3-1: Desigualdad de Harnack.

Por hipoétesis la funcién u es arménica y entonces el teorema |3.1.1| garantiza que wu verifica
la propiedad del valor medio. Se aplica la propiedad del valor medio sobre la bola cerrada,
ecuacion (3-5)), de la manera siguiente:
N N
uly) = u(s) ds <

- N N
OJN r BT(y) CL)N r B2r(x)

u(s) ds. (3-21)
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El signo de desigualdad se verifica puesto que B,.(y) C B, (x) y la funcién u no toma valores
negativos. Por su parte,

N N
u(z) = on (3)F /Bgr(z) u(s)ds > on B /BQT(x) u(s) ds, (3-22)

ya que Bsg,(x) C Bs,(z). Como las estimaciones (3-21) y (3-22) son vélidas para cada punto
Y, z € B,.(x) es posible afirmar que,

N
sup  u(y) < u(s) ds, (3-23)
y€B, () Wy TN S By ()
y también,
a7 |,
inf w(z) > ———= u(s) ds
2 €B,() () = wn (31N By () )
1 N
= — < u(s) ds,
3N wnr Ba(z)
es decir,
N N
—— u(s)ds < 3 inf  u(z),
WN (T) Bay(2) z €Br(x)
y en consecuencia,
sup u(y) < 3V inf w(z). (3-24)
yEB,(2) #€B-(a)

Considérese un dominio acotado A tal que su clausura esté contenida en €, es decir A estd
acotado y en virtud de la proposicién A es un compacto de Q. Sean y, 2 € A puntos
donde se alcanzan el maximo y el minimo de la funcién u sobre dicho compacto respectiva-
mente. Puesto que €2 es conexo, tales puntos se pueden unir por una curva contenida en A,
proposicién [1.1.6, Tomando,

0<4r <min{|a—-b|: acA, beRY-Q}, (3-25)

se puede afirmar que todas las bolas con centro en los puntos de la curva y radio 4r estan
contenidas en (2, ademés al ser A compacto basta una cantidad finita m de tales bolas para

cubrir la curva que une los puntos y, z. Entonces empezando por el punto del maximo y
aplicando (3-24)) de forma reiterada se obtiene,

sup u(y) < 3V™ inf wu(z), (3-26)

como se queria demostrar. O
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3.2. Principio del maximo débil

Una de las herramientas importantes en la teoria de funciones arménicas, que en particular
permite obtener la unicidad de solucién clésica del problema (PDP), es el denominado
principio del mdximo. En concreto se tiene:

Teorema 3.2.1  Principio del mdximo débil.
Sea Q C RN dominio acotado y u € C*(Q)NC(Q). Si Au > 0 sobre Q entonces el
mdximo de u se alcanza en la frontera 0S), es decir,

méx u(z) = max u(y). (3-27)

Prueba: Puesto que 09 C Q siempre se verifica que,

max u(z) > max u(y), (3-28)
z€Q yeon
entonces la prueba consiste en establecer la desigualdad en el otro sentido. Supdéngase en
primer lugar Awu >0 en €. En tal caso, si no se satisface (3-27)) existe un punto z, € Q
tal que u(zrg) = max u > n(%zézx u. Notese que si en el punto xy estd el maximo de wu,
Q

entonces ha de tenerse,

2
%(mo)zo y O

<0 k=1, 2, ..., N; 3-29
3xk (xd 3 9 ) ) ) ( )

o2z (70) <
luego A wu(xg) < 0, en contradiccién con la suposicién de partida. En resumen si Awu > 0 en
) entonces nesesariamente se satisface (3-27)). Para el otro paso de la demostracién se
considera la funcién auxiliar v(z) =| z |>. Como Au >0 en ) entonces para cada & >0
se verifica A (u(z) + ev(z)) >0 en Q. Al aplicar el resultado obtenido con la hipdtesis
previa,

?gg(u(x) + ecv(x)) = yné%}é (u(y) + cv(y))

PR ,
< max u(y) + € max v(y),

pero como v es no negativa, se satisface que para € > 0,

max v < méax (u(x) + ev(x)),
el LASEY)
y en consecuencia,

3 < mé { . 3-30
méix u(z) < méx u(y) + e méx v(y) (3-30)

Aplicando limite cuando ¢ — 0 en la desigualdad (3-30]) se deduce que,

; < mé 3-31
mix u(z) < max u(y), (3-31)
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como se queria demostrar. O

El teorema sigue siendo vélido si se reemplaza méaximo por minimo y en este caso es
llamado principio débil del minimo, esto se deduce al observarse que cuando u es armonica
entonces —u también lo es, y que ademds min v = max (—u). Con esto, tomando la

funcién —u y aplicando la relacién (3-27)) se obtiene,

' = mf . 3-32
min u(z) = min u(y) (3-32)

Como consecuencia inmediata del teorema se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 3.2.1  Sea Q C RN dominio acotado y u € C?*(Q)NC(Q). Si Au=0 sobre
Q) entonces,

min v < u(z) < max u Vo e Q. (3-33)
a0 o0

Prueba: Para establecer este resultado basta aplicar el principio débil del mdximo y el
principio débil del minimo a la funcién arménica wu. 0

Corolario 3.2.2  Sea Q C RN dominio acotado. Sean f € C(Q) y g € C(0R). En-
tonces existe a lo mds una solucion u € C*Q)NC(Q) del problema de valor en la frontera,

Au(z) = f(z), = € Q,
Lo, 3 < on 30

Prueba: Suponga que existen dos funciones u;, uy que resuelven el problema (3-34)). En
tal caso la diferencia v = u; — uy resulta ser armoénica sobre (), continua en €2 y su valor

sobre la frontera 02 es nulo. Del corolario (3.2.1]) se sigue que,

0= min (g(y) — 9(y)) <w (@) — uz(z) < mix (g(y) — 9(y)) =0,  Vz € Q,

es decir v =0 en todo el dominio ) y en consecuencia u; = us. ]

El siguiente resultado es el reciproco del teorema y caracteriza a las funciones armonicas
por satisfacer la propiedad del valor medio.

Teorema 3.2.2  Sea Q2 C RN wun dominio acotado y u € C(Q). Si u wverifica la pro-
piedad del valor medio sobre €) entonces u es armonica en ).

Prueba: Sea zy un puntode Q y r >0 tal que B,.(zg) C Q. Puesto que u € C(Q)
es posible plantear el problema,

A _ _
{ v(z) =0, en |z —uxo| <r, (3-35)

v(x) =u(x), en |r—x =r.
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Este problema tiene como solucion la integral de Poisson, es decir v queda definida por
(2-66), y es arménica sobre la bola B,.(zg). En este sentido y en virtud del teorema la
funcién v cumple la propiedad del valor medio en |x — zg| < r. La hipdtesis establece que
u satisface la propiedad del valor medio sobre €2; con esto la funcién w = u — v también
la verifica en |z — zo| <r. Si |z — x| =r setiene w(z) =0 y aplicando el corolario [3.2.1]
se deduce que,

0= min (u(x) — v(z)) <(u(z) — v(2)) < max (u(z)—v(x)) =0, (3-36)

|z —o|=r |z —wo|=r

para todo z verificando |z — xo| < 7. Por tanto wu(z) = v(z) sobre la bola B,(z)
y como v es armonica en dicha bola, se concluye que la funcién u es también armoni-
ca sobre B,.(zgp). En resumen, al tomar un punto arbitrario de 2 se demostré que la
funcion wu coincide con una funcién armonica en una bola entorno de dicho punto. El
proceso puede repetirse para cualquier punto del dominio §2 y asi concluir la demostra-
cién. U

3.3. Funciones subarmoénicas y superarmodnicas

Para resolver el problema de Dirichlet por el método de Perron se introduciran las funciones
subarmonicas y su contraparte, las funciones superarmonicas. Estas funciones son versiones
debilitadas de las funciones armoénicas, pero aun asi, gozan de algunas de las propiedades
de las funciones armonicas. Es conveniente estudiarlas pues, como se vera mas adelante, se
pueden generar funciones arménicas a partir de funciones subarmoénicas.

Definicién 3.3.1  Sea Q CRY wun dominio. Una funcion u € C(Q) es subarmdnica en
Q si para cada punto y € ) existe py > 0 tal que Bpo (y) CQ ypara todo 0 <r < py,

u) < o [ ) dole) (3-31)

En seguida se resalta una observacion elemental que extiende los calculos con respecto a la
propiedad del valor medios de funciones arménicas hechos anteriormente.

Proposicién 3.3.1  Sea Q C RY un dominio y u € C*(Q) tal que —Au < 0 sobre
Q. Sea y €9, fijoy r>0 tal que B.(y) C ), entonces,

1

P —
u(y) < P

/ u(z) do(x). (3-38)
|z —y|=r

Prueba: Sea r > 0 de modo que para cada 0 < p < r, la bola cerrada de radio p y
centro en el punto y verifique Bp(y) C ). Puesto que Awu > 0, al aplicar la ecuacion ((1-31))
se obtiene,

ou
/| Aulz)de = /| o ) do(2) 2 0. (3-39)
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Siendo p > 0 y utilizando la parte b) del teorema se deduce que,

/|m_y|:p g_z(if) do(z) = gp (\/x—y|§p g—Z(:ﬁ) da:) , (3-40)

sin embargo, si se transforma a coordenadas esféricas centradas en y; del miembro de la
derecha de la ecuacién (3-40)) se sigue,

[ Sewarm =g ([ [ [ G )| ).

obteniendo,

du _ N-1

/|_ = a—n(;r) do(z) = p /S %(y + pw) do(w). (3-41)

N—-1 8,0

Al retornar a la variable original en el miembro derecho de (3-41)) se tiene,

20y dofa) = N | 0 (1) do(a)|,
jo—yl=p O | dp

z—y|=p

pero como u es continua se puede integrar bajo el signo de derivacién y por tanto,

/lx_ylp g—lﬁ (x) do(z) =p"! [p”va% / o u(z) da(a;)].
Resumiendo,
/x—y|§p Au(z) dr = /)Nl(.% {plN /x_mp u(z) do’(q;):| > 0, (3-42)

siendo do(z) el elemento diferencial de drea.

Para 0 < p <r se define la funcion radial,
Fo) =™ [ o) doo) (3-43)
lz—yl=p

que resulta ser no decreciente pues, como se ve en la ecuacién (3-42)),

g—fw > 0, (3-44)

es decir, si 0 < p < r entonces se verifica,

p'” A_y:p u(z) do(x) < r— / u(z) do(x). (3-45)

|z—yl=r
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De otra parte, como wy, la medida de la esfera S¥~1 ={z € RY : |z =1} es un real
positivo, al dividir en la expresion (3-45) el sentido de la desigualdad no se altera, esto es,

1 1
=N __ w(z) do(z) < r'7N — u(zx) do(x),
) /| (2) do(z) < /|| (2) do(x)

WN WN

entonces aplicando limite cuando p — 0 en esta tltima expresion, el teoremal[[.2.7) garantiza

que,
uly) = lim p=N - / w(z) do(x) < r=N - / w(z) o). (3-46)
=0 WN Jla—yl=p B WN J|z—y|=r
lo que concluye la demostracién. 0

Ahora bien, cuando u verifica la propiedad (3-38]) se observa de inmediato que para cada
0 < p<r secumple,

1
wo) S s [ ule) doa)
wn PV Sjay=p
luego,
wy PNt u(y) < / u(z) do(x). (3-47)
lz—yl=p
Integrando con respecto a p el miembro izquierdo de la desigualdad (3-47) se obtiene,
r B w TN
avuly) [P dp="N ) (345
0

y al integrar con respecto a p el otro miembro de (3-47)) se obtiene,

/ / u(z) do(x) dp:/ u(z) do(z). (3-49)
0 Jlz—yl=p lz—y[<p
es decir, (3-47)) se convierte en,

T uly) < /| ) do)
u(y) w]ff\i’N e u(z) do(x).

Con lo anterior la desigualdad de la media, ecuacién (3-38), también es valida al evaluar la
integral sobre todos los puntos de la bola, es decir,

S G [ e de (3-50)

WN

siempre que B,.(y) C 2. Si se compara la proposicién con lo visto de propiedades de
funciones armoénicas en la seccién [3.1] se observa que:
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i) Con la hipdtesis A u =0 se tiene la igualdad en (3-38)). En efecto si u es armonica
satisface la propiedad del valor medio.

ii) Ademds, si en el teorema se parte de la hipdtesis —A u < 0 se obtiene la
desigualdad en el mismo sentido de (3-38]). De ((1-31]) se infiere que,

ou
[ els-yhsu@ dez [ ale -y gn) dota), (350
lz — yl<r |z — yl=r n
entonces la representacion integral (2-22)) se traduce en,
od
ug) < [ )G (o~ yl) dofa), (3-52)
o—yl=r 0D

y siguiendo el mismo proceso visto en el teorema se llega a la desigualdad (3-38)).

Bajo la interpretacién anterior, el signo menos que se puso al Laplaciano en la hipdtesis de
la proposicion [3.3.1}, es para resaltar que asi, el operador de Laplace es mondtono.

Se puede ver en la proposicion que toda funcién con segundas derivadas continuas y
tal que —Awu < 0 es subarmonica. Sin embargo, la desigualdad de la media (3-37) y la
condicién de subarmonicidad, no son suficientes para poder obtener el reciproco, es decir,
que una funciéon wu sea subarmoénica no implica necesariamente que —Awu < 0, pues en
general no se puede demostrar que sea de clase C2.

El resultado siguiente extiende el principio del maximo a funciones subarmoénicas. Considére-
se el conjunto de funciones subarmonicas sobre €2, denotado por,

X(Q)={u € C(Q) | usubarménica}.

Teorema 3.3.1  Principio del mdxrimo fuerte
Sea Q C RN un dominio.
1) Siu € X(Q) entonces u es constante, o bien,

u(z) < sup u, para todo x € Q. (3-53)
Q

2)  Si ademds ) es acotado, entonces u es constante, o bien,
u(z) < I%éx u, para todo x € (. (3-54)

Prueba:
1) Sea M = sup, wu.Si M — oo la conclusién es trivial, ya que en cualquier caso
u(xr) < M. Supdngase M < oo y considérense los conjuntos,

O ={z € Q| ulx) =M}, D={z € Q| ulx)<M}.
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De aqui se deduce,

QuUQ, =0. (3-55)

Se probard en primer lugar que )y es abierto. Sea p >0 y zy € y, es decir u(xg) < M.

{ 0 NQy =0,

Puesto que w es continua en 2 existe una bola abierta B,(xq) tal que u(z) < M para
todo z € B,(zg). Como B,(zg) C €, esto permite concluir que 25 es abierto.

De otra parte €2; también es abierto. En efecto, como u € %(Q), si y € Q1 y 19 >0 es
tal que B,,(y) C Q entonces para 0 < r < ry se verifica (3-37)), esto es,

1

L —
u(y) < o P

/| _ u(z) do(zx). (3-56)

De aqui se sigue,

0= | s [ ko) de) | = uty

1
= W Ayzr (u(z) — uly)) do(z),
puesto que se integra en la variable x. Ahora bien, u(x) = M paralos = € 2, de modo
que al reemplazar en la ultima expresion se deduce,

1
0< —— u(x) — M) do(x), 3-b7
< [ () = ) dote) (357)

WN riN-1
pero por definicién u(x) — M < 0, es decir para que la expresién (3-57)) se verifique se
requiere necesariamente u(z) = M en la esfera | x —y |= r, para cada 0 < r < 7.
En consecuencia, si | x —y |< rg, u(z) = M, o de otra forma si = € B, (y) entonces
u(z) = M, es decir B, (y) C 2y y por tanto 2y es abierto.

La prueba del resultado termina cuando se demuestre que, o bien €2y, o bien {25 es vacio.
Por hipdtesis €2 es conexo, luego por definicién la dnica particién en abiertos posible
es la trivial. Dicho de otra forma, los tnicos subconjuntos de {2 que son abiertos son el
propio €2 y el conjunto vacio. Con base en éste argumento y la expresién se concluye
que alguno de los conjuntos, bien €2, o bien €25, debe ser vacio, como se queria demostrar.

2) Sea M =méaxg wu. Del apartado 1) se sugiere que u es constante, o bien, u(z) < M
para todo = € . En virtud del teorema se sabe que M mno se alcanza en (2
sino sobre su frontera, es decir M = rrééx u y se verifica la segunda alternativa de 2).

O
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Una funcién u es armoénica en € si w y —u son subarmoénicas sobre dicho dominio. En
efecto, si u es subarmonica en () satisface la desigualdad de la media,

) € — [ _ ule) dot) (3-58)

y si —u es subarmonica se tiene,
W2y [ ) doto)
uly) > ——— u(x) do(x
Wy TNy

en conclusion,
1
W) = G [ ) dote)
x—y|=r

wy rN-1

es decir, u satisface la propiedad del valor medio y por tanto, en virtud del teorema [3.2.2]
u es armonica en ().

Si se cambia el sentido de la desigualdad por —Awu > 0, con argumentos similares a los
expuestos en la prueba de la proposicion (3.3.1]) se obtiene,

/ A u(z) do = pN? 9 [pl_N / u(z) do(x) | <0.
lz—y|<p Ip lz—yl=p

Nuevamente se define la funcién radial,
Fo) =™ [ ula) dota) (3-59)
lz—yl=p
que resulta ser no creciente. De este modo, si 0 < p < r entonces,

ptN /x_m_p u(z) do(z) >rN / u(z) do(x)

lz—y|=po

pero al operar por wy y aplicar limite cuando p — 0 se obtiene,

uly) = lim p=N L (@) do(z) > r-V = / w(z) do(z),  (3-60)
|z—y|=r

p=0 WN Jz—y|=p B WN

para todo p < r tal que B,(y) C €2; esto en virtud del teorema [1.2.7] Por consiguiente, si
r >0 estal que B.(y) CQ entonces,

u(y) > ﬁ/_ . u(x) do(z). (3-61)

Las funciones continuas que verifican la desigualdad (3-61]) reciben un nombre propio.
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Definicién 3.3.2  Sea Q CRY wun dominio. Una funcion u € C(Q) es superarmdnica
en ) sipara cada y € ) existe py >0 tal que Bpo(y) C Q y para todo 0 <r < pg,

1
wy rN-1

u(y) > /| . u(x) do(x). (3-62)

Si se intercambia maximo por minimo en el teorema|3.3.1] se obtiene el denominado principio
del minimo fuerte. La demostracion de este resultado se basa en los mismos argumentos vistos
en el teorema 3.3.11

Teorema 3.3.2  Principio del minimo fuerte
Sea Q C RN un dominio.
1) Si u € X(Q) entonces u es constante, o bien,

u(x) > iréf u, para todo x € (. (3-63)
2)  Siademds §) es acotado, entonces u es constante, o bien,

u(z) > rggl’)n u, para todo x € (. (3-64)
Antes de seguir se probara un resultado de comparacién que es consecuencia inmediata del
principio del maximo.

Teorema 3.3.3  Principio de comparacion
Sea Q0 un dominio de RN 1y sean uy, ug € C?(Q) werificando,

i) Awu(x) > Awuy(x) para x € .

i) w(z) <wug(z) parax € 0NQ.

Entonces,
uy () < us(x) para todo x en el dominio €.

Prueba: De la hipétesis i) A wuy(z) — A ug(x) > 0 y como el operador A es lineal
se obtiene —A (u; — ug )(z) < 0. Ademds wuy, uz € C*(Q) y con esto, de acuerdo con
la, definicién y la proposicién [3.3.1] se puede afirmar que la funcién (u; — uy ) es

subarménica en (2.

Por la hipétesis ii) (u; — ug )(x) <0 en 02, de modo que,

S;Qp(ul — ug )(z) <0, (3-65)

y aplicando el principio del mdximo, teorema [3.3.1], es posible concluir que para x € € se
verifica (u; — ug )(x) < 0 o de manera equivalente,

u(z) < ug(x), (3-66)
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para todo x en el dominio {2, quedando establecido. O

El resultado que sigue pone de manifiesto la flexibilidad de calculo que se obtiene usando
funciones subarmonicas; es una clase cerrada frente a la operacion de tomar méximo de una
familia finita de funciones.

Lema 3.3.1  Sea Q CRY wun dominio acotado y sean wuy, us, ..., upx € %(Q). Enton-
ces,

v(z) =max {w(x) | i=1,2, ..., k}, (3-67)

es subarmdnica en Q.

Prueba: Por hip6tesis las funciones wuj, wus, ..., u; son subarmonicas y por consiguiente

resultan continuas en §2; esto permite observar que la funcién v, asi definida, es continua
en ().

Ahora bien, cada w;, con i =1, 2, ..., k, satisface la desigualdad de la media (3-37)), de
modo que para y € Q y 7 >0 tal que B,(y) C Q se verifica,

v(y) =méx {u(x) | i=1,2, .., k}

1
<méx | ——— (z) do(x), i=1,2, . k|,
< max |:WN o /|x—y:r ui(x) do(x), i
es decir,
1
< - x {ui(z), i=1,2 ..k} d
v(y) < o PV /|zy|:r max {u;(x), i } do(x)

_ ﬁ / ) o)

En conclusion la funcion v satisface la desigualdad de la media y en virtud de la definiciéon
se deduce que v es subarmonica en (). O

3.4. Propiedades de convergencia

En esta seccion se establecen dos resultados de gran interés y que seran indispensables para
asegurar la existencia de solucion al problema de Dirichlet en dominios mas generales. En
el primer caso se considera una sucesién uniformemente acotada de funciones continuas de
valor real.
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Teorema 3.4.1 Teorema de Ascoli-Arzeld

Sea Q@ C RY compacto. Sea {f,} C C(Q) sucesion de funciones continuas de wvalor
real. Si {f.} es acotada uniformemente y equicontinua entonces existe una subsucesion
{fe,} C C(Q) que converge uniformemente a una funcion continua en .

Prueba: Puesto que {f,} es acotada uniformemente, por la definicién [1.1.22| existe una
constante M > 0 tal que paratodo n € N y z € Q severifica —M < f,(z) < M,
es decir el conjunto formado por las imagenes de la sucesién es acotado en R.

Sea € > 0. Por equicontinuidad, definicién [1.1.23] para la sucesién {f,} existe 6 > 0 tal
quesi z,y € Qy |z — y| <4 se verifica,

[ fule) = Jalw) | < 5,

Ahora bien, como {2 es compacto admite un cubrimento finito, es decir existe un nimero

n e N. (3-68)

finito de puntos 1, xa, ..., } para los cuales la familia de bolas {Bs(z;)}, i=1, ..., k,
forma un cubrimiento abierto de . Nétese que para 1 <i <k, {f.(z;)} es una sucesién
de numeros reales acotada, que en virtud del teorema de Bolzano - Weierstrass tiene una
subsucesion {f}(x;)} que converge. Por tanto, aplicando el criterio de Cauchy a dicha
subsucesion se encuentra H; € N tal que,

\ﬁ@g—fmﬂw<§ Y n, m> H. (3-69)

Anédlogamente, como {f}(z;)} estd acotada, por el teorema de Bolzano - Weierstrass existe
{f3(z;)}, subsucesiéon de {f}(x;)}, tal que {f2(x;)} es convergente. Al aplicar el criterio
de Cauchy se encuentra Hy € N verificando,

[ ) = fa@) <5 Vo m>H (3-70)
Asf por recurrencia se construye una subsucesién {f*(x;)} de {f*(z;)}, de forma que,

}ﬁ@g—jmﬁn<§ Y n, m> H. (3-71)
Se tiene que,

| falw) = fu(@) [ =] fo@) = falw) + fi(z) — fulz) + folz) — fo(@) |

<| fal@) = falw) | + [ fo(z) = faul@) | + | fulz) — fo(2) |
Ademas, para cualquier = € Q existe i, con 1 <i <k, tal que |z — x;] <4 y entonces
. € . . L
el primer y el tercer sumando se acotan por — en virtud de la equicontinuidad y el segundo
por la construccién anterior. Entonces si N = méax { Hy, ..., Hi } se deduce,

[fh@) — i@ < s+ s+ = ¥Vam=N (3-72)
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lo cual implica,
méx | fo(z) — fh(z)| < e vV n, m>N. (3-73)

z €S

Si se escoge la subsucesién {f"} C {f¥}, para todo k € N, se sigue,

méx | fy(r) — fr(@) | < ¢ v on, m=N; (3-74)

T €

y como ¢ > 0 es arbitrario se deduce que la sucesién {f"} es uniformemente de Cauchy.

Por supuesto cada f” es continua en €, es decir {f"} C C(f), pero como el espa-

cio de funciones continuas C(2) es completo, proposicién se deduce que el limite

cuando n — oo de {f'} es una funcién continua, completando la prueba del teorema.
O

Como ya se establecié, una funcién u € C(£)) es arménica si y solo si satisface la propiedad
del valor medio para cada bola compactamente contenida en (). Como consecuencia se
obtiene un resultado sobre convergencia de sucesiones de funciones arménicas.

Teorema 3.4.2 Teorema de Harnack

Sea Q € RN un dominio acotado. Sea {u,}, u, € C() para todo n € N; una sucesion
de funciones armoénicas. St {u,} converge uniformemente a u en 0 entonces {u,}
converge uniformemete a una funcion armonica u sobre §2.

Prueba: Sea y un puntoen 09 y e > 0. Puesto que {u,} converge uniformemente
en 0f), por el criterio de Cauchy para convergencia uniforme existe N € N tal que,

| un(y) — Um(y) llmae < € Y n, m> N; (3-75)
es decir,
max |u,(y) —un(y)| <e ¥V n, m>N. (3-76)
y € 0Q

Por hipétesis cada funcién u, es arménica en ©Q de modo que (u, — u, ) también resulta
ser armonica y ademas |u, — u,| es de igual modo arménica. En consecuencia la funcién
|un, — u,| satisface el principio del méximo, es decir,

max |Un(l‘) - um(x) | S max |un(y) - Um(y) | <ée v n, m Z N; (3_77)
e y € 00

con esto, si x € ()
| un(x) — () ||max <€V n, m > N. (3-78)

Entonces la sucesién {u,} es uniformemente de Cauchy en {2 y en consecuencia converge
uniformemente a una funciéon continua wu. Resta probar que u es armdnica en €.
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Sea x € Q y B.(x) C Q. Por hipétesis cada u,, es arménica, es decir satisface la propiedad
del valor medio, teorema |3.1.1] Por consiguiente para n € N se tiene,

1
Up\T) = ~ 1 Unp, do . -
)= o [ ) do) (379)

WN
Puesto que cada u, es continua, al aplicar limite al infinito en la expresion (3-79)), se puede
aplicar limite bajo el signo de integracion y en consecuencia,

lim un(x)z;/ lim  u,(y) do(y)
lz—y|=r

n—o0 WN TN_l n—oo

1
u(r) = ——— U do(y),
W) =g [ ) ol

con n € N. Es decir, la funciéon wu satisface la propiedad de la media en ) y del teorema
se concluye que wu es armoénica sobre (2. 0



4 Solucién al problema de Dirichlet en
dominios con frontera regular

Los urbanistas hacen canales, los arqueros tiran
flechas, los carpinteros trabajan la madera,
el hombre sabio se modelo a si mismo

Siddharta Gautama

La importancia de las funciones subarménicas es que, siendo una clase méas amplia que las
funciones armonicas, continta verificandose el principio del maximo, como se ha demostra-
do en el teorema Se verd en la siguiente seccion el papel que juegan las funciones
subarmonicas en la demostracion de existencia de solucién del problema de Dirichlet en un
dominio (2.

4.1. El método de Perron

El problema de Dirichlet que se desea resolver es,
{ Au(x)=0, z € Q,
u(y) =9(y), y € 0.

Se utilizard la técnica conocida con el nombre de construccion de Perron de funciones
subarmonicas, véase John (1978) y Peral Alonso (2004). La idea es adaptar progresivamente

(4-1)
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una sucesion de funciones en un dominio, hasta convertirla en una sucesién uniformemente
convergente de funciones armoénicas; al menos en una bola en torno de un punto de dicho
dominio.

Supéngase una funcién v, subarménicaen € y continua sobre 09X, verificando v(y) < g(y)
para y € 0. Por ejemplo, si se supone ) acotado, una tal funcién subarmoénica v puede
ser seleccionada restando una constante de forma que,

v(y) < yl’ggﬂ 9(y). (4-2)

Lema 4.1.1  Sea Q C RY dominio acotado. Si u € C*(Q)NC(Q) es la solucion del
problema {-1)) y v € 2(Q)NC(Q) satisface v(y) < g(y) para y € O entonces se verifica
v(z) <wu(z) en todo punto x € €.

Prueba: Por hipétesis v es armoénica en 2, y entonces verifica la propiedad del valor
medio, teorema m Por su parte, la funcién v satisface la desigualdad de la media ([3-37))
ya que es subarmonica. Si se define sobre €, w(z) = v(x) — u(x), entonces w verifica

(3-37), y por tanto w es subarménica en €2, definicién |3.3.1}

La funcién w asi definida toma valores no positivos sobre 92 y en consecuencia al aplicar
el principio del méximo fuerte, teorema |3.3.1], resulta w(x) < 0 para = € Q. Esto por de-
finicién implica v(z) < u(z), quedando demostrado. O

Se puede decir de forma imprecisa, que de haber soluciéon para el problema debe ser
la funcion subarmdnica mdzima, verificando v(y) < g(y) sobre la frontera del dominio §.
Estas son las ideas de Poincaré, desarrolladas y extendidas por Perron. A partir de aqui,
esta seccidon se dedica a demostrar que esta conjetura es correcta bajo alguna hipdtesis de
regularidad de la frontera de (2.

En primer lugar se establece una construccién que permite mejorar una funcién subarmonica
al hacerla arménica en una pequena bola entorno de un punto del dominio.

Definicién 4.1.1  Sea Q C RY dominio acotado. Sea o € Q y p > 0 tal que
B,(z0) C Q. Para u € C(Q) se define,

([ u(z), st x € Q — By(xg),

Ugop(z) = ¢ Solucion al problema (4-3)
{Av(m):(), si | x—x0|<p,

€ B :
v(x) = u(x), si | x—uzo|=p, pare o(%0)
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La construccion anterior sirve para hacer crecer las funciones subarmoénicas, como pone de
manifiesto el resultado que sigue, y por esa razon se le conoce como levantamiento armadnico.

Lema 4.1.2  Sea Q C RY wun dominio acotado, 9 € Q y r >0 tal que Br(xo) C Q.
Sea una funcion u € 3(Q2). Considérese ., definida por (4-3)), entonces,

i) w(x) < Ugyr(x) stz € €,
i) Ugyr € ().

Prueba: Si z € Q — B.(zg) se tiene wu,, = u(zr) y entonces se verifica el resultado.
Ahora bien, por hipdtesis u es subarmoénica en 2 de modo que wu verifica la desigualdad
de la media (3-37), sobre B,(z9). Ademds u,, es arménica en B,(z) y asi, en virtud
del teorema debe verificar la propiedad del valor medio . Por tanto la funcién

U =1U — Uy, verifica,

1

v(rp) < ——— / v(x) do(x) sio 0<rg<r,
r |x—x0|="0

y por definicién v es subarmoénica. Ya que u(x) — ugy () =0 si |z —x0 |=7, al
aplicar el principio del méaximo, teorema m, se deduce para x € B,.(zg) que,

W) = Uger(2) €0 = u(®) < ugr (), (4-4)

quedando demostrado ).

Para establecer ii) basta con demostrar que la funcién wu,,, satisface (3-37)) sobre la frontera
de B,(z9), yaque por definicién u,,, essubarménicaen Q2 — B,.(z¢) y armoénicaen B, (zg).
Si |x—xo|=r entonces u(r) = Uz, (x) y como u es subarménica se tiene,

1

Uggr(7) = u(r) < W

[ ) dow) (&5)

para p lo suficientemente pequeno. Del apartado i) se sigue,

1

Ugor () = u(z) < W

[ vt dote) (+6)

luego wu,,, verifica la desigualdad de la media en todo punto de 2, y por la de-
finicién se concluye que wu,, es subarmoénica en (2, completando la demostracion.

O
Si g € C(09), se denotara,

() ={v € BQNCQ) | siy e vy <g)} (4-7)

es decir, ,(Q) es el conjunto de funciones subarménicas acotadas por g sobre 99.
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Si Q es acotado, entonces el conjunto X,(€2) no es vacio ya que contiene a todas las
funciones constantes menores que el minimo de g sobre 0f). Esta observacion dara sentido
a la siguiente definicién.

Definicién 4.1.2  La funcion w, : Q — R definida por,

wy(@) = sup {v(2) | v € T, }, (+8)
es la funcion de Perron relativa a g.
La funcién w, satisface las siguientes propiedades.

= Si M es el valor supremo de la funcién g sobre 9Q y v € 3,(Q), entonces por el
principio del maximo se verifica para todo = € 2,

v(z) <max v <sup g= M,
o0 90

y por tanto,
wy(z) = sup{ v(z) | v € By(Q) } < M,

para todo x € 0; es decir w, estd bien definida.

= Si z € 90 entonces wy(z) < g(z). En efecto si v € %,(Q) se tiene v(z) < g(z)
sobre 0f) y asi,

wy(x) = sup {v(x) | v € 54(Q) } < g(a),

para x € 0.

= Si m es el valor infimo de la funcién g sobre 9Q entonces m € %,(Q) y en
consecuencia m < w,(x) para x € Q.

De acuerdo con la conjetura hecha anteriormente, la solucién al problema de Dirichlet (4-1))
debe venir dada por (4-8)). La primera parte de esta conjetura es que la funcion w, es
armonica; como se establece en el resultado siguiente.

Teorema 4.1.1  Sea Q2 CRY wun dominio acotado. Si g € C(9Q) entonces la funcidn
wy definida por (4-8)), es armonica en €.

Prueba: Sean

= 1 M = 3 . 4_9
m= min g(x) y max  g(x) (4-9)
Puesto que Y,(€2) es no vacio, considérense las funciones v, vj, .. € %,(Q). Fijado

xo € Q se define la sucesién {v,(z9)} mediante,

Un () = méx{ v} (xg), v3(xo), ..., v} (z0) }. (4-10)
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Las funciones v}, vj, ..., v} estan acotadas superiormente por la funcién ¢ sobre 0 y

n
por consiguiente para cada n € N, o, también estard acotada por g sobre 0. En
particular se verifica,

Un(z0) < M, n € N. (4-11)
Del lema se sigue que cada funcién v, es subarmonica; esto y los comentarios previos
aseguran que para n € N, 9, € X,(Q). Por la forma en que se definié ,(z,) se infiere
que,

Upt1(20) > Up(wo) YV k € N, (4-12)

es decir la sucesion {v,(x¢)} es creciente y, como se vio en (4-11)), acotada superiormente;
por consiguiente converge al valor supremo, esto es,

lim () = sup { va(0) } (4-13)

= wy(zo).

Ahora bien, si se define la sucesién v, (z¢) = max{ v,(xg), m }, se puede afirmar, en virtud
del lema|3.3.1], que cada v, es una funcién subarmonica. Ademés cada v, esta acotada por

g sobre 0f), es decir para cada n € N las funciones v, € X,(£2). Como consecuencia
del principio del maximo, teorema [3.3.1], se verifica,

m< v, <M, n € N. (4-14)

Por definicién, la sucesion {v,(z¢)} resulta ser creciente ( ya que {v,(x¢)} lo es) y por
(4-14)) es acotada superiormente, en consecuencia también converge, obteniendo,

lim v, (xg) = sup { vu(xo) }

= wy(x).

En efecto, si wy(xy) = m se requiere necesariamente que para todo natural v,(z¢) =m y el
resultado es obvio. Si wy(xg) > m, existe Ny € N tal quesi n > Ny se cumple v,(z9) > m
y entonces v,(zg) = U,(zo) a partir del natural Ny. La igualdad (4-13|) permite obtener el
resultado.

Sea r > 0 tal que B,(xy) C Q. Considérese para cada n € N la correspondiente funcién
levantamiento armonico, definida de la forma (4-3)):

p

vn (), si x € Q — B.(zo),

V() = (V) zor () = ¢ Solucién al problema
{Au(x):(), si|x—zo|<T,
\

€ B .
'LL(SE) = ’Un(Qj), si ’ T — X |: r, para T r<x0>
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En otros términos, cada funcién V,, es la solucion al problema,

{ AV, (z) =0, s% r € B, (1) (4-15)
Vi(z) = v, (2), siox € Q — By(x).
En virtud de lo probado en el lemma se sigue para todo n € N,
y ademas por continuidad se verifica,
vn(z) = Vi (2), x € 0f), (4-17)
lo que implica directamente,
Vol(z) < g(x), r € 09, (4-18)

ya que v, € %,(Q). Finalmente se puede afirmar que para todo n natural, V, € ¥,(Q).
En resumen para n € N y x € (&

m < Vp(z) < M

—

11

V, € %,(Q)

iv)  V, es arménica en B,(xg)

)
)
i) Vi(z) < wy(x)
)
)

v Dado que,

un(zo) < Val(zo) < sup { Va(zo) } = wy(zo), (4-19)
aplicando limite a esta desigualdad y empleando el teorema de compresion se obtiene,

lim  V,,(20) = wy(zo). (4-20)

n—o0

Como se puede observar, se ha construido una sucesién de funciones {V,,}, donde para cada
n € N se verifica que V,, € $,(Q), ademds V, es arménica sobre la bola B,(zg). Si se
fija p <r; enlabola B,(xg) lasucesion {V, } es uniformemente acotada y equicontinua;

en efecto:

= Del resumen se tiene m < V,(z) < M para x € Q yen particular para x € B,(x),
por tanto existe alguna constante C' > 0 tal que,

| Va(z) | < C, paratodo n € N,

es decir la sucesién {V,, } es uniformemente acotada, definicién [1.1.22
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= Como cada V,, es continua en Bp(xo), la proposicion m garantiza que para € > 0
y re BP($0)a
| V() — Vi(zg) | < g n € N,

es decir la sucesién {V,, } es equicontinua, definicién [1.1.23

Verificandose estas dos condiciones, el teorema de Ascoli Arzeld, teorema [3.4.1], provee una
subsucesién {Vj, } que converge uniformemente en B,(z;). Sin embargo, {V;, } es una
sucesién de funciones armonicas y entonces el teorema [3.4.2] teorema de Harnack, asegura
que {V4, } converge uniformemente a una funcién arménica en B,(zp). En consecuencia si
x € By(xo) v,

u(z) = lim V4, (2), (4-21)

limite uniforme, entonces u es arménica en B,(xg). Del resumen también se deduce que
para z € Q se verifica Vj, (z) < w,(z) y por tanto,

u(@) < w (@), « € Bylao), (4-22)
pero ademas,
lim Vi, (z0) = lim  V,,(z0) = wy(xo), (4-23)
n—oo n—oo

es decir, u(xg) = wy(xp). La idea es probar que w, = w en una bola en torno de ca-
da punto de €. De la desigualdad (4-22) se tiene que la funcién u no puede ser mayor
que wy, por consiguiente resta probar que u no es menor que w,. Se supondrd lo contrario.

Supéngase que existe algin punto y € B,(z9) — {zo} tal que,
u(y) < wy(y),
esto implica, por definicién de w,, que debe existir alguna funcién v* tal que,
u(y) < o' (y). (4-24)
Paralos x € Q2 y n € N se considera la sucesién,
wy(z) = max {v*(x), Vi, (x) }. (4-25)

Es evidente que w,(z) > Vi, (z) sobre €. Sea W, = (wy,)s,, €l correspondiente levanta-
miento armoénico; es decir, la solucion al problema,

{ A W, (z) =0, si @ € By(xo), (4-26)

Wo(z) = wy(x), si x € Q — By(x).
Analogo al proceso realizado anteriormente se tendrd para n € N y = € ,

) m < Wy(r) < M
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ii) W, es arménica en B,(xo)

i) Wo(r) < w,(x)

iv) W, € 5,Q)

v)  Dado que
wn(xﬂ) < Wn(x()) < Sup{Wn(xU)} = wg(xo)a

aplicando limite se deduce,

lim W, (x0) = wy(xo).

n—o0

La sucesién { W, } es uniformemente acotada y equicontinua sobre B,(z) y por el teorema
de Ascoli-Arzeld existe una subsucesién {Wj, } uniformemente convergente en B, (z).
Como {Wj, } es una sucesién de funciones arménicas, el teorema de Harnack asegura
que {Wj}, } converge uniformemente a una funcién arménica en B,(zg). Por tanto, si
r € By(xo) v,

w(z) = lim Wy, (x), (4-27)

n—oo

limite uniforme, entonces w es armoénica en B,(xp). De los comentarios precedentes se
tiene,
wz) < w(r) < wy(z), z € B,(z). (4-28)

De esta manera se han construido dos funciones w, w continuas en B,(zp) y armonicas
sobre B,(x) tales que,

- _
u('I) Qﬁ](l‘), x E Bp(x0)> (4_29)
u(zo) = w(xo),

y por el principio del maximo, teorema |3.3.1] necesariamente se debe verificar,

u(z) = w(x), r € B,(x). (4-30)

En resumen, si se supone , u(y) < v*(y), por construccion se deduce u(y) < w(y)
contradiciendo la ecuacién (4-30)). En conclusién no existe ningin punto y € B,(z,) tal que
u(y) < wy(y); con esto es posible afirmar que u = w, sobre la bola abierta B,(x,), pero
como u es armonica en dicha bola, se concluye que la funcién w, es armonica en una vecin-
dad del punto z. Si se realiza el mismo proceso en cada punto se deduce que w, es arménica
en {2, como se queria demostrar. U

Con el teorema anterior se ha asociado a cada funcién g € 9 una funcién w, arménica
en (). En lo que sigue se demostrard la segunda parte de la conjetura, es decir que w,
verifica el dato en la frontera de 2. Antes de esto es necesario imponer una condiciéon sobre
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la geometria de la frontera que permitira obtener dicho resultado.

Perron observé que la condicion geométrica debe ser aquella que permita construir una
barrera, es decir una funcién subarmoénica y continua en €2 satisfaciendo ciertas propiedades
locales que se precisan en la siguiente definicién.

Definicién 4.1.3  Sea Q C RY dominio acotado y sea z € 9. Se dice que una funcion
b.(x) es una barrera en z si,

) b €X(@QNCQ)
{2) b.(z) = 0, b.(zx) <0, €02 x # =z (4-31)

A los puntos z € 02 que admiten una barrera se les llama puntos requlares.

En seguida se demuestra el resultado que culmina la prueba de existencia de soluciéon para
el problema de Dirichlet bajo la hipétesis de existencia de barreras.

Teorema 4.1.2  Sea Q un dominio acotado en RY 1y sea z € 9Q wun punto regular.
Si se toma g € C(02) y w, es la funcion armdnica definida por , entonces para
r €,

lim wy(z) = g(2). (4-32)

Tz

Prueba: Sea ¢ > 0. Como la funcion ¢ es continua en la frontera de () existe 6 > 0
tal que si |z — z|<d, x € 0f), entonces,

| g(z) — g(2) |<e. (4-33)

Descomponiendo la desigualdad anterior se tiene,

(A4)  glx)>g(z) — ¢ y (B)  g(x) <g(z) + e
Puesto que z € 9 esun punto regular, se admite una funcién barrera b,(z). Para x € 9
se define,
M, = ‘ mél}<6 b.(x) y M =max | g(z) |
T — z|>

de lo cual se observa que M >0 y ademéas M, < 0, por definicién de funcién barrera. De
esta manera es posible elegir £ > 0 tal que,

kM, < —M,
y por consiguiente para = € 9 tal que |x — z |>J se verifica,

kb, (r) < —M. (4-34)
Se probara en primer lugar que para los puntos z € €,

lim inf wy(z) > g(2), limite inferior. (4-35)

T—z
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Para tal propdsito se considera la funcion,
u(x) =g(z) — ¢ + kb.(x).

Nétese que u; € C(Q) y ademds como la funcién b.(x) es subarménica, u; resulta ser
también subarmonica. Por definicién de funcion barrera se deduce wuy(z) = g(z) — ¢y
para x € 0f) con x # z,

ui(z) < g(z) — e (4-36)

De este modosi z € 002 y |z — 2| < 4, las ecuaciones (A) y (4-36)) permiten observar
que uj(x) < g(x). Por otra parte cuando |z — z|> 4 se tiene,

ui(x) = g(z) — ¢ + kb, (x)

< g(z) — e = M, en virtud de (4-34)
< g(z), por la ecuacion (A).

Bajo los argumentos anteriores se puede asegurar que,

ur(z) < g(z), r € 09, (4-37)
es decir u; € ¥,(Q). La definicién de w, permite afirmar que wu;(z) < wy(x), y por
consiguiente,

lim wy(z) < liminf w,(z)

e asz Y (4-38)

g(z) — e < liminf wy(x).

Tr—z

Puesto que € > 0 es arbitrario se deduce (4-35)).
Resta probar la otra desigualdad, es decir para = € €,

lim sup wy(z) < g(2), limite superior. (4-39)

T—z

Se considera la funcién superarmonica,
ug(z) = g(z) + ¢ — kb,(2),
que por definicién de funcién barrera satisface us(z) = ¢(z) + ¢ y ademds para = # z,
us(z) > g(2) + e. (4-40)

Ahora bien,si 2 € 00 vy |z — z| < § de (B) y (4-40) se sugiere g(z) < ug(x). Por su
parte, cuando |z — z | > § se verifica,

us(z) = g(2) + ¢ — kb.(x), por (4-34)) se sigue
> g(2) + € + M, pero M >0 y entonces
> g(x), en virtud de la ecuacién (B).
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Por tanto es posible asegurar que uq(z) > g(x) para z € 01, es decir, para los puntos
de la frontera del dominio se cumple — us(x) < —g(x). Considérese una funciéon v, con
v € X,(Q). De esta forma la funcién v — uy es subarménica en Q y ademés v — ug < 0
sobre 0€2. Al aplicar el principio del mdzrimo, teorema [3.3.1, a la funcion v — uy se obtiene

v < uy en todo punto de €2, esto para cualquier v € X,().

Entonces para = € €2, wy(z) < us(z) y en consecuencia,
we(x) < g(2) + ¢ — kby(2), (4-41)

luego al aplicar limite superior se obtiene,

lim sup wy(z) < g(2) + e (4-42)
T—z
Como ¢ > 0 es arbitrario se obtiene la desigualdad (4-39)). Finalmente relacionando (4-35|) y
(4-39) se concluye la prueba del teorema. O

Como resumen de lo anterior se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.1.3  Sea Q C RY dominio acotado. El problema de Dirichlet (4-1)) admite
solucion u € C*Q)NC(Q) para cada g € C(9K) si y sélo si todo punto z € I es un
punto reqular.

Prueba: (=) Por hipdtesis para cada g € C(052) el problema (4-1)) tiene solucién clésica
u € C?2(Q)NC(Q). Para z € 9N se considera la funcién g(z) = — | — 2 |, y en concreto
el problema,

Au(z)=0 z € ()
’ ’ 4-43
{u(x):—|x—z|, x € 0. (4-43)
La solucién del problema anterior es una barrera en z, en efecto g(x) = — |z — 2z | verifi-

ca las condiciones de la definicién [4.1.3] Entonces si el problema (4-1]) es soluble en sentido

clasico, todo punto de la frontera de 2 es regular.

(<) Reciprocamente si todo punto z € 92 es un punto regular, en el sentido de la defi-
nicién [4.1.3] los teoremas [£.1.1]y establecen la existencia de soluciéon para el problema

(4-1)), cualquiera que sea g € C(09). O

En conclusion, la existencia de la funcién w verificando las condiciones de la proposicion
queda establecida, por lo cual, al menos tedricamente, la formula de representacién
de Green ([2-35)) estd bien fundamentada. Se obtiene la siguiente consecuencia del teorema
(4.1.3]).

Corolario 4.1.1 57 Q) es un dominio tal que los puntos de su frontera son requlares,
entonces existe la funcion de Green en el sentido de la definicion |2.3.1. Ademds G es
unica.
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Prueba: Basta observar que para cada x € ), por el teorema [£.1.3] el problema,

A, w(z,y) = 0, x € Q,
(=:9) (4-44)
w(xvy) = —¢(|JI _y|)7 YIRS 307
tiene solucion. La funcion de Green se tiene entonces como,
Glay) = o(lz — y|) + wz,y), (v,y) € QxQ
La unicidad de la funcién de Green se deduce del corolario [3.2.2 O

4.2. La ecuacion de Poisson

Esta seccién se ocupa en estudialﬂ la ecuacion no homogénea para el Laplaciano, conocida
como ecuacién de Poisson. Sea © C RY dominio acotado y supéngase que la frontera de
(2 tiene todos los puntos regulares en el sentido de la definicién Sean las funciones
fed)yge CO0N) fijas y considérese el problema,

Av(r) = f(z), =€ Q,
{ v(z) = g(z), r € 00. (4-45)

El estudio realizado en la seccién [4.1) garantiza la existencia de una solucién w del problema,

Aw(z) =0 r € Q)
’ ' 4-46
L ms, e on 40)
por tanto basta con resolver el problema,
Au(r) = f(z), =€,
4-47
{ u(z) =0, x € 01, (4-47)

ya que por linealidad la solucién de serd v(x) = w(z) + u(z), es decir la suma de las
soluciones de y (4-47)). El corolario provee la funcién de Green para el problema
([@-45)); y la formula de representacion para una funcién u € C?*(Q2) que valga cero
sobre la frontera 0f) se convierte en,

MﬂZAﬂmMM@, (4-48)

de manera que dicha funciéon wu es la candidata a ser solucién del problema (4-47). Surge
el interrogante en cuanto a las condiciones de regularidad que debe verificar f para que la
funcién wu, definida por (4-48)), sea de clase C?(Q).

'En est4 seccién se siguen las referencias Peral Alonso (2004), Gilbarg y Trudinger (2001).
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4.2.1. Regularidad del segundo miembro

En el propdsito de establecer las condiciones suficientes de regularidad, resulta de interés
presentar el siguiente teorema; en €l se da un criterio sobre eliminacion de singularidades de
funciones arménicas.

Teorema 4.2.1 Sea Q C RN wun dominio acotado y xo un punto sobre €. Sea u
Q= R tal que u es armonica en Q — {xo}. Si

u(z)
]’ - N7
oo B(| 7 — 70 )

— 0, (4-49)

siendo D(| x — x¢|) definida en (2-13)), entonces:

i) Existe un numero real A tal que lim wu(z) = A.
Tr—xTQ

it) La funcion que resulta de extender u a o con el valor A, es armdnica en Q.

Prueba:
i) Sea r >0 tal que B,(zg) C Q y considérese u; € C?(B,(xg)) solucién del problema
de Dirichlet,

{ Auy(z) =0, r € B(x),

)
uy = u(x), |z — 2z |= 1. (4-50)

Al definir w(z) = u(x) — uy(z), la hipdtesis permite inferir que la funcién w es armdnica
en B.(zg) — {zo}. Por definicién de @, la ecuacién (4-49) se traduce en,

(N —2)wy lim u(x) |z 29|V 2= 0,
Tr—xTQ
y entonces al tomar,
(@) = w(x) |z — @ [V
se observa que,
Im 7(z) = lim u(z) |z — 20 |V? — lim w(z) |2 — 2o [V"2 = 0. (4-51)
T—T0 T—T0 Tr—T0
Para e > 0 se define,
2(z) = c +owlz),  wm) = < w(z)
BT e = N2 ’ AT e = g V2 ’
es decir,
_ N-2 _ _ N-2
() = e+ wx) |z — x| | o) = e — wx) |z — x| |

|z — xo |[N72 |z — xo |V72
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pero en virtud de la ecuacién (4-51)) se puede afirmar que al elegir p > 0 suficientemente
pequeno se garantiza que z; > 0, 2z >0 en | x — xo |= p. Nétese que z; y 2o son
armoénicas en B,.(zg); ademés cuando |z — xy |=r,

3

21222=m>0>

de modo que al aplicar el corolario a z1, 2o sobrelaregién p <|z — 29| < 7, se
deduce que zi(x) > 0 y z3(z) > 0. Con esto,

9 £

—— + w(z) > 0, — w(z) > 0,
|z — xo [N 72 (z) = |z — xo N2 (z) 2
y se puede concluir que para cada ¢ > 0,
€
p <|lx — x| <1 (4-52)

| w(z) | < m7

El argumento anterior es valido para cualquier valor p tan cercano a cero como se quiera,
es decir que se pueden abarcar todos los puntos = # xy . Ahora bien, como ¢ es arbitrario,
la ecuacién (4-52)) conduce a w(z) = 0 cuando = # 0. Esta ultima afirmacién implica
necesariamente,

u() = u(z),

para todo x # xg, es decir que u coincide con la funcién u; sobre B,.(xo) — {zo}, por
tanto definiendo A = wy(xg) se obtiene lim wu(x) = A.

T—TQ
ii) Si wu(zg) = A entonces u es igual a la funcién arménica wu;, sobre la bola B, (x)
y la conclusion es inmediata. 0

Se puede resumir el resultado anterior diciendo que si una funcién es armonica en un abierto
menos un punto, su singularidad tiene que ser al menos equivalente a la de la solucion funda-
mental @. El teorema da un criterio que permitird establecer la regularidad que debe
verificar la funciéon f. Para que la funcién u, dada por , tenga derivadas continuas
no basta con suponer que f sea sélo continua, a tal efecto se presenta a continuacion un
contraejemplo que demuestra la afirmacion anterior. El ejemplo fue tomado del libro Fcua-
ciones Diferenciales en Derivadas Parciales de V. P. Mijailov, ( Mijailov 1982, pag. 270).

Sea B(0,1/2) la bola de radio 1/2 y centro en el origen de RY. Se designa por |z | la
norma euclidea de x y por xy, x5 sus dos primeras coordenadas. Sea la funcion,

N |

2 2 1
u(z) = (@1 — 23)(—In |2 ])2, 0<|:L‘]<§, (4-53)

0, xz =0.
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La funcién u es continua en B(0,1/2) e infinitamente diferenciable fuera del origen. Deri-

vando respecto a x; se obtiene para z # 0:

2 1 <—I1> 1 2 1 (—ml)
T 1 - 5722 1
(—tnfzpz NE 2 ez Nl

z3 Ty T3
_l’_

N —

1
Uz () =221 (—In |z |)2 +

1
=2n(—Infz])? - T
2

N[ =

2 [z (=in|z]) 2 x| (=Inlz])

y la derivada parcial de segundo orden respecto a x; resulta ser,

1 517 1
o (2) = 2 (—In |2 ]2 — 4 - - 3
2 a2 (—In|x)? 4 |xlt (—In|x])?
rd 2 2 22
+ 1 1_|_ 2 1+ 1 2 .
f (—im|xDE 2 |2 (—in|xDE 4|z (—in|x))?

2.2
Ty Tg

-
[z [* (=In|z])?

En la dltima ecuacién se puede observar que,

|3151‘/210 Uy, (T) = 00,

es decir, la funcién u no es de clase dos en x = 0. Ahora bien, si se calcula la derivada de

primer orden respecto a o se tiene para x # 0,

N[

1 —x 1 —x
um<l’):$% 1 (|ZE|Z) — 21 (—ln|m|) - I% 1 (|{L‘|22>
2(=in|xz|)2 2 (—in|xz|)2

1 x3 22 x
= — 2 (—1In|az|? + 2 - L2 :

1
2 [z (=infz])2 2 [z (=infz])

N[ —=
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y derivando una vez mas respecto a x, se sigue,

1 22 T
Upyay(2) = —2 (—Infx])? - . T+ : 3
2 |z (=nfz|)2 4]zt (=In|z])?
B x5 _— 5 x2 . x? 23 :
[zt (=infz2 2|z (=In|z])2 4 ]z|* (—in|z])?

2,2
Ty Ty

- -
[z [* (=In|z])?

Entonces al sumar las derivadas parciales de segundo orden de la funcién w respecto x; y

T resulta,

_3 42 4 _ 4 2 _ 2
lexl(ﬂf) +Ux2x2(33) _ x7 . i Tq x4 . (332 1’1) :
[z (=infaz)2 4fzf* (=infz])2 [z[* (=in|z])?
3 x2
+ I
[z [? (=infz])?
x5 — o 6 T3 + 3 2 (23 + 2?)
2 [z |? Tt R i
(=infz)z 2]z (=nfz])2 [z (=in|z])?

Calculando la derivada parcial de primer orden de la funcién w definida por (4-53]), respecto

a la variable x3 se obtiene,

1 — I3
uxs(x) = ($1 - $2) 1 ‘-T|2
2 (—Infx])?
3 — 22 Z3
[z > (—in|z])2
y de manera general para i =3, 4, ..., N,
2 .2 ,
Uy, (z) = = 9 -1 = 1
|z [ (—Infx])2



4.2  La ecuacién de Poisson 93

Entonces si se calcula la derivada de segundo orden respecto a x3 se sigue,

2 2 1 1
x5 x] 9 1
Uagrs () = i [z P (=inlz])? — w3 ]
2 |zt (=in|x]) 2 (—In|xz|)2
— T3 2 2 1
QIQ|xw4%<4wa}}
_x%—x% 1 3 2 23
AR T T E T
(=infz]2z 2]zP (=inlz)2 [z (=infz])?
o de manera general para i =3, 4, ..., N;
2 2 2 2
uitmz(x): 2 |£E|2 1 + 3 1
(=Infz)2 2|z (=nfz))z |2 (—Infz])?

Por consiguiente al sumar las derivadas parciales de segundo orden de la funcion u se sigue,

Au(m):xj_xj N +4 _ x%+...+x?v3_2(x%+...+xzvf)
E L mmpe2 2 e R (mimla)? e (—in]o )
3 — 12 N+2 1
- 2 T T 3
S (Y R R AP E
Si se toma,
2 2
(=infzf)2 2 (=infz])?
se observa que,
lim  F(z) = 0,
|z]—0
y entonces definiendo,
. 1
F(x), 0 <|z|< =,
0, =0,
se sabe que u verifica A u(z) = f(x) con f € C(B(0,1/2)) y w no siendo de clase dos.

Es decir, u resuelve el problema,
Au(z) = f(), € B(0,1/2),

u(w) = (22 — 22) (In2)? | x| = (4-54)
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Para concluir con el ejemplo es necesario demostrar que no existe ninguna solucién del proble-
ma que sea de clase dos; para ello se emplea el resultado en el teorema . Supdngase
que el problema tiene solucién clasica v(x), entonces la funcion w(x) = u(x) — v(z)
es armoénica en B(0,1/2) — {0} y continua en toda la bola B(0,1/2). Por el teorema [4.2.1]
la funcién w podria extenderse a una funcién arménica en B(0,1/2), en particular a una
funcién de C? y como v también es de clase C?, se concluiria que u € C? generando
una contradiccién.

En resumen se ha demostrado que el problema (4-54!) es un ejemplo de problema de Dirichlet
para la ecuacion de Poisson con segundo miembro continuo que no tiene solucién de clase
dos. No obstante la funcién verifica la ecuacién punto a punto, y es soluciéon en un sentido

débil.

Con todo lo anterior, para resolver el problema (4-1|) se hace preciso tomar f en una clase
mas restringida que las funciones continuas; se requerira que f verifique la condicion de
Holder que se define a continuacion.

Definicién 4.2.1  Sea Q C RN dominio acotado, f : Q@ =R y a € (0,1]. Se dice
que f satisface una condicion de Holder de orden « si para cada punto x € Q 1y cada
bola B,(x) C Q existe K >0 tal que,

| f@) = fy) < K [z—y|® yeBlx), v#y (4-55)

Se observa que toda funcién que verifique una condicion de Holder es continua.

4.2.2. Existencia de solucidon clasica

Ya establecida la condicion de regularidad para f se ha de probar ahora, que para la funcion
u definida por (4-48)) se verifica,

Au(e) = & [ Glaw) f)dy = fla), (1-56)
pero obsérvese que como G(z,y) = ¢(|z — y|) + w(x,y),
Sue) = & [ @z = yDds + [ Acwle) fo)dy = fa)

con w satisfaciendo las condiciones de la proposicién [2.3.1, entonces probar (4-56) es lo
mismo que establecer,

Au) = & [ @lle =y fwdy = f) (457)
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Para tal propdsito se toma,

umwzéwm—ywwm% (4-58)

y se probard, en primer lugar, que tal funcién tiene derivadas parciales de primer orden
continuas sobre ().

Proposicién 4.2.1  Sea Q C RY un dominio acotado y f € C%(Q). La funcién w
dada por (4-58)) satisface w € C*() con,

Vuw(r) = /va P(lx — y ) fly) dy, para todo x € RY. (4-59)

Prueba: En la ecuacién (2-17)) se afirma que las derivadas parciales de primer orden de
la solucion fundamental estan acotadas, por consiguiente es posible definir la funcién,

Mmzzfﬂ

Se pretende establecer que para los x € Q se verifica w,,(x) = g;(x), sin embargo al no
estar en las hipotesis de regularidad de los teoremas habituales de calculo se procede por
regularizacion de la singularidad de @. Se considera el nicleo reqularizante 71 definido en
pero eligiendo la constante C' de forma que,

z — yl)fy) dy. (4-60)

Z) 0 < 772(‘%) < 1,
{m 0 < mn(z) < 1, (4-61)
y se define para ¢ > 0,
w%ﬂzéﬂwﬁw—yDMm—yD@ (4-62)

Del teorema se sabe que w®(z) — w(x) uniformemente en  cuando & — 0. Este
mismo teorema garantiza que para ¢ > 0, w® € C*(2), entonces en particular se tiene
w® € CY(Q), podiendo aplicar los teoremas clasicos de derivacién bajo el signo de integra-
cién.

Sea x un puntode Q y >0 tal que B.(x) C Q.

o) = i@l = | [ oulle =y st

LT e T P

[ w e
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o reescribiendo,

|mm—wwm=\/<f@[@ﬂx—yM1—mm—ym

~o(le —yDna(e -yl dy|.
De las condiciones (4-61)) se sigue,

|gi(@) — wi ()] <

/xy|<6 f(y) [%iﬂx —yD) =z —y ) ez — ?J|)] dy |

pero al reemplazar la definicién de 7. y aplicar la desigualdad triangular de la norma,

1
v =yl + Flolz =yl

x_
() ]
9

entonces al tomar M = sup |f(y)|, y utilizar la condicién ii) de (4-61)), se observa que,
yeEN

oo = s @) < [ 1l [

0:(e) — wii(@)| < M @%x

|z — y|<e

v = oD+ el —y ] | an o

En virtud de la ecuacién (2-17)) y la definicién de la solucién fundamental @ se tiene que,

1 1 1 1
D, — — | — = —
| z<$ y|)|+€N’ (‘.CE yl)’ CL)N’QI—Z/|N71+€N(N—2)WN’Q?_?/‘N72
- 1 + 1 €
wy |z — y|NT eNowy Jx — y N
1 2
<

WN |9:. -y |N—1 eN-1

para 0 < ¢ < 1. Luego, si

2
K:SU T A1 X )
m€%|x_y|N_1 %y
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la ecuacién (4-63)) se convierte en,

1
!gl(x) — w;(x)| < MK—/ dy
lz — yl<e

MK — (“—N) N

wy eN-1

= MONE,

. K . .
siendo Cy = —. Se concluye que cuando ¢ tiende a cero, wj, — g;(x) uniformemente en

Q, es decir w € C'(Q) y sus derivadas parciales de primer orden estan dadas por (4-60)),
quedando establecido el resultado. 0

El siguiente paso en la prueba de existencia de solucion clasica serd demostrar que la funciéon

w verifica el dato del problema (4-47)).

Teorema 4.2.2  Sea Q C RY un dominio acotado y f € C*(Q). La funcién w dada
por (4-58)) pertenece a C*(Q2) y satisface sobre Q, Aw(x) = f(z).

Prueba: Sea R > 0 lo suficientemente grande de modo que la bola By contenga al
dominio €2, € C Bg. La funcién f se extiende por cero a toda la bola Bg y con esto,

= [ &z — dy = (| — d
w(x) 4<m v 1) F(y) dy éRax y D) f(y) dy.
para z € (). Se considera la regularizacién,
zﬂmsz@QMx—MMMx—mm% (4-64)
Q

n verificando las condiciones (4-61)). Del teorema se sabe que cuando ¢ — 0 la funcién
w; converge uniformemente a w,,, ademds wi € C*(£), luego es correcto derivar bajo

el signo de integracion en (4-64)).

Entonces fijado x € 2,
ows 0
e Z (&,
10 5 (2l

0z;(x) Br

0
- /BR 0z, ( Pa

f@) [ g (eale = yhade - yD)) dy

R@:vj

v =yl —yl)) dy

r—yhnlle —yl)) (f&) — f@) dy +
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Del teorema [1.2.10] se sigue que,

ow; 0
Ox;(x) /BR 0 x; ( el

s [ (o

siendo n;(y) la i-ésima componente del vector normal exterior en el punto y. Se define,

Jnle = yl)) (flw) = f@) dy +

Jndle =y ) ) nyl) dy

z — y |)n;(y)dy,

gWﬁ=L¢mM%wDU@—ﬂ@MM%@/ o, (

9Br

funcién que esta bien definida ya que, aunque la integral de las segundas derivadas de la
solucién fundamental diverge, como se vio en (2-21f); éste inconveniente es compensado por
la regularidad de f.

Sea z un puntode Q y >0 tal que B.(x) C Q. Se observa que,

9ij(x) — o (lz —yl) (fly) = flx)) dy
535; ‘/ﬂcy|<€

"Ay&ai(%ﬂx—wwﬂw—mw<ﬂw—fm>d

y al desarrollar las derivadas,

o) = G| = [ [l =) () = ) dy

T —y\))
(fly) — f(z))d

r =y ’) 776:1:1'(

__AﬂQ(@mwpwwmm—yn+%<

es decir,

v -y = n(z - yl)

'/C—m<e ~ (@) | P

- @xl(

‘ gij(x) — 8a:
J

x—y\)} dy

r =Yy D 775:&'(
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Por las condiciones de la funciéon n se sigue,

ows
9i(%) — 5~ (2)
J

<[ Gw=se) [ple -0

_@xi(

x—y\)}dy,

T = Y|) Ml
pero aplicando propiedades de la norma y reemplazando la definicién de 7.,

ows
a9(a) — Sk
J

SA}wJﬂw—f@|“¢mMI—yM

1
b 12alle =y | dy
Ahora bien, por la condicién de Holder (4-55)) se deduce,
ow; 1 N
gi(2) — 5 >(@)| <K | Doz =y D[+ 5 [Pe(lz =y DI| |2 —y | dy.
T |z —y|<e €

y en virtud de las ecuaciones (2-20)) y (2-17)) se tiene,

Cn 1 1
-y < % +
|z —y |V

1
|¢xzxz( r — y’)‘ + 6_N |@$1(

6_NwN|x—y|N—1

Cn 2

<
ERrTEsl

para 0 < € < 1. Entonces,

ows 20y |z —yl* 1
9ij(w) — 0 (z) K T 2z — y |V eN—-1 dy,
y al tomar,
M = sup 2wy Oy |2 — y‘a7
z€Q |z — y |V
se deduce que, )
gij(z) — ?:; ()| < K M e,

es decir, w$ converge uniformemente a g;; cuando ¢ — 0. En consecuencia w € C?(1),
siendo sus segundas derivadas dadas por,

Wz () :/B Pyl —yl) (fly) — f(w))derf(x)/ P v =y [)ny(y) dy.

9Br
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En consecuencia al calcular el Laplaciano de la funcion w se sigue,

Aw(r) = Yo beallr =yl (fly) = fl2) dy

Br =1

i@ [ wle - ) nly) dy,

OBr ;1

y sustituyendo las derivadas de primer orden de la solucién fundamental dadas por (2-15|) se
obtiene,

Aw(z) = / Aoz — ) (f0) — f(2)) dy

lo cual implica,

Au@) = [ Adula = yl) (F6) = F@) dy+ £0) e [ 30 i

ya que el vector normal exterior en el punto y es n = Como la solucién

|z =y
fundamental es arménica fuera de la singularidad y el vector n tiene norma uno, se deduce
que,
1 N
Awm:fx—/ nl(y)dy = f(x),
0 = 16) S [, 3w (@)
como se deseaba. 0

Como consecuencia del teorema y del teorema se puede formular el siguiente
resultado.

Teorema 4.2.3  Sea Q dominio acotado de RY tal que cada punto de la frontera OS)
es reqular. St f € C*(Q) y g € C(0Q) entonces el problema (4-45)) tiene una inica
solucion

v € CHQ)NOWQ).
Prueba: Basta tomar como solucién la suma de las soluciones de (4-46|) y (4-47]). O

El paso siguiente serd presentar desde el punto de vista geométrico el concepto de punto
regular.
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4.3. Criterios geométricos de solubilidad

El teorema reduce el problema de Dirichlet a estudiar el comportamiento local de la
frontera del dominio. En este sentido resulta de interés conocer criterios geométricos que
permitan establecer cuando los puntos de la frontera de un dominio acotado son regulares.
De referencia de este pardgrafo se toma Axler et al. (2001) y Miersemann (2012).

4.3.1. Condiciéon de esfera exterior

Definicién 4.3.1  Condicion de esfera exterior
Sea Q2 C RN dominio acotado y sea & € 0. Se dice que € satisface la condicion de
esfera exterior en el punto £ si existe B,(x¢) tal que,

QN Bi(re) = {&} (4-65)
Boe, ) )
s
/ <
P

Figura 4-1: Condicién de esfera exterior.

En otras palabras, si ) satisface la condicion de esfera exterior en el punto & entonces tal
punto pertenece a una bola cerrada contenida en el complemento de 2. Una interpretacién
grafica de esta condicién se presenta en la figura [4-1] El resultado siguiente prueba que el
problema de Dirichlet es soluble para dominios acotados que satisfacen la condicién de esfera
exterior en los puntos de su frontera.

Teorema 4.3.1 Sea Q C RY un dominio acotado y sea & € 0. Si Q werifica la
condicion de esfera exterior en & entonces este punto es reqular.
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Prueba: Por hipétesis existe una bola cerrada B,(z¢) en el complemento de ) verifi-
cando Q N B,(z¢) = {&}. Se define la funcién,

In(r) — In|z — x¢|, si N =2,
be(x) = 1 1 :
EEEALE ST st N > 2.
Se observa que bg(§) = 0 pues | & — z¢ | = r; ademads para los puntos = € 02 con

x # &, severifica | © — x¢ |[> r y entonces be(r) < 0. La continuidad de la funcién b
sobre () se deduce de su misma definicién y la condicién de subarmonicidad es una conse-
cuencia inmediata de la definicién de la solucién fundamental . Con estos argumentos
se concluye que b¢ verifica las condiciones de la definicién , es decir £ es un punto
regular. 0

4.3.2. Condicion de cono exterior

Definicién 4.3.2  Condicion de cono exterior
Sea Q2 C RN dominio acotado y sea & € 0N). Se dice que §) satisface una condicion de
cono exterior en &, si existe un cono exterior K con vértice &, es decir QNK ={ ¢ }.

Se considera en el caso N = 2, un ejemplo de dominio que verifica la condicién de cono
exterior en el origen, y se vera que es posible construir una funcién barrera en dicho punto.
Como ilustracién grafica de la condicién véase la figura [4-2]

]

Q 2

Figura 4-2: Condicién de cono exterior en R

En seguida se calcula la ecuacién de Laplace en coordenadas polares (r,#). Puesto que,

L2
r? =z +22 tanf = —=,

g

x1 = 1rcosb, Ty =1 sent,
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al derivar la igualdad 72 = x3 + 23 con respecto a z; y a Ty se obtiene,

0 0
2r Ir 21 de donde g _ cos 6,
0 T 0 T
0 0
2r I _ 219 de donde g _ sen 6,
0 i) 0 )
y derivando la igualdad tanf = 2 con respecto a ambas variables se tiene,
xq
, , 00 To 00 sen 6
sec” ) — = —— entonces = — ,
o0x x5 o0x r
, , 00 1 o0 cos
sec® ) — = — entonces — =
0 i) T 0 o) r

Sea w funcién de x1, 2. Entonces,

8_w78_wﬁ N dw 00 ow sen@@_w (4-66)
dxry  Or dx 90 Ox; or r 00

La segunda derivada con respecto a x; resulta ser,

ox?  Or or r 00) 0xy 00 or r 0 ) 0x,
_2 ea_w B senﬁa_w 0+ 2 ea_w B senQ@_w _sen@
“ar "o  00) " T 99 \ "oy r 00 r
- cos@aQ—w N sen@@_w _ send 0*w 030
N Oor? r2 00 r 0roo
(- nea_w+ 08210 _cos@@_w_sen982_w _ senf
i or o8 000r r 00 r 062 T
_ 298211) N senf cosf dw  senf cosf 0w N senzﬁa_w
Y™ 2 96 r 910 r or
B cos@send 0w N senf cos @_w N sen?6 (‘32_w
T 080 0r 72 00 r2  00?
B 298210 n 25en9 cos@ Ow _ senf cos@ O*w n sen?6 0w n sen?6 0%w
-8 or? r2 00 r orob r or r2 062
Realizando céalculos andlogos para x5, se deduce,
O_w_ Jw Or ow 06 —sen&a—w cosf dw (4-67)

D2e  Or Das | 00 025 "V, T T 90
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y se concluye que,

aZw*se 2 D*w _2sen0 cosf Jw n senf cosf O*w n cos? 0 dw n cos? 0 O*w
or3 Yo 72 00 r ordb r o Jdr r2 062
Sumando,
0*w N Pw Iy 0*w + sen?d 0*w N cos® 0 9*w
0x? or3 ar? or? r2 062

sen?d 0%w N cos? 6 8_w N sen’?f 8_w
r2  00? r  Or r  or’

se llega a la expresién,

2 2
Aw(r,g) = L¢ 4 L 2w 1%—”. (4-68)

Por lo tanto, si se considera la funcion,
w(r,0) = r* cos(pn6),
donde A, p son constantes positivas y r = |z|; de se sigue,
Aw(r,0) = XA —1)r*?cos u — %/ﬁ cos uf + %A()\ — 1) cos pb
= 72 ()\2 — /ﬂ) cos ub.
3

2

™ . .,
a <0 <21 —a, (O <a< —); en consecuencia se puede afirmar que la funcién w es

Noétese que Aw > 0 sobre € si p > Ay g < |pb| < —, para todo 6 que verifique

subarménica en 2, proposicién [3.3.1]

s 3m . .
Ademds w(0) =0 pues r=|z|, y w <0 ya que ) < |ud] < > esto permite concluir
que la funcién w verifica las condiciones de la definicion |4.1.3] es decir, w es una barrera
en el origen, o x =0 es un punto regular.

Los resultados estudiados en este capitulo muestran que para resolver el problema (4-45)
se requiere la existencia de solucién al problema de Dirichlet en una bola, el principio del
maximo fuerte y algunas estimaciones de las derivadas de la solucién fundamental; en este
sentido queda probado que existe la solucion del problema de Dirichlet planteado en un
dominio €2 con frontera regular, ademas del corolario [3.2.2| se sabe que la solucién es tnica.



5 Conclusiones

1. Las propiedades de las funciones armonicas y la solucion del problema de Dirichlet en
una bola de RY, ademds del principio del maximo permiten resolver el problema de
Dirichlet en dominios con frontera regular mediante el método de Perron.

2. Demostrando la existencia de la funciéon de Green en dominios generales es posible
aplicarla para encontrar la solucién de la ecuacién de Poisson.

3. Una condicion necesaria y suficiente para que exista solucion clésica del problema de
Dirichlet en dominios generales es que los puntos de la frontera admitan una funcién
barrera; en este sentido el problema se remite a estudiar el comportamiento local de la
frontera.

4. A través de criterios geométricos de solubilidad se establece cuando los puntos de la
frontera de un dominio acotado son regulares.

5. El estudio realizado enriquece la formacién profesional y afianza tanto la capacidad
analitica como las habilidades matematicas; lo que conlleva a generar interés por estu-
diar problemas méas avanzados.
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Lista de simbolos

R Conjunto de los nimeros reales

RY Espacio euclideano N-dimensional

B, () Bola abierta

SN-1 Esfera unitaria

0 Conjunto vacio

Q Subconjunto de R¥Y

Q Adherencia de 2

o0 Frontera de (2

() Producto punto

|| Norma euclidea

f Funcién

In Logaritmo natural

lim Limite

C(Q) Funciones continuas en {2

88% Derivada parcial con respecto a x;

\Y Z Vector gradiente

A Laplaciano

C(Q) Funciones con derivadas de primer orden continuas en )
C>(Q) Funciones infinitemente diferenciables sobre 2
n Vector normal exterior

% Derivada direccional en la direccion de n
Wy Area de superficie de la esfera unitaria
do(z) Elemento diferencial de superficie

b Solucién fundamental

G(z,y) Funcién de Green

g—i Nucleo de Poisson

max Maximo

min Minimo

2(Q) Funciones subarménicas en 2

c(Q) Funciones Holderianas en .
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