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Introduccion general

El presente estudio se enmarca en el tema del conocimiento didactico-matematico del profesor en
la linea de investigacion de formacion de profesores, en el campo de la Didéactica de la Matematica, y
se informa sobre el proceso investigativo, que permitio dar respuesta a la pregunta de investigacion
¢Qué conocimiento matematico relativo al contexto institucional debe poseer el futuro profesor para
que la ensefianza del objeto integral tenga la mayor idoneidad epistémica posible? El desarrollo de esta
investigacion contempla un estudio de tipo exploratorio-descriptivo, con un enfoque cualitativo donde
se hace uso del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccién Matematicos (EOS), el cual
se toma como un marco tedrico y metodoldgico para este proceso investigativo estructurado en 7
capitulos:

En el primer capitulo, se aborda la problemaética en la linea de investigacion del Conocimiento del
Profesor para el objeto integral y en las dimensiones epistémica y cognitiva del EOS (Pino y Godino,
2015); ademas se presentan las problematicas en funcién de las dificultades presentes en los procesos
de ensefianza y aprendizaje del Calculo Integral. Con base en los antecedentes presentes en el capitulo
1 y las problematicas descritas se establecen los objetivos de la investigacion y se describe la
justificacion del estudio.

El segundo capitulo, esta estructurado en dos partes. En la primera parte, se describe una sintesis de
las herramientas que se utilizaron en el desarrollo del estudio y las nociones tedricas que sirvieron
como sustento para el analisis de las categorias propuestas en la investigacién, para dar cumplimiento
a los objetivos especificos propuestos. Concretamente, se presenta el marco tedrico y metodologico
del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (Godino, 2009, Pino 2014,
Font, 2013, Godino y Batanero, 2014) y en la segunda parte se presenta el analisis al modelo del

Conocimiento Didactico Matematico del profesor (CDM), estudiado en el EOS y se retoman las



nociones necesarias para abordar la caracterizacion de la faceta cognitiva y epistémica del
conocimiento del profesor en este modelo (Godino,2009).

En el tercer capitulo, se presenta la metodologia a través de la cual se desarrolld el estudio; se define
el enfoque de investigacion, y el disefio y fases que se siguieron para alcanzar cada uno de los objetivos
planteados, junto al proceso que se llevo para dar respuesta a la pregunta de investigacion. De igual
manera, se describe la unidad de andlisis para el desarrollo del estudio, y las categorias de anéalisis para
el cuestionario CDM-Integral. Por Gltimo, se dan a conocer las técnicas y herramientas usadas en la
recoleccion y analisis de la informacidn, las cuales permitieron caracterizar los significados parciales
del objeto matematico Integral.

En el cuarto capitulo, se describe el primer resultado correspondiente al origen del objeto
matematico Integral (estudio histérico y epistemolégico), asi como su desarrollo y evolucion en
diversas culturas y épocas de la historia, a lo largo de cuatro periodos de tiempo determinados por el
autor del documento. Este estudio historico-epistemologico tiene como objetivo la caracterizacion de
los problemas relacionados con el objeto Integral, los cuales dan origen a los significados parciales del
objeto matematico (conocimiento de la dimension epistémica en el modelo CDM). En este sentido, se
establece que la reconstruccion del significado parcial del objeto integral a partir del estudio
epistemoldgico — historico, en un primer momento favorece el disefio de propuestas didacticas
relevantes al area, y especificamente en el estudio se utiliza en la caracterizacion del conocimiento
matematico del profesor, relacionado con objetos del Calculo Integral. El resultado de este estudio
corresponde a la identificacion del significado global del objeto Integral, el cual se compone de la
reconstruccion de las configuraciones epistémicas y la identificacion de cada uno de sus significados
parciales, los cuales se relacionan y forman una red de significados, que finalmente constituye el
significado Holistico o global del objeto Integral.

En el quinto capitulo, se describe el segundo resultado correspondiente a la caracterizacion del

Conocimiento Didactico Matematico (CDM) del profesor relacionado con objetos del Calculo Integral,



a partir de la propuesta de Pino-Fan y Godino (2015, p.8). Y para complementar esta caracterizacion
del modelo CDM del conocimiento del profesor se continua con la estructuracion del contexto
curricular para la asignatura de Céalculo Integral, donde se realiza un analisis de texto a los principales
libros universitarios en relacion con la asignatura de Calculo Integral, de igual manera se presenta el
disefio, construccion del instrumento CDM-Integral, que permite caracterizar la dimension epistémica
y cognitiva del estudiante de formacién matematica, y por dltimo se presenta como resultado
importante la version final del Instrumento CDM-Integral.

El capitulo seis, se compone de una revision de los anélisis al segundo resultado, donde se analizo6
cuantitativamente el cuestionario CDM-Integral, bajo la variable “grado de correccion de las
respuestas”, de esta forma se estudio la distribucion de las puntuaciones totales y el indice de
dificultades de los subitems sin profundizar en los aspectos relacionados con los tipos de Conocimiento
del Contenido respecto con el Conocimiento del profesor y relacionados con el objeto Integral; de igual
forma se presenta la identificacion de errores y dificultades en las respuestas de los estudiantes con el
fin de caracterizar en cierta forma la dimension cognitiva en el modelo CDM del profesor. Por tanto,
en este capitulo se presenta como resultado del estudio y dando cumplimiento al objetivo general, la
caracterizacion de las Dimensiones epistémica y cognitiva en el modelo CDM del profesor, con base
en los analisis preliminares realizados.

En el séptimo y Gltimo capitulo, se describen los resultados de los estudios realizados para el logro
de cada una de las fases de investigacion, las cuales dieron cumplimiento al objetivo general de la
investigacion, el cual se centra en: Caracterizar el conocimiento del estudiante de formacion
Matematica relativo al contexto institucional, para que la ensefianza del objeto integral tenga la mayor

idoneidad epistémica y cognitiva.



CAPITULO 1. Marco de la investigacion

“Si supiese qué es lo que estoy haciendo, no le (lamaria investigacion, ;verdad?”
Albert Finstein.

En este capitulo se presenta el analisis a las investigaciones realizadas en el campo de la
Didactica de la Matemaética; en el tema del Conocimiento Didactico Matematico del Profesor, en
la linea de investigacion del Conocimiento del Profesor para el objeto matematico integral con el
objetivo de caracterizar las dimensiones epistémica y cognitiva que estructuran el modelo CDM.
Este estudio se establece en el marco tedrico y metodoldgico del Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS), y en la linea de Formacion de profesores de
matematicas. Estas investigaciones nos proporcionan informacién relevante para evidenciar la
problematica del conocimiento del contenido matematico o conocimiento comun y ampliado que
necesita el profesor y el futuro profesor para su practica pedagdgica, buscando la comprension de
los objetos matematicos, y en este aspecto se evidencia de igual forma, la necesidad de conocer
los errores y dificultades de los estudiantes (dimensidn cognitiva) como problematica pertinente
para abordar la practica didactica del profesor. En esta direccion, se formulan los objetivos de la

investigacion y se presenta la justificacion al estudio desarrollado.

1. El problema de investigacion

1.1 Planteamiento del problema

El estudio de algunas problematicas en temas del Calculo Integral, permiten evidenciar las
dificultades presentes en su ensefianza y aprendizaje, especialmente aquellos estudios que se
encuentran direccionados a la caracterizacion de las componentes que forman el conocimiento del

profesor para la ensefianza idonea de los objetos matematicos. Este conocimiento del profesor, se



estudia en el Enfoque Ontosemiético del conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS)
(Godino, 2009) a partir de la estructuracion en seis facetas o dimensiones, y en concordancia con
el modelo propuesto por Shulman (1987), y Ball (2008). En esta direccion, se observa que ante los
cambios acelerados en la produccién de conocimiento y la variedad de paradigmas didactico-
pedagogicos actuales, se exigen profesionales competentes que den respuesta a los problemas de
una realidad compleja y dindmica; que adopten una actitud reflexiva y critica con respecto a la
realidad educativa y que posean una idoneidad técnico-profesional para investigar cientificamente
y llegar a producir una transformacion creativa. En este sentido, se entiende la investigacion en
Educacién Matematica, como una disciplina, con un ambito de conocimiento, direccionado a la
recopilacion, analisis, tratamiento e intercambio de la informacion educativa.

Segun Corella (2013), uno de los aspectos méas debatidos en la investigacion educativa es el
que hace referencia a los expertos, quienes regulan las diversas metodologias para que estas puedan
adquirir un caracter cientifico: donde, uno de los elementos constitutivos del proceso corresponde
a la voluntad y la pericia del experto para comunicar los resultados de sus investigaciones y
trabajos. De este modo, el investigador necesita acudir a la consulta de maltiples bases de
informacion con el objetivo de identificar el estado del conocimiento sobre el problema a
investigar. Bajo estos argumentos, se aborda en el presente trabajo investigativo, la problematica
de llegar a estructura el Conocimiento del Profesor para una ensefianza idonea, segin diversas
dimensiones o partes constituyentes del mismo; este es un tema que ha generado gran impacto en
la comunidad de investigacion en la linea de formacion de profesores donde un aspecto de especial
interés corresponde a la caracterizacion de las componentes del Conocimiento didactico-
matematico (CDM), requerido por los profesores para la ensefianza idonea de los objetos

matematicos (Godino, 2009; Pino-Fan y Godino, 2015; Sepulveda, 2016; Vasquez, 2015).



Desde la perspectiva reflexiva e investigativa, a través de los ultimos cuarenta afios ha surgido
la investigacion en Educacion Matematica, donde se han desarrollado diversos estudios en el tema
de la idoneidad de una clase de matematicas, y el trabajo del profesor. Para Pino (2013), la principal
razén es que el desarrollo del pensamiento y las competencias matematicas de los estudiantes
dependen esencialmente de los conocimientos, competencias, habilidades, de sus profesores; en
esta direccién, se hace necesario que los profesores conozcan y comprendan a profundidad la
matematica que deben ensefiar, asi como los tipos de conocimientos pedagdgicos didacticos y
matematicos, necesarios para lograr un proceso de ensefianza - aprendizaje significativo y eficaz.
Entonces, surge una pregunta: ¢Qué conocimiento matematico debe poseer el profesor para la
ensefianza idonea del objeto Integral? Que de acuerdo con Shulman (1987) y su adaptacién dada
por Grossman (1990), se constituye en un conocimiento base, denominado el Conocimiento del
Contenido, el cual se refiere al conocimiento de los conceptos y hechos principales dentro de un
campo y a las relaciones entre estos conceptos: lo cual se retoma en el EOS como el Conocimiento
de la dimensidn epistémica del contenido y entonces, el dominio del conocimiento del profesor de
matematicas en relacion con los objetos matematicos que debe ayudar a construir en sus
estudiantes, se constituye en un elemento clave de investigacion, con efectos directos en el
aprendizaje de sus alumnos, pues un profesor no puede ensefiar lo que no comprende bien
(Sepulveda, 2016).

En esta direccion, surge otro interrogante que motiva al estudio de la problemética del
conocimiento del profesor de matematicas: ¢Qué conocimiento pedagogico debe abordar el
profesor para la ensefianza idonea del objeto integral? responder esta pregunta se refiere
basicamente a analizar y discutir sobre los principios y estrategias generales que ayudan a la

gestion y organizacion de la clase, para hacer trascender el contenido, en este aspecto el presente



estudio no da respuesta a la pregunta, pero su anélisis se contempla para llegar a caracterizar la
dimension epistémica en el modelo del Conocimiento didactico Matematico del profesor (CDM).
Finalmente, surge otra pregunta: ; Como debe ser el curriculo de la asignatura de Calculo Integral?
lo cual sugiere que el profesor, debe tener una idea al menos intuitiva del conocimiento pedagdgico
curricular que dé respuesta al conocimiento de unos significados institucionales, en esta direccion
dar respuesta a este interrogante es pertinente para el desarrollo del presente estudio.

Para dar respuesta a las preguntas planteadas, diversos investigadores han aportado teorias
direccionadas a la adquisicion de un nivel apropiado en el momento de realizar la transposicién
didactica en el aula de clase. Dentro de las teorias de la didactica de la matematica que han
realizado aportes a las probleméticas identificadas mediante la formulacién de las preguntas de
investigacion y analizando aquellas en las cuales se centra la presente investigacion, se encuentra
el marco del Enfoque Ontosemi6tico del Conocimiento y la instruccion Matematicos (EOS), con
investigadores importantes como Juan Diaz Godino, Viceng Font Moll, Shulman, Debora Ball.

De igual forma la revision sobre teméticas del célculo, evidencia que estas se encuentran
inmersas en el Pensamiento Matematico Avanzado, donde se ha contemplado que los principales
obstéculos se deben a la comprension del objeto matematico (Criséstomo, 2014), y de igual forma
los estudios de Artigue (2003), Moreno y Grijalva (2013) presentan aportes que invitan a
reflexionar sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje del Céalculo Integral, donde se observa
que, aunque a los estudiantes se les ensefie a resolver problemas estandar de forma mecénica, estas
practicas estan distantes de lo que corresponde a comprender y entender un pensamiento avanzado.
Ademas, segun Fiorentini (2002), existen pocas investigaciones que se perfilan en analizar y
reflexionar el papel y la préctica de los profesores universitarios, responsables de la formacion de

profesores, y en especial el desarrollo de cada disciplina.



1.2 Areas problematicas

En esta seccion se analizan algunas de las problematicas relacionadas con la investigacion, las
cuales justifican realizar el presente estudio. En primera instancia, se encuentra el estudio dirigido
a la caracterizacion del Conocimiento didactico-matematico de los profesores; luego, se describe
el andlisis realizado a los procesos de comprension y abstraccion del pensamiento matematico
avanzado; se describe el problema de adquisicion de los significados de los objetos matematicos
desde una perspectiva fenomenoldgica, en la cual el profesor encuentra o asigna un significado
parcial en la construccion del objeto holistico y/o institucional (Freudenthal,1983). Finalmente, se
describe la problematica asociada a los componentes del conocimiento que el futuro profesor

necesita para su desempefio idéneo en la ensefianza del Céalculo Integral.

1.2.1 Problematicas en la ensefianza de topicos de Célculo Integral.

Existen diversos estudios en Educacion Matemaética, donde se evidencia la dificultad en la
ensefianza del Analisis matematico (Hitt, 2003; Milevicich, 2008; Contreras, 2000; Moratalla
1998), en primera instancia, un principal sefialamiento obedece a la comprension de las nociones
de limite, derivada e integral y a su vez a las posibles representaciones que estas tienen en el mundo
matematico y cotidiano. Ademas, en otros estudios se evidencian los principales obstaculos
cognitivos (Orton 1987; Deepol, 2005), al practicar el reduccionismo y la algebrizacién de los
conceptos, determinando un método simplista de ensefianza del analisis matematico.

Es asi, como se analiza el estudio de Ortiz (2013), relacionado con la propuesta sobre la
ensefianza del Calculo Integral, en el cual se cita a Orton (1987) en relacion con la experimentacion

que realiz6 con estudiantes de secundaria. Este estudio tiene como el objetivo general: Poner en



funcionamiento el conocimiento disponible de la integral definida, en situaciones relacionadas con
la acumulacion de efectos locales. En el estudio, los estudiantes que se iniciaban en la teoria de
integracion mostraron niveles aceptables en la comprension del célculo de primitivas y la
obtencion de respuestas a aplicaciones simples, pero desconociendo la comprension del concepto,
por lo que en el estudio se genera una propuesta didactica, fortalecida en una metodologia empirica
y de continua evaluacion, ademas como resultado del estudio, se evidencia la necesidad de
fortalecer los conceptos siguiendo el aspecto histérico - epistemoldgico, para llegar a la
comprension de los conceptos implicitos en el desarrollo del Célculo Integral.

Un precursor en la investigacion del proceso de ensefianza del célculo, ha sido Orton (1979), el
cual evidencia en su estudio denominado An investigation into the understanding of elementary
calculus in adolescents and young adults?, la dificultad de los estudiantes en la comprension de
los conceptos: tasa de cambio, nocién de la derivada como limite, la nocion de area como el limite
de una suma; en el estudio utiliza para la recoleccion de informacién instrumentos como: test, y
cuestionarios, para llegar a la conclusion de que uno de los principales obstaculos de los estudiantes
es la comprension de la integral como el limite de una suma, debido a la necesidad de los
estudiantes y profesores de reducir estos conceptos a solo procesos algebraicos. Un ejemplo claro
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! Una investigacion sobre la comprensién del célculo elemental en adolescentes y adultos jovenes. (traduccion al
espafol)
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bajo la curva con la expresion de la integral definida, y por Gltimo olvida hacer uso de un sistema
de representacion que clarifique el problema.

De igual manera la investigacion Ortiz (2013), apoyado en la teoria de los campos conceptuales,
soporta un estudio con el objetivo de separar lo conceptual de lo algoritmico en el desarrollo de
tematicas del Calculo Integral. Dentro de los resultados del estudio se concluye que: a los
estudiantes se les ensefian procedimientos para calcular integrales como los llamados métodos de
integracion, solo a través de ejercicios repetitivos y de una manera separada de la parte conceptual
[..] y la existencia de una gran dificultad en la comprension profunda de los conceptos de
integracion, sus interpretaciones y aplicaciones. Esto evidencia la realidad de una distancia entre
el avance tedrico conceptual alrededor de la integral y lo procedimental; es decir, entre la
comprension de la nocién de sumas de Riemann y el aprendizaje de las estrategias de integracion

para el calculo de primitivas elementales.

1.2.2 Probleméticas relacionadas con el aprendizaje de temas de Calculo Integral.

En el desarrollo de investigaciones sobre el aprendizaje de los estudiantes de célculo, se
evidencian estudios como los de Hitt (2003) en su trabajo: Dificultades en el aprendizaje del
calculo, donde plantea como objetivo: Mostrar las principales dificultades y problemas en
estudiantes de célculo. En el estudio se aborda el marco tedrico de las representaciones semidticas
de Duval (1993) en cuanto a la metodologia, se realiza un estudio experimental con estudiantes de
educacion superior, donde se les solicita desarrollar una serie de ejercicios, donde se logra llegar
a una serie de reflexiones las cuales implican la mecanizacion y algebrizacion de procedimientos
por parte de los estudiantes, ademas la resistencia de estos, a cambiar de representacion y ampliar

el conocimiento en otros sistemas, de igual forma, se concluye que el impacto de las tecnologias
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debe ser abierto y reflexivo, para que el estudiante realice diferentes representaciones en la
construccion de su concepto.

En la misma direccion, Fuster y Gomez (1997) en su trabajo Una interpretacion de las
dificultades en el aprendizaje del concepto de integral, plantean el objetivo de justificar la
intuicion, en lo que refiere a la etiologia de problemas relacionados con el Calculo Integral; para
ello realizan un recorrido tedrico centrado en responder a los tres conflictos clésicos en el trabajo
con el Célculo Integral, los cuales son: identificar la integral como una primitiva, identificar la
regla de Barrow como un Unico procedimiento, no unificar criterios del concepto de area con el de
integral. De igual manera se concluye que las imagenes conceptuales (Vinner, 1991) realizadas
por los estudiantes no los llevan a construir esquemas conceptuales fuera del campo algebraico,
por tanto, en sus conclusiones los autores refieren a la comprension del concepto del Célculo
Integral a partir de esquemas visuales (Vinner, 1991) que simbolicen conceptos y definiciones,
entre otros. Para concluir que esto haré que el estudiante tenga una imagen perceptiva y simbélica
de la tematica relacionada al Calculo Integral; de igual manera la incorporacion de software como

Derive facilitaron el proceso de ilustracién y comprensién de las problemaéticas abordadas.

1.2.3 Probleméticas relacionadas con la implementacion de propuestas didacticas para
Calculo Integral.

En el proceso de la identificacion y solucion de dificultades presentes en los procesos de
ensefianza y aprendizaje del Calculo Integral, se han adaptado y propuesto diversas estrategias
para la comprension del objeto Integral como el estudio de Lois y Milevivich (2008), los cuales

realizaron una propuesta denominada La ensefianza y aprendizaje del Calculo Integral desde la
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perspectiva del nuevo paradigma de la sociedad del conocimiento; el estudio se fundamenta en el
aporte que realizan las tecnologias en el desarrollo de las ciencias exactas. De esta manera, se
proponen tres fases para el desarrollo de la propuesta investigativa: la primera, enmarcada en la
identificacion de los problemas en los procesos de ensefianza y aprendizaje del Calculo Integral;
una segunda, enmarcada en mejorar los procesos de comprension de los estudiantes, y una tercera,
orientada a la formacién de equipos interdisciplinares. Como conclusiones del estudio se resalta la
experimentacion con un grupo de ingenieria eléctrica con el objetivo de formar una sociedad de
conocimiento y multidisciplinaria, donde se visualiza, el aporte de la propuesta pedagdgica
fundamentada en la optimizacion de dificultades en cuanto al trazo de integrales y solucion de
estas, facilitando la comprension a través de medios digitales.

En el mismo sentido, Salinas y Alanis (2009) realizan la propuesta didactica denominada hacia
un nuevo paradigma en la ensefianza del calculo en una institucion educativa. El estudio, se apoya
en diversos estudios de ensefianza del Calculo Integral junto con el marco teérico y metodolégico
del paradigma socio epistemoldgico y la ingenieria didactica, partiendo de la reflexién de ver la
historia como un aporte al disefio de précticas, al tratamiento de los problemas sociales y
matematicos al momento de ensefiar y conceptualizar. Como conclusién se establece que se debe
reestructurar la escuela tradicional a través de la innovacion de practicas sociales e
interdisciplinares.

1.2.4 Problematicas relacionadas con aspectos epistémicos e historicos del objeto Integral.
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El concepto de integral es fundamental en el desarrollo del Pensamiento Matematico Avanzado,
como se presenta en el articulo de L evolution des problematiques en didactique de I"analyse?, de
Artigue (1998), donde se asume una problematica entorno a la didéctica del anélisis matematico,
destacando obstaculos, y habilidades en el marco de la ingenieria didactica, donde se establece la
evolucion global del concepto limite como un medio fundamental para el aprendizaje del concepto
integral y se da importancia al uso de las tecnologias. Por tanto, esta autora, resalta la importancia
de realizar la reconstruccién epistemoldgica en la evolucion de los objetos del analisis matemaético,
para la implementacion de los procesos de ensefianza en espacios académicos universitarios y de
secundaria, dependiendo de la cultura, y de los medios que se dispongan para la implementacion
del proceso de instruccion.

En esta direccion, Calvo (1997) realiza un estudio cuyo objetivo es preparar las bases para una
propuesta didactica que permita a los estudiantes de un primer curso de Célculo, la construccion
de la imagen del concepto de Integral Definida, segun los planteamientos de Vinner (1991). Para
el desarrollo del estudio se disefié un cuestionario de 10 items, que aplic a 56 estudiantes. Dentro
de las reflexiones y conclusiones se sugiere utilizar como definiciones de Integral aquéllas que
resulten independientes del concepto de derivada y del conjunto de reglas algoritmicas asociadas
a su célculo. Propone establecer como definicion de Integral la planteada por Riemann (mejorada
afios mas tarde por Darboux), en la cual se establece segln las representaciones graficas, numéricas

y algebraicas sobre las cotas superiores e inferiores; también plantea generar esquemas de

2 Laevolucion de la problematica en la didactica del analisis.
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representaciones que determinen conexiones entre las mismas para llegar a la construccién de un
nuevo concepto; esto en la comprension de la integral definida y el area.

En la tesis doctoral de Criséstomo (2014) citando a Czarnocha, Dubinsky, Loch, Prabhu, y
Vadakovic (2001) en el trabajo denominado Concepciones de area: estudiantes de historia, se
trabaja con un grupo de 32 estudiantes de Ingenierias, y Ciencias Exactas, los cuales ya habian
completado un curso relacionado con el Célculo Integral; para el estudio utilizan una metodologia
con un enfoque cualitativo y utilizando instrumentos como cuestionarios y entrevistas, para llegar
a describir las concepciones de los estudiantes con referencia al proceso de instruccion y
argumentacion légica matematica, para esto, se disefia una entrevista denominada “Entrevista
Célculo Integral”, con base en los aportes hechos por Cavallieri, Wallis, y Roveral en el desarrollo
del Célculo Integral en especial de la integral definida. Entre los resultados del estudio, se
evidencia que cada estudiante interpretaba estos conceptos de forma diferente de acuerdo a su
proceso de instruccion, es decir, imitaban algunos razonamientos logicos propuestos por el
profesor, otros de algunos matematicos propuestos en el marco histdrico, otros interpretaban
conceptos de forma visual. De igual manera, el autor recomienda iniciar el curso con el método
de exhauscion® y no olvidarlo en el desarrollo de este; de igual manera establece las definiciones
desde las propuestas de Riemann y agrega que se deberia fortalecer el gusto hacia la matemética y
en especial del célculo desde la historia.

En Moratalla (1994) desarrolla el estudio denominado Los Conceptos en Torno a la Medida y

el Aprendizaje del Calculo Infinitesimal, donde establece como objetivo general Elaborar una

3 La palabra exhauscion es tomada del libro de historia The history the calculus and its conceptual developtmen
(Boyer, 1949) que expresa metodo de agotamiento.
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propuesta didactica que pueda utilizarse en la ensefianza de la Integral Definida para estudiantes
de secundaria (alterna a la integral de Riemann); para la consecucion del objetivo planteado
desarrolla la génesis histérica del concepto, y realiza un estudio de textos y del curriculo. El
desarrollo de esta investigacion se realiza en dos fases: la primera, con una propuesta sobre como
ensefiar el concepto de Integral, y la segunda, en un sentido de investigacion donde se apoya de la
teoria de las situaciones didacticas y se implementan cuestionarios y entrevistas mediante un
estudio de caso.

Entre los resultados del estudio, se establece que los estudiantes pueden conceptualizar
teméticas en torno al Célculo, y en especial en la integral definida de forma intuitiva sin la
necesidad de habilidades algoritmicas y operativas, y se resalta que solo se necesita de la
visualizacion de propiedades de la idea de area bajo la curva. Ademas, en el estudio se establecen
los perfiles del estudiante al momento de enfrentarse a una tematica:

Un estudiante seria primitivo respecto al concepto de integral si la interpreta simplemente como
una férmula que le permite calcular areas de figuras “raras”, seria operativo si construye una imagen
mental de integral como sinénimo de area sin tener en cuenta el signo de la funcion y seria descriptivo
si logra dar una descripcion verbal precisa de integral y de sus propiedades incluyendo componentes
geométricas y numéricas. (Moratalla, 1994, p.37)

De igual forma, la autora propone que un estudiante que se inicie en el area del célculo
infinitesimal debe conocer un enfoque de integracién, que vaya de acuerdo con la génesis y
evolucion historica del concepto, adaptandola a un curriculo secuenciado como: Integral definida,
Primitiva. Entre los resultados del estudio se tiene que para esta autora el origen y evolucion
histérica de los objetos matematicos, deben ser un recurso primario en la estructuracion y
desarrollo de contenidos, es decir la interiorizacion de conceptos se podria lograr de una forma

eficaz siempre y cuando se trabaje con los estudiantes los problemas que surgieron en la historia.
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1.2.5 Problematica relacionada con la identificacion de los componentes que estructuran
el Conocimiento de los profesores de Matematicas.

Las investigaciones que se han realizado en formacion de profesores de matematicas
relacionadas con el conocimiento didactico de los futuros profesores, constituye un campo de
investigacion, el cual ha sido el centro de debates en congresos, a nivel nacional e internacional.
Algunos argumentos se centran en la naturaleza, caracteristicas y el grado de conocimiento que
debe tener un profesor para desempefiar su labor, ya que segun, Pino (2013) y otros autores, el
desarrollo del pensamiento y las competencias matematicas de los estudiantes obedece a la
comprension del conocimiento didactico-matematico que el profesor ha construido; es en este
punto donde se centra la presente investigacion, ya que esta direccionada a la caracterizacion de la
dimensidn epistémica y cognitiva del Conocimiento Didactico Matematico, que debe poseer el
profesor para ensefiar el objeto integral de forma idonea.

En esta linea de estudio, uno de los pioneros en analizar las componentes del Conocimiento del
profesor, es Shulman (1987), quien inicialmente categoriza las componentes del Conocimiento del
profesor en tres ejes: Conocimiento del contenido, Conocimiento pedagdgico y Conocimiento
curricular, resaltando la importancia de la dimension del Conocimiento Pedag6gico del Contenido,
sobre el conocimiento implicito del profesor para la ensefianza de la matematica. En un estudio
posterior extiende estas componentes del Conocimiento del profesor a siete categorias:
Conocimiento del contenido, Conocimiento pedagdgico general, Conocimiento curricular,
Conocimiento pedagdgico del contenido, Conocimiento del estudiante y sus caracteristicas,
Conocimiento de los contextos educativos, Conocimiento de los fines y propdsitos de la educacion.

El autor propone la existencia de por lo menos cuatro fuentes principales de donde pueden provenir
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tales conocimientos: la formacion académica, materiales y recursos propiciados por el contexto y
la institucion, de la investigacion sobre aspectos relevantes del conocimiento del profesor, de la
experiencia y sabiduria mediante la reflexion del profesor.

Bajo estos argumentos, Grossman (1990) reconstruye este modelo del conocimiento del
profesor y nuevamente presenta una estructura en cuatro categorias base del conocimiento:
Conocimiento pedagdgico general, Conocimiento del contenido, Conocimiento pedagégico del
contenido y Conocimiento del contexto. En posteriores estudios Ball, (2000), Leinhardt y Smith
(1985), Wilson y Shulman, (1987), Schoenfeld y Kilpatrick (2008) y finalmente, Godino (2009)
retoman la base propuesta de Shulman y Ball e intentan definir nuevos sistemas que proporcionan
herramientas para el estudio y caracterizacion del Conocimiento Didactico y Matematico que

deben poseer los profesores para el desarrollo de su profesion.

1.2.6 Estudios realizados a nivel internacional y nacional en el Conocimiento del profesor.

En esta seccion se describen aquellos trabajos que sirvieron como soporte para la
fundamentacion de la caracterizacion del conocimiento Didactico y Matematico que debe poseer
el futuro profesor en la asignatura de Calculo Integral, segin las bases documentales
internacionales y locales.

El primer estudio corresponde al de Criséstomo (2012) en su tesis doctoral Idoneidad de
procesos de estudio del Célculo Integral en la formacion de profesores de matematicas: una
aproximacion desde la investigacion en didactica del calculo y el conocimiento profesional, en la
investigacion se plantea como objetivo La caracterizacion de los conocimientos sobre la idoneidad
didactica de procesos de estudio del Calculo Integral para la formacion de profesores de

matematicas. El estudio se desarrollé con estudiantes del primer semestre de Licenciatura en
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Matematicas, utilizando como metodologia, el paradigma mixto y en el marco teérico del enfoque
Ontosemi6tico. Se buscaba evaluar el conocimiento didactico matematico, segun sus diversas
facetas (dimensiones) o componentes, realizando un estudio de caso mediante entrevistas. Entre
los resultados, se establece que se dio cumplimiento al objetivo de caracterizar los procesos de
instruccion para el Calculo Integral mediante el desarrollo de un estudio histérico-epistemolégico,
categorizando la faceta epistémica del objeto integral, a partir de la identificacién de ocho
configuraciones epistémicas; de igual forma, se propone la reestructuracion del curriculo en el
Célculo Integral de las universidades de Brasil, junto al andlisis de los principales textos.

En la misma direccion, Cifuentes (2015), en su trabajo de maestria Significados institucionales
evidenciados en el disefio de tareas para la ensefianza de la Integral, propone como objetivo
general: reportar el estudio de los significados Institucionales evidenciados en el disefio de tareas
en torno al problema del célculo de areas encerradas por curvas. Trabaja con estudiantes de
secundaria de undécimo grado, utilizando un tipo de metodologia mixta y bajo el enfoque
Ontosemidtico, para la significacion del objeto integral. Como instrumento de recoleccion de
informacion, utiliza la observacion, entrevistas y documentacion de textos para identificar la
caracterizacion de las practicas estudiante-profesor, presentando entre sus resultados, la adaptacion
del modelo planteado por Crisdstomo (2012) junto a las mallas curriculares planteadas por el
Ministerio de Educacion Nacional (MEN), para el disefio de una propuesta didactica; ademas se
observa la evaluacion de los significados de referencia, implementado y pretendido, en el concepto
de areas bajo la curva, y resaltando la importancia de la emergencia de conceptos a partir de
problematicas cotidianas y el buen uso del lenguaje.

En la misma direccion, Ordofiez (2011), en su tesis doctoral Restricciones institucionales en las

matematicas de 2° de bachillerato, en cuanto al significado del objeto integral definida, establece
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como objetivo general: identificar, describir y explicar los factores relacionados con los fendmenos
didacticos de renuncia al aprendizaje del objeto integral definida y de algebrizacion del Célculo
Integral. Trabaja con un grupo de estudiantes de secundaria de la provincia de Andalucia (Espafia)
y utiliza el paradigma del enfoque Ontosemidtico, analizando las dimensiones epistémica y
cognitiva del conocimiento didactico-matematico. Centra su investigacion en dos partes: un
andlisis historico-epistemolégico y uno cognitivo en la interaccion de los significados personales
de cada estudiante. Este trabajo tiene entre sus resultados, el estudio histdrico-epistemoldgico del
objeto integral, asignando nueve significados institucionales a la Integral definida seccionados por
etapas en el desarrollo y evolucion del Calculo Integral. Ademas, comprende los significados
personales asociados en la resolucién de problemas en cuanto a las pruebas de acceso a la
universidad, y la valoracion de idoneidad en cada dimensién del conocimiento en el marco del
enfoque Ontosemidtico. En lo que se refiere al objeto integral, se concluye que el tipo de
ensefianza propuesto en los manuales es transmisivo, lo cual hace al estudiante un sujeto pasivo
que no realiza investigacion y confrontacion sobre el objeto integral. Ademas, se observa que los
estudiantes prefieren utilizar el lenguaje algebraico al lenguaje geométrico puesto que les presenta
mayor fiabilidad para encontrar soluciones a problemas planteados. Finalmente, se establece que
se tiende a utilizar y confundir la nocion de antiderivada con la primitiva de una funcion.

En la misma linea de estudio, Pino-Fan (2013), en su tesis doctoral Evaluacion de la faceta
epistémica del conocimiento didactico matematico de futuros profesores de bachillerato sobre la
derivada, propone como objetivo general Evaluar la faceta epistémica del conocimiento didactico-
matematico sobre la derivada de profesores en formacion inicial de secundaria/bachillerato en
México, donde buscaba determinar si al final de su proceso de instruccion se habia generado un

conocimiento de la faceta epistémica del CDM, suficiente para la ensefianza idonea de la derivada.
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El trabajo se desarrolla, con estudiantes de Ultimo semestre de Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Autonoma de Yucatan (México). Se utiliza una metodologia, basada en el enfoque
Ontosemidtico, en donde buscaba evaluar la faceta epistémica-cognitiva-instruccional respecto al
objeto derivada, mediante el disefio de un cuestionario que le permitié explorar, identificar y
evaluar los significados individuales, institucionales y globales del objeto derivada, llegando a
conclusiones respecto a la construccion del estudio epistemoldgico e historico del objeto derivada,
como las configuraciones epistémicas a partir de los significados y préacticas institucionales,
evidenciando algunas dificultades sobre la concepcion de la derivada por parte de los estudiantes,
futuros profesores.

A nivel local se encuentra a Sepulveda (2016), en su tesis doctoral Conocimiento didactico-
matematico del profesor universitario para la ensefianza del objeto grupo, se presenta como
objetivo general Evaluar el Conocimiento Didactico-Matematico de los estudiantes de formacion
matematica en su dimension epistémica, donde se busca determinar si los estudiantes de formacion
matematica habian generado un conocimiento comdn y un conocimiento ampliado como base de
un conocimiento especializado, necesario para la ensefianza idonea del objeto Grupo. Se trabajo
con estudiantes de matematicas y de Licenciatura en Matematicas de una universidad de Colombia,
utilizando una metodologia de tipo mixta, para realizar una caracterizacion del objeto grupo desde
una perspectiva historico-epistemoldgica-semiotica y fenomenoldgica; se realizdé un analisis de
textos y la evaluacion del conocimiento didactico matematico, utilizando las herramientas del
enfoque Ontosemiotico y llegando a resultado como la construccion del significado global del
objeto grupo, a partir de un estudio historico, epistemologico y fenomenoldgico, de igual manera
la caracterizacion del significado pretendido en los libros de texto, y programas curriculares los

cuales estan direccionados al trabajo con el significado de grupo como grupo abstracto; conjunto
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de permutaciones y grupos en aritmética Modular, por Gltimo la autora caracteriza y analiza la
Faceta epistémica del CDM donde define unos indicadores para caracterizar las practicas

matema@ticas de los futuros profesores en relacion con el objeto grupo.

1.3 Formulacion del problema

Evidenciando la importancia y el interés del estudio en temas de Calculo Integral segin las
diferentes problemaéticas establecidas, en la presente investigacion se pretende obtener algunos
aportes relevantes para los programas de formacion matematica y especialmente, se busca
proponer mejoras en la implementacion en los planes de estudio de formacion matematica, en
cuanto a su desempefio didactico en la ensefianza del Célculo integral. Por tanto, se establece la
siguiente pregunta de investigacion:

¢ Qué conocimiento matematico relativo al contexto institucional debe poseer el futuro
profesor (profesor) para que la ensefianza del objeto integral tenga la mayor idoneidad
epistémica posible?

La pregunta planteada se pretende abordar bajo un analisis a las anteriores perspectivas, en donde
se establece la necesidad de realizar una investigacion que permita identificar y caracterizar los
conocimientos didacticos — matematicos de los futuros profesores en temas de calculo integral o del
profesor en general, pero se considera pertinente la investigacion en el campo de Formacion inicial de
profesores. En este camino se propone reconstruir el significado global del objeto matematico integral,
a través de un estudio histérico—epistemoldgico que permita identificar las practicas y fendmenos que
dan cuenta de los procesos heuristicos que dieron origen a tal objeto matematico, posterior a esto se
propone analizar los significados parciales de los objetos matematicos emergentes del andlisis

didactico de textos, y la construccion de un primer instrumento que permita evaluar y analizar el
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conocimiento didactico- matematico del futuro profesor, para llegar finalmente a presentar algunos
aportes relacionados con el Céalculo Integral en la linea de investigacion en Educacion Matematica en

el campo de la formacion de profesores.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo general

Caracterizar el conocimiento del estudiante de formacion matematica relativo al contexto
institucional, para que la ensefianza del objeto integral tenga la mayor idoneidad epistémica y

cognitiva.

1.4.2 Objetivos especificos

OBEL. Caracterizar los pares (practicas, configuracién de objetos en las practicas) a partir del
estudio historico-epistemoldgico del objeto integral, para identificar los significados parciales del
objeto matematico y asi reconstruir el significado global del objeto integral.

OBE2. Caracterizar el significado global del objeto integral pretendido en los planes de estudio
del programa de licenciatura en matematicas.

OBES3. Caracterizar el significado de referencia del objeto integral pretendido por los libros de
texto (4 libros).

OBE4. Caracterizar la dimensién cognitiva y epistémica en el modelo del CDM del
conocimiento del profesor para el objeto integral segun el significado Global del objeto

matematico y el establecimiento de un significado de referencia propuesto en los libros de texto.
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1.5 Justificacién

La presente investigacion se centra en la reconstruccion del significado global del objeto
Integral, a partir del estudio histérico-epistemologico del objeto matematico, realizado a nivel
documental. EI estudio histérico—epistemologico es importante ya que lleva a identificar las
practicas o problemas abordados por los matematicos, en las diferentes épocas de la historia, las
cuales dieron paso al surgimiento y evolucion del objeto antiderivada, por tanto, al objeto integral.
A partir de este estudio, se llegan a identificar lenguajes, conceptos, argumentos, notaciones,
procedimientos y proposiciones, como objetos matematicos primarios emergentes de situaciones
problemas gque forman configuraciones epistémicas, las cuales son analizadas con las herramientas
tedrico-metodoldgicas propuesta en el EOS, a partir del andlisis semiotico, y se continua, con la
identificacion de cada uno de los significados parciales los cuales se encuentran asociados a cada
situaciéon problema la cual origina la configuracién epistémica de estos objetos matematicos
primarios que se activa a partir de la identificacidn de la situacién problema y de las relaciones
que se establecen entre dichos objetos matematicos primarios.

Estos estudios historicos epistemologicos de los objetos matematicos, segin Anacona (2003),
son importantes, porque tienen en cuenta la postura, su implicacién didactica y la intensién del
profesor al momento de reflexionar y abordar una clase, esto implica el estudio de la existencia de
las posibles dificultades que se presentan en la construccion de los objetos matematicos (dimension
cognitiva). De igual forma, la comprensién de los objetos matematicos depende de cémo se
originan y de las causas 0 razones que propiciaron su emergencia. Es asi, como se evidencia a
través de las etapas en la historia, el desarrollo del objeto integral, partiendo de la construccién del

calculo de areas hasta llegar a la nocion de antiderivada, la cual toma el rol de mediador entre el
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calculo diferencial y el Célculo Integral, originando el estudio del Célculo Integral (Gordillo y
Pino 2015).

Respecto al estudio de las dimensiones o facetas del Conocimiento del profesor de matematicas,
se puede afirmar que no existe un consenso o un marco teérico completo que pueda llevar a
evidenciar lo que un profesor debe conocer para la ensefianza idénea de tdpicos concretos de la
matematica, como el de la integral (Sepulveda 2016; Pino 2015); por esto el papel del profesor se
relaciona en este marco tedrico con el conocimiento de un conjunto de practicas y reflexiones
sobre las tematicas que va a abordar, lo cual hace subjetiva la evaluacion de los estudiantes en
algunos casos. De acuerdo con Sepulveda (2016), el estudio de los conocimientos que debe tener
el profesor para la ensefianza idonea de topicos concretos de la matemética, toma cada vez mayor
interés en la comunidad de investigadores de didactica de la matematica interesados en la
formacion de profesores, y por los mismos profesores, ya que una de las principales razones es
que se podstula que el desarrollo del pensamiento y las competencias matematicas de los
estudiantes, dependen esencialmente de los conocimientos y habilidades de sus profesores (Pino-
Fan, 2013).

Bajo estos argumentos, en este estudio se pretende dar una respuesta parcial a algunos de los
interrogantes planteados en la formulacion del problema de investigacion, buscando avanzar en la
caracterizacion de los aspectos del Conocimiento del profesor necesarios en una ensefianza idénea
del objeto integral, centro de la investigacion en este estudio y considerado fundamental para la
ensefianza del calculo trabajando en el modelo CDM del conocimiento del profesor (Godino,
2009). De igual forma, se evidencia la existencia de una problematica, a partir del analisis de

diversos estudios relacionados con la ensefianza y el aprendizaje del Céalculo Integral, entre ellas
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el reduccionismo de los significados del objeto integral al lenguaje algebraico (Orton, 1979;
Milevicich, 2008; Tall y Steath, 1983).

En esta direccién, en los antecedentes, se describen otros estudios complementarios que
justifican la realizacién de la presente investigacion, partiendo del interés por relacionar el
Conocimiento matematico del objeto integral (conocimiento del contenido matematico) y el
Conocimiento didactico del profesor para la ensefianza de topicos de Célculo Integral, como linea
de investigacién importante en el campo de la Didactica de la Matematica. En el enfoque EOS, el
objeto integral es un topico de investigacion (Criséstomo 2012), donde la caracterizacién de la
faceta epistémica y cognitiva del CDM corresponde al objeto de estudio, y al igual que las
herramientas que conllevan a describir y caracterizar los sistemas de practicas emergentes en el
proceso de ensefianza, permitan la reflexion del profesor en los conocimientos matematicos.

En esta direccion, para Pino (2015) la reconstruccion de los significados parciales del objeto
integral emergentes del estudio histérico-epistemoldgico es significativo, puesto que permiten al
profesor de matematicas disefiar sus procesos de instruccién a partir del conocimiento y la
reflexién sobre las problematicas que llevaron al surgimiento y evolucionaron del objeto integral
a lo largo de la historia, visualizando sus representaciones y practicas en diferentes contextos
historicos, culturales y sociales en la busqueda de mejoras en el proceso de ensefianza del objeto
integral y especificamente en el disefio de aspectos de evaluacion del objeto integral, respecto a
unos significados pretendidos por el profesor y unos significados logrados por el estudiante,

respecto a los significados de referencia definidos institucionalmente.
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Capitulo 2. Marco Tedrico

n . ~ . "
Conocer algo nos permite enseriarlo; y conocer un contenido con profundidad,

significa estar mentalmente organizado vy bien preparado para
Enseriarlo de una forma general"
Buchman

El presente apartado se organiza en dos partes. En la primera, se describe una sintesis de las
herramientas que se utilizaron en el desarrollo del estudio y las nociones tedricas que sirvieron
como sustento para el andlisis de las categorias propuestas en la investigacion, que dan
cumplimiento a los objetivos especificos propuestos. Concretamente, se presentan las herramientas
del marco tedrico y metodologico del Enfoque Ontosemi6tico del Conocimiento y la Instruccion
Matematicos (Godino, 2009; Pino, 2014; Font, 2013; Godino y Batanero, 2014). En la segunda
parte, se presenta el analisis al modelo del Conocimiento didactico matematico del profesor
(CDM) estudiado en el EOS y de igual forma, se retoman las nociones necesarias para abordar la
caracterizacion de la faceta cognitiva y epistémica del conocimiento del profesor en este modelo
(Godino, 2009).

2.1 Herramientas tedricas del enfoque Ontosemiético del Conocimiento y la Instruccion
Matematicos

Para el desarrollo del estudio, se adopta el marco tedrico del Enfoque Ontosemidtico (EOS)
desarrollado en diversos trabajos (Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002; Godino, Batanero y Font,
2007). Este marco teorico y metodologico incluye un modelo epistemoldgico sobre las
matematicas, con bases antropologicas y socioculturales; es asi, como el EOS cuenta con
herramientas teoricas relacionadas con un modelo cognitivo, con bases semioticas, las cuales se
concentran en el juego del lenguaje y la operatividad de los usos matematicos en un contexto

social, resignificando los procesos de comunicacion e interpretacion como las practicas sociales
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en el aula. En forma amplia el EOS desarrolla herramientas para el trabajo en un modelo
instruccional que permite la realizacion del andlisis de los procesos que se dan en el aula de clase
(Godino, 2017). Este enfoque articula diversas teorias de la Educacion Matematica, como se
describen en la Figura 2.1, las cuales se operativizan en este modelo y se integran para el analisis
de los procesos de instruccion y de igual forma para el estudio de las componentes del

conocimiento del profesor para una ensefianza idonea de los objetos matematicos.
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Figura 2.1 Articulacion del Enfoque Ontosemiotico con otros marcos tedricos. Fuente: (Godino, 2019)

En este marco tedrico se vienen desarrollando herramientas teéricas y metodoldgicas a lo largo
de las Ultimas tres décadas, en interaccion con diversas investigaciones tedricas y experimentales
desarrolladas en tesis doctorales y otros trabajos de investigacion, que permiten realizar analisis
detallados y pertinentes de los conocimientos didactico-matemaéticos de los profesores para la
reflexion sobre los procesos de ensefianza del objeto de la integral (Godino 2012).

La articulacion del EOS con las otras teorias de la Educacion Matematica, ha sido una herramienta

para interpretar y comprender el conocimiento matematico, desde una visién antropoldgica y
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semiotica, fundamentada en la concepcion de las matematicas como la realizacion de las practicas
asociadas a significados de los objetos matematicos, por parte del ser humano y desarrolladas en un
ambito cultural y social (Radford, 1997). Por esta razon la busqueda de significados parciales de los
objetos matematicos es una tarea muy compleja porque es necesario realizar en un primer momento el
estudio histdrico-epistemoldgico para identificar y reconstruir el sistema de practicas relacionadas con
el objeto matematico, y luego de analizar cada préctica identificar o asignar un significado parcial al
objeto segun el contexto de uso del mismo; entonces, el EOS ha desarrollado herramientas para el
analisis desde distintos tipos de facetas (epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, y mediacional)
tanto para los procesos de disefio, implementacion y evaluacién de los procesos de ensefianza y
aprendizaje (figura 2.2), como para el estudio de un modelo del Conocimiento que necesita tener el

profesor para una ensefianza idonea de los objetos matematicos.
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Figura 2.2 Facetas y niveles de analisis didactico del EOS. Fuente: (Godino, 2013)

Las Facetas o Dimensiones no son componentes independientes, ellas se relacionan y
permiten el disefio de los procesos de instruccion y de igual forma el analisis de los
componentes del conocimiento del profesor para la labor de la ensefianza de los objetos
matematicos. En la tabla 2.1 se enuncian las nociones tedricas del EOS, las cuales son utilizadas

como las categorias de analisis en el estudio del modelo CDM del profesor.
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Tabla 2.1
Dimensiones del EOS

Epistémica Conocimientos matematicos referentes al contenido: Situaciones problemas,
lenguajes, procedimientos, definiciones, propiedades, argumentos y de los uso o
significados que tiene el objeto integral en el contexto institucional, y de
referencia. En el modelo CDM esta dimensioén estd estructurada en tres
componentes:

Conocimiento Comun del Contenido
Conocimiento Ampliado del Contenido
Conocimiento Especializado del contenido

Cognitiva Conocimiento de como los estudiantes aprenden, razonan y entienden las
matematicas y cOmo progresan en su aprendizaje (significados personales). Esta
dimensidn de igual forma expresa el grado en que los significados pretendidos/
implementados estan en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como
la proximidad de los significados personales logrados a los significados
pretendidos/ implementados (Idoneidad cognitiva). En este sentido, se relaciona
con las dificultades y errores al abordar situaciones problemas.

Afectiva Conocimiento de los estados afectivos (actitudes, emociones, creencias, valores)
de cada estudiante con relacion a los objetos matematicos y al proceso de estudio
seguido.

Interaccional Conocimiento sobre la ensefianza de las matematicas, organizacion y gestion de

las tareas, resolucién de dificultades de los estudiantes, e interacciones que se
puede establecer en el aula.

Mediacional Conocimiento de los recursos (tecnoldgicos, materiales y temporales) apropiados
para potenciar el aprendizaje de los estudiantes.

Ecoldgica Conocimiento de las relaciones del contenido matematico con otras disciplinas, y
los factores curriculares, socio-profesionales, politicos, y econémicos que
condicionan los procesos de instruccion matematica.

Nota. Descripcion de las Facetas del modelo CDM del conocimiento del profesor. Fuente Godino (2017, p. 3)

2.1.1 Sistemas de practicas personales e institucionales

La nocion de sistema de practicas juega un papel muy importante desde el punto de vista

epistemoldgico y didactico. Con esta nocion se asume y se hace operativo el supuesto
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antropoldgico sobre las matematicas, en cual se apoya el EOS. Para Godino y Batanero (1994) un
sistema de practicas corresponde a:

Toda actuacion o manifestacion (linglistica o no) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucion, validar la solucién y generalizarla a otros contextos y
problemas (p. 334).

De esta manera las practicas o sistemas de practicas, pueden ser realizadas por una persona o
presentadas por una institucion, es por esto que se clasifican en personales y sistemas de practicas
institucionales:

El sistema de practicas institucionales, asociadas a un campo de problemas, esta constituido por las
practicas consideradas como significativas para resolver un campo de problemas C y compartidas en el
seno de la institucion | (p. 337). Los sistemas de practicas personales, asociadas a un campo de
problemas, esta constituido por las practicas prototipicas que una persona realiza en su intento de
resolver un campo de problemas C. (p. 339).

Las practicas matematicas pueden ser conceptualizadas como la combinacion de una préctica
operativa, a través de la cual los textos matematicos son leidos y producidos: una practica

discursiva, la cual permite la reflexion sobre las précticas operativas (ver figura 2.3).
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Figura 2.3. Configuracion Ontosemidtico. Fuente: Godino, 2017

2.1.2 Objetos intervinientes y emergentes en los sistemas de practicas

En Godino (2003), las practicas matematicas intervienen objetos ostensivos (simbolos, gréaficos,
etc.) y no ostensivos (conceptos, proposiciones, etc.), que se utilizan al momento de hacer
matematicas y son representados en forma textual, oral, grafica o incluso gestual. De los sistemas
de précticas matematicas operativas y discursivas emergen nuevos objetos que provienen de las
mismas y dan cuenta de su organizacién y estructura. Es por esto que dentro de un sistema de
practicas se trabaja con objetos personales o institucionales; si los sistemas de practicas son
desarrollados dentro de una institucion entonces los objetos emergentes se consideraran como
“objetos institucionales”’, mientras que, si tales sistemas corresponden a una persona, entonces

seran considerados “objetos personales”
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Figura 2.4 Configuracion Ontosemiotico de practicas, objetos, y procesos matematicos Fuente: Godino, 2013

2.1.3 Significados de los objetos matematicos

En el EOS se define el significado de los conceptos matematicos, desde un punto de vista
pragmatico y antropolégico, por esto el significado de un objeto matematico se define como el
sistema de préacticas operativas y discursivas que una persona o una institucion realiza para resolver
una cierta clase de situaciones—problemas en las que dicho objeto interviene, entonces se podria
clasificar de acuerdo a su origen en significados institucionales y significados personales. Godino
y Batanero (1994, p.340) definen estos significados:

Significado institucional: corresponde al sistema de préacticas institucionales asociadas al
campo de problemas de las que emerge el objeto en un momento dado.
Los significados personales, se refieren a las practicas matematicas realizadas por un individuo

al resolver una situacion
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En la figura 2.5 se observa la relacién entre significados personales e institucionales y la forma

como emergen en la resolucion de las situaciones problema en interaccion con el sistema de

practicas.

(" SIGNIFICADOS ) . (~ SIGNIFICADOS
PERSONALES Lerficipacion> INSTITUCIONALES

Global ( Referencial \

Pretendido

Declarado

Logrado Implementado
Evaluado
Final
[Apropiacion > |\ )
. R v

SISTEMA DE PRACTICAS
Operativas c::::jjf:] 7 Discursivas

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Material, biolégico y social)

Figura 2.5. Significados personales e institucionales. Fuente: (Godino, 2014, p.14)

2.1.4 Configuraciones de objetos y procesos

Los sistemas de practicas definidos por Godino (2003), son Utiles para ciertos analisis de tipo
macro didactico, particularmente cuando se trata de comparar la forma particular que adoptan los
conocimientos matematicos en distintos marcos institucionales, contextos de uso o juegos de
lenguaje. Para un andlisis mas detallado de la actividad matematica, en el EOS (Godino y Batanero,
1994) se ha introducido la tipologia de objetos matematicos primarios: situaciones, lenguaje,
definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos (ver figura 2.6). Estos objetos
matematicos primarios se relacionan entre si y forman redes de objetos que intervienen y emergen

de los sistemas de practicas, formando una configuracion (epistémica o cognitiva). Estas



34

configuraciones pueden ser socio-epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas (redes

de objetos personales).

E> [ U ]

i
}

[ cermecroms comarron )
[ ovcem )
: ]

Figura 2.6. Configuracion epistémica. Fuente (Godino, Batanero y Font, 2007)

2.2 Modelo del Conocimiento Didactico Matematico CDM

En el marco del EQS, surge la propuesta denominada Modelo del conocimiento Didactico
Matematico (CDM) innovada por Godino (2009) donde se caracteriza y analiza el conocimiento
de los profesores, esta propuesta surge tras la evolucion teorica de los planteamientos hechos por
Shulman (1987), Grossman (1990), Ball, D. L., Thames, M. H., y Phelps, G (2008), Kilpatrick
(2008), entre otros, en la linea de investigacion que analiza los componentes del conocimiento del
profesor, para una ensefianza idonea de las matematicas.

Entonces la nocion de idoneidad didactica, sus dimensiones, criterios, y un desglose operativo
de dicha nocion, ha sido introducida en el EOS (Godino, Contreras y Font, 2006; Godino,

Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007) como herramienta que permite el paso de una didactica
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descriptiva — explicativa a una didactica normativa; esto es, una didactica que se orienta hacia la
intervencion efectiva en el aula. Se considera que esta nocion puede servir de punto de partida para
una teoria de disefio instruccional (Teoria de la Idoneidad Didactica) que tenga en cuenta, de
manera sistémica, las dimensiones epistémicas — ecoldgica, cognitiva — afectiva, interaccional —
mediacional implicadas en los procesos de estudio de las &reas curriculares especificas (Godino,
2011).

Las facetas o dimensiones se operativizan como se muestra en la tabla 2.2 buscando indicadores
de anélisis para las préacticas matematicas realizadas; por tanto, se proponen indicadores que lleven
un nivel mas detallado de analisis para reflexionar sobre cada una de las componentes del modelo

CDM como sigue:

Tabla 2.2

Conocimiento del contenido didéctico y matemético

Faceta epistémica Consigna

Conocimiento Comun Resolver la tarea o situacion-problema relacionada con el objeto integral.

Conocimiento especializado: Elaborar la configuracion de objetos y procesos puestos en juego en las

soluciones plausibles de la tarea y otras relacionadas.

Tipos de problemas Identificar las variables de la tarea; generaliza (particulariza) el enunciado.
Lenguajes Resolver las tareas usando diferentes representaciones.

Procedimientos Resolver las tareas usando diferentes procedimientos (intuitivos, formales).
Conceptos/propiedades Identifica los conceptos y propiedades puestas en juego en las soluciones
Argumentos Explicar y justificar las soluciones.

Conocimiento Ampliado: Identificar posibles generalizaciones de la tarea y conexiones con otros temas

més avanzados

Nota. Fuente Godino (2009, p 25)
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La faceta cognitiva queda mas refinada y detalla, se relaciona con el aprendizaje de los

estudiantes de la siguiente manera:

Tabla 2.3
Conocimiento del contenido en relacidn a los estudiantes
Faceta Cognitiva Consignas
Configuraciones cognitivas Describe los tipos de configuraciones cognitivas que los alumnos

han desarrollado al resolver la tarea propuesta.

Errores, dificultades, conflictos  Describe los principales tipos de conflictos de aprendizaje en la
de aprendizaje, concepciones resolucion de este tipo de tarea por los alumnos.

Evaluacion de aprendizajes Formular cuestiones que permitan explicar los significados
personales de los alumnos al resolver este tipo de tareas

Nota. Fuente Godino (2009, p 25)

Segun Pino (2015), actualmente en el desarrollo del EOS se han refinado nociones especificas
de las facetas y niveles de analisis que han permitido obtener analisis mas precisos de las practicas
matematicas y discursivas; es asi como para el andlisis de la faceta Cognitiva se cuenta con la
herramienta de la “configuracion Ontosemidtica” la cual aporta subcategorias de analisis
relacionadas al CDM del profesor (en este caso del autor de la tesis), las cuales son de naturaleza
matematica y didactica.

De esta manera el CDM interpreta y caracteriza los conocimientos del profesor a partir de tres
dimensiones (Figura 2.7): dimension matematica, dimension didactica y dimension meta

didactico-matematica.
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Figura 2.7. Dimensiones y componentes del CDM (Pino-Fan y Godino, 2015, p. 98)

La dimension matematica del CDM bajo esta reestructuracion se analiza a partir de dos
subcategorias de conocimientos las cuales son: el conocimiento comin del contenido y
conocimiento ampliado del contenido.

El Conocimiento Comun del Contenido (CCC) es aquel conocimiento que se tiene sobre un
objeto concreto, que para nuestro caso corresponde a la Integral; el cual lleva a resolver cualquier
problema o tareas propuestas en el desarrollo del curriculo o planes de estudio y libros de texto de
un nivel de escolaridad determinado. En este sentido, en forma general se estableceran las
practicas matematicas y sus significados en relacion con el objeto integral, lo cual constituye una

primera aproximacion al conocimiento comun sobre el objeto integral.
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De igual manera el Conocimiento Ampliado del Contenido (CAC) (el cual en el modelo
MKT* se conoce como conocimiento en el horizonte matematico) se define como el
conocimiento que debe poseer el profesor sobre las nociones matematicas de un objeto concreto
para resolver nuevos problemas implicitos en otros contextos matematicos, o globales del
curriculo. Un ejemplo se estructura desde la integral como &rea en el contexto matematico, cuando
se define como la distancia que desarrolla un maévil bajo la curva de velocidad; bajo esto se puede
entender que el profesor estard en gran parte del significado holistico del objeto matematico,
cuando domina o tiene un CCC y el CAC holistico (Pino-Fan, Godino y Font, 2011). En este
aspecto, se indican las practicas matematicas y sus significados relacionados con el objeto integral,
los cuales llevan a caracterizar este conocimiento comun y ampliado del contenido como una
primera aproximacion.

En esta misma direccion diferentes autores como Godino (2009), Shulman (1986) y Ball (2000)
coinciden en que el profesor al conocer la dimension matematica de un objeto matematico, no
garantiza la préctica idonea en la ensefianza del mismo; por lo que el profesor debe visualizar los
factores que influyen en el desarrollo de la ensefianza de este objeto. Entonces dentro del CDM se
entendera como dimension didactica la que se estructura en las siguientes subcategorias de
conocimiento (Pino 2015):

= Conocimiento especializado de la dimension matematica

= Conocimiento sobre los aspectos cognitivos de los estudiantes

= Conocimiento sobre los aspectos afectivos, emocionales y actitudinales de los
estudiantes

= Conocimiento sobre las interacciones que se suscitan en el aula

4 Modelo de Conocimiento Matematico para la ensefianza propuesto por Ball, Thames y Phelps (2008).
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= Conocimiento sobre los recursos y medios que pueden potenciar los aprendizajes de
los estudiantes
= Conocimiento sobre los aspectos curriculares, contextuales, sociales, politicos y

econdmicos

Se resalta que cada subcategoria hace referencia a las facetas descritas en la tabla 2.1, donde el
conocimiento del profesor va orientado a aspectos cognitivos y afectivos relacionados con los
estudiantes en el proceso de ensefianza del objeto matematico. En el presente estudio se caracteriza
dentro de la dimension didactica en el modelo CDM (Pino, 2015) la faceta epistémica relacionada
con el conocimiento considerado como especializado en la dimension matematica (CCC y CAC)
y la dimension cognitiva relacionada con el conocimiento de los estudiantes y sus caracteristicas
siguiendo el modelo propuesto por Pino (2015).

Entonces la faceta o dimension epistémica del CDM, adopta las concepciones planteadas por
Schoenfeld y Kilpatrick (2008) en su modelo de “proficiencia” sobre el conocimiento de las
matematicas escolares en profundidad; de igual manera Hill, Ball y Schilling (2008) determinan
el Conocimiento Especializado del Contenido (CEC) como el conocimiento matematico donde
el profesor: manipula diferentes procedimientos para resolver un problema, interpreta las
diferentes representaciones del objeto en un contexto o situacién problema, relaciona el objeto
matematico que se ensefia con otros objetos matematico y comprende los distintos significados
parciales relacionados con el objeto matematico.

En la faceta cognitiva y afectiva hace referencia a los conocimientos que deberia poseer un
profesor de matematicas sobre las caracteristicas y aspectos que se relacionan con la forma de
actuar, pensar, conocer y sentir de los estudiantes en la resolucion de un problema matematico

Entonces la faceta cognitiva del CDM orienta a los profesores sobre los conocimientos

suficientes para reflexionar y evaluar los significados personales con respecto a los significados
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institucionales; para esto el profesor debe anticipar y orientar los procesos — respuestas,
concepciones, conflictos, relaciones entre objetos del estudiante en el desarrollo de un problema
matematico.

De igual manera la faceta afectiva del CDM hace referencia a los conocimientos que debe
poseer el profesor para comprender y tratar los estados de &nimo de los estudiantes, al igual que
los factores emocionales resultantes del proceso de resolver un problema o tarea matematica; la
faceta Interaccional del CDM se interpreta como los conocimientos donde el profesor implementa
y evalla la secuencia de interacciones entre los participantes en el proceso de ensefianza en el
desarrollo del contrato didactico sujeto al andlisis de las normas y las metanormas; ahora la
organizacion y gestion de recursos para el desarrollo del aprendizaje estd bajo el anélisis de la
faceta mediacional del CDM, y corresponde al resultado de los conocimientos que gestiona el
profesor para la pertinencia del uso de materiales, recursos tecnolégicos y tiempos a cada accién
del proceso, para potenciar el aprendizaje de un objeto matematico; por ultimo la faceta ecoldgica
del CDM hace referencia a los conocimientos que el profesor tiene sobre el curriculo con referencia
a otros curriculos, aspectos sociales, politicos y econémicos que condicionan los procesos de
enseflanza y aprendizaje.

Las seis facetas descritas anteriormente componen la dimensién didactica del CDM, las cuales
llevan a analizar, describir, desarrollar y evaluar los conocimientos de los profesores de
matematicas inmersos en los procesos de ensefianza y aprendizaje; puesto que los profesores deben
conocer y comprender los aspectos que se encuentran en cada fase del disefio didactico (Pino

2015).
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El conocimiento de las normas y metanormas, condiciones y restricciones de contexto, bajo la
reflexion estructurada del profesor sobre su practica hacen parte de la Dimension meta didactico-

matematica del CDM sujeta a los criterios de idoneidad planteados en cada dimension del CDM.

2.3 Aprendizaje, Comprension y Sentido en el EOS

En Godino (2011) se asume que el término “aprendizaje” dentro del marco del EOS involucra
la aprehensién de los significados institucionales pretendidos por el curriculo, mediante la gestion
de précticas operativas y discursivas desarrolladas en una clase. Esto quiere decir la evaluacion
continua entre el progreso de adquisicion de los significados parciales y los significados
institucionales planificados.

En esta direccion, Godino, Batanero, y Font (2007) presentan dos maneras de entender el
concepto de “comprension”: vista como un proceso mental y como una competencia; estas dos
formas surgen de acuerdo a la concepcidén epistemoldgica, es por esto que en enfoques
relacionados con la Didactica de la Matematica, se interpreta como un proceso mental, pero en el
EOS, por su vision pragmatista, se entiende como una competencia puesto que se entendera que
un sujeto comprende un objeto matematico cuando lo usa de manera competente en diferentes
practicas (vision pragmatica de los objetos matematicos).

De igual manera el término “sentido” hace referencia a aquellos subsistemas de practicas que
se utilizan en un contexto determinado y se interpreta como un significado parcial del objeto
matematico. Entonces en la relacion existente entre un objeto matematico y los sistemas de
practicas de donde emerge, la identificacion de los significados parciales asociados, en el EOS es

importante ya que, segun Godino, Contreras y Font (2006), es la razon del ser del objeto.
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Capitulo 3. Marco metodoldgico

“En ciencia, si sabes lo que estds haciendo, no deberias estar haciéndolo.”
Richard Wesley Hamming

En el capitulo se presenta la metodologia a traves de la cual se desarroll6 el estudio; se define
el enfoque de investigacion, asi como el disefio y las fases que se siguieron para alcanzar cada uno
de los objetivos planteados, junto al proceso que se realizé para dar respuesta a la pregunta de
investigacion. De igual manera, se aborda la unidad de andlisis involucrada en el estudio, y las
categorias de andlisis para el disefio del cuestionario CDM-Integral. Por Gltimo, se dan a conocer
las técnicas y herramientas usadas en la recoleccion y analisis de la informacion, las cuales

permitieron caracterizar los significados parciales del objeto matematico Integral.

3.1 Paradigma y Nivel de Investigacion

El presente estudio se enmarca en el paradigma de investigacion interpretativo, con un enfoque
mixto donde se da relevancia a la parte cualitativa (Hernandez y Mendoza, 2018), al tratar de
entender y comprender la realidad social, desde los integrantes de una comunidad en la capacidad
de interpretar el mundo, desde sus expectativas, vivencias, sentimientos y percepciones del
contexto. Es por ello, que el enfoque cualitativo es fundamental en los estudios que influyen en la
formacion de profesores debido a que este estudio se encuentra sujeto a comprender e interpretar
las problematicas emergentes en el desarrollo de su labor y el impacto que tiene su ensefianza en
los estudiantes, profundizando en la forma como construyen sus conocimientos, y significados de
los objetos matematicos y en la forma como se interpretan estos objetos.

En la misma linea se dice que esta investigacion es de tipo Investigacion - Accion definida

desde el contexto de Elliot (2000), donde se propone un analisis de la practica profesional en dos
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componentes, el primero desde los valores éticos, el cual no es el objetivo del presente documento,
ya que este estudio se centra en la caracterizacion epistémica y cognitiva del conocimiento del
futuro profesor de la asignatura de Calculo Integral, el cual corresponde a la segunda componente
en el andlisis de Elliot, relacionado con los conocimientos necesarios del profesor en un grado
elevado. Desde este punto de vista la direccion del documento se encuentra en una racionalidad
técnica, es decir la relacion entre la préctica profesional y el conocimiento adecuado aplicado a
problemas practicos (técnicos por naturaleza). En relacién con los objetivos establecidos se busca
identificar los problemas subyacentes a través de la historia (significados institucionales en el
EOS), para llegar a caracterizar y evaluar el conjunto de saberes y practicas necesarias para los
futuros profesores que pretenden dar una ensefianza idonea en tdpicos de calculo integral.

De esta forma, el nivel de la investigacion es de tipo exploratorio; ya que a nivel local e
internacional la caracterizacion de la dimension epistémica y cognitiva del conocimiento del
profesor sobre el objeto del Célculo Integral, ha sido poco estudiada, y junto con el disefio
metodoldgico propuesto por el EOS, abordado, se espera llegar a generar un campo mas amplio
de investigacion. De igual forma, se encuentra a nivel descriptivo, ya que en la investigacion se
desarrolla la reconstruccion de un estudio histérico-epistemoldgico con el cual se busca reflexionar
sobre el conocimiento del profesor, siguiendo el Modelo CDM (Pino, 2015) en las categorias de
faceta epistémica y faceta cognitiva.

3.2 Disefio y fases de la investigacion

La presente investigacion se encuentra en la linea de investigacion didactica de Formacion de
Profesores por lo que el EOS (Godino, 2014), es considerado un marco tedrico y metodoldgico

optimo para el disefio de la investigacién; de este enfoque se utilizaron las herramientas e
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instrumentos, las cuales permiten analizar la dimension epistémica y cognitiva del conocimiento
del profesor sobre el objeto Integral.

Segln Godino (2017) al asumir el EOS como marco tedrico y metodoldgico para el desarrollo
de la investigacion, se considera la complejidad de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, que puede ser comprendida al articular coherentemente los enfoques epistémicos,
cognitivos, socioculturales y pedagogicos con el objetivo de lograr disefios instruccionales
idéneos. Las herramientas tedricas y metodoldgicas del EOS centran su interés en la comprension
de los significados personales e institucionales de los objetos matematicos emergentes de los
sistemas de précticas matematicas que realiza una persona o un grupo de personas al resolver
situaciones — problemas en un contexto social y cultural especifico. Bajo los anteriores argumentos
la presente investigacion se desarrolla en dos partes como se muestra en la figura 3.1.

La primera parte se desarroll6, con el fin de lograr el objetivo general propuesto de Caracterizar
el Conocimiento del estudiante de formacién Matemaética relativo al contexto institucional, para
que la ensefianza del objeto integral tenga la mayor idoneidad epistémica y cognitiva; para esto un
primer paso fue la realizacion del estudio histdrico-epistemoldgico, como base en una
investigacion en Didactica de la Matematica, el cual Ileva al conocimiento del significado
Holistico del objeto Integral; posteriormente, en la segunda parte, se propone la creacion del
instrumento CDM- Integral con el cual se busca caracterizar las dimensiones epistémicas y
cognitivas, basados en las practicas y significados institucionales del objeto integral identificado
en el estudio historico y la triangulacion con la informacion proporcionada por el andlisis realizado

en los curriculos y libros de texto.
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Figura 3.1 Disefio y fases de la investigacion. Fuente: (elaboracion propia)

Con cada una de las fases ilustradas en la figura 3.1, se pretende dar respuesta a los objetivos

planteados para la investigacion. Esto implica que las caracteristicas del CDM del profesor deben

ser abordadas con diferentes instrumentos de analisis y medida, segun la metodologia propuesta

por el marco tedrico y en concordancia con la metodologia de Investigacion — accion propuesta

por Elliot (1994).

La primera fase (F1), corresponde al estudio epistemoldgico e histérico, donde se utiliza el

analisis epistémico propuesto en el EQS, el cual consiste en describir la naturaleza de los objetos

matematicos, identificados a lo largo de la historia, y relacionarlos en diversas configuraciones

epistémicas, cada una de las cuales proporciona un significado parcial del objeto integral, para este

estudio nos apoyamos en la infografia y bibliografia existente en bases de datos, lo cual se

considera como un estudio documental (Fiorentini y Lorenzato, 2015).
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En la revision de los principales acontecimientos de cada época, se recogen los significados
parciales de la integral definida en una tabla resumen donde se expone cada configuracién
epistémica, determinada por las seis entidades primarias que interviene en la actividad matemaética:
situaciones, lenguaje; procedimientos, definiciones; proposiciones y argumentos (Godino, 2014;
Criséstomo, 2012; Sepulveda, 2016), determinando la emergencia de un significado parcial
asociado a cada Configuracion Epistémica. Y, por tanto, se llega a la caracterizacion del
significado holistico del objeto integral por lo cual se pueden considerar estos significados como
parte de la caracterizacién de la dimensién epistémica del CDM, es decir, este conjunto de
significados parciales y sus relaciones corresponden al conocimiento del contenido matematico
que el futuro profesor deberia tener sobre este objeto matematico (CCC y CAC), y el conocimiento
especializado del profesor sobre el objeto integral comprende el reconocimiento de cada una de
las configuraciones epistémicas y sus relaciones, es decir la comprension por parte del profesor de
cada significado parcial del objeto asociado a la configuracién. Por tanto, en esta fase se dio
cumplimiento a los objetivos especificos:

OBEL. Caracterizar los pares (Practicas, Configuracion de objetos en las practicas) a partir del

estudio histérico- epistemoldgico del objeto integral, para identificar los significados parciales del

objeto matematico y asi reconstruir el significado global del objeto integral.

OBE2. Caracterizar el significado global de referencia del objeto integral pretendido en los planes

de estudio del programa de Licenciatura en Matematicas.

OBES3. Caracterizar el significado del objeto integral pretendido por los libros de texto (4 libros).
En la caracterizacion de los significados parciales institucionales se realiza un estudio

documental de triangulacién de informacion donde se toman los planes de estudio pertenecientes

a un grupo formado por las principales instituciones de formacion matematica en el pais, y las
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tematicas que estas presentan en comun (significados parciales de referencia), en la misma linea
se toman cuatro libros adscritos a estos planes de estudio como bibliografia, donde se les realiza
un analisis didactico de texto segun lo expuesto por Crisostomo (2014) para determinar el
significado de referencia por los libros de texto. Una vez terminados estos procesos, se reconstruye
junto a los significados institucionales aportados por el estudio histérico el significado Global del
objeto Integral

El desarrollo de la segunda fase del estudio (F2), corresponde a la caracterizacion de la
dimensidn cognitiva del CDM del profesor, para esto, se identifican por una parte algunos de los
conflictos semidticos potenciales asociados a dichas configuraciones epistémicas y de igual forma
se describen los conflictos semi6ticos descritos en diversas investigaciones, buscando contrastar
conflictos semidticos comunes. Por esto, se disefia el instrumento denominado cuestionario CDM-
Integral, partiendo de los estudios asociados a la dificultad del aprendizaje del Célculo Integral,
por lo que se forma una base de 30 problemas de los cuales se seleccionan 14 tareas para la
construccién del instrumento relacionado con problemas del estudio histérico — epistemoldgico,
libros de texto y estudios relacionados con el Célculo Integral. Este cuestionario, el cual se somete
al juicio de expertos para determinar su validez y confiabilidad sirve como fundamento para el
andlisis de la dimension cognitiva, donde se observan los principales obstaculos y errores
presentados por los estudiantes cuando se enfrentan a problemas relacionados con el objeto
integral. Por tanto, se da cumplimiento al objetivo:
OBE4. Caracterizar la dimension cognitiva y epistémica en el modelo del CDM del conocimiento
del profesor para el objeto integral segun el significado Global del objeto matematico y el

establecimiento de un significado de referencia propuesto en los libros de texto.
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3.3 Unidad de Anélisis

Para el estudio de la faceta epistémica y cognitiva del CDM del profesor, se toma como muestra
a dos grupos de estudiantes en la asignatura de Céalculo Integral de la Universidad Pedagogica y
Tecnologica de Colombia, y se implementa el cuestionario en dos sesiones de clase de 2 horas

académicas, por el profesor de la asignatura.

3.4 Técnicas e Instrumentos de recoleccion y analisis de Datos.

En la tabla 3.1, se presentan las fases, técnicas y herramientas usadas en el estudio para la
recoleccion y analisis de la informacién, lo cual conduce a la caracterizacién de los significados
parciales del objeto Integral, y al andlisis de la Dimension Epistémica y Cognitiva del Objeto

Integral.



Tabla 3.1

Fases, técnicas y herramientas usadas en la investigacion.

Fases de la
investigacion

Estudio historico
epistemoldgico del
objeto Integral

Anaélisis Epistémico
de problemas
fenomenolégicos

Anélisis epistémico
del curriculo de
Célculo Integral

Anaélisis epistémico
de los libros de
texto Calculo
Integral

Disefio del
cuestionario CDM
Integral

Caracterizacion de
la Dimension
Epistémica 'y
Cognitiva del CDM
del futuro profesor
de Célculo Integral.

Recoleccion de la informacion

Técnicas Herramientas

Analisis Revisién documental de libros

Documental de texto de historia, tesis
doctorales, tesis de maestria y
articulos relacionados con
estudios histéricos-
epistemoldgicos del objeto
integral.

Anaélisis Identificacidn de problemas y

Epistémico fendémenos relacionados al
origen y evolucion del objeto
Integral

Anélisis Revisién documental de

Documental programas de estudio de la
asignatura de Calculo Integral.
Identificando significados
parciales

Analisis Revisién documental de libros

Documental universitarios mas utilizados
en la asignatura de Célculo
Integral. Identificando
significados parciales

Anélisis Revisién documental de libros

Documental de texto de historia, tesis
doctorales, tesis de maestria 'y
articulos relacionados con
estudios de caracterizacion del
conocimiento integral.

Analisis Prueba piloto del cuestionario

Dimensional del CDM- Integral

CDM
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Herramientas para el analisis de la
informacion

Reconstruccion del significado
Holistico del objeto Integral, a través
de las redes conceptuales emergentes
de las configuraciones epistémicas
establecidas en el EOS

Configuraciones Epistémicas
relacionadas con la tipologia de
objetos primarios en el EOS

Triangulacion de significados
parciales de referencia a través de las
temaéticas propuestas.

Triangulacion de significados
parciales de referencia a través de las
tematicas propuestas.

Construccién, seleccién y andlisis de
preguntas que permiten caracterizar
el CDM (Pino 2015) del futuro
profesor de Célculo Integral,
validacion por juicio de expertos y
estudio de fiabilidad del cuestionario
a través de la prueba piloto.

Con base en el cuestionario CDM-
Integral se evaltan las categorias del
CDM (CCC, CEC, CAQC), al igual
que los obstaculos y errores para la
ensefianza del Calculo Integral.

Nota. Cada sombreado de la tabla identifica una fase de Investigacion. Fuente: Elaboracion Propia

3.5 Validez y confiabilidad del cuestionario CDM - Integral
Para abordar el problema de la validez de los instrumentos utilizados, se parte del supuesto que
el objeto de conocimiento (en nuestro caso el objeto Integral) puede seguir siendo el mismo, pero

cambia el enfoque de su visidn desde su aplicacion, es decir, desde las practicas matematicas donde
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se involucra ante la necesidad de resolver nuevos problemas. Esto quiere decir que una prueba es
valida cuando mide realmente las variables que se quieren medir, ademas debe existir una
consistencia entre lo que se pregunta y la forma en que se definen los problemas a evaluar
(Pacheco, 2015).

En la misma linea, la confiabilidad de un instrumento hace referencia al factor en el cual, al
repetir la aplicacion del instrumento, se reproducen iguales resultados, por ejemplo, una cinta
métrica que mide una vara varias veces y toma diferentes medidas, es claro que al mostrar
diferentes resultados para una misma medicion el instrumento no sera confiable (Pacheco, 2015).

Entonces en el disefio de cuestionario CDM-Integral se busca la validacién del instrumento, al
someter la prueba a juicio de expertos que definieron desde su percepcién la apropiacion de los
conocimientos a ser evaluados para su analisis. De igual manera el cuestionario CDM-Integral fue
sometido a una prueba piloto y con los resultados de este se visualiza la fiabilidad del cuestionario
a través de una prueba estadistica denominada “coeficiente alfa de Cronbach” para llegar a definir
un cuestionario final, que permita analizar en parte el CDM del estudiante o del profesor de
matematicas para el Célculo Integral ya que se caracteriza solo la dimensién epistémica y la

cognitiva para este modelo.
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Capitulo 4. Primer Resultado: Estudio histdrico, epistemoldgico y fenomenoldgico del
objeto Integral

“Si no conozco una cosa, la investigare”
Louis Pasteur

En el presente capitulo se da a conocer el desarrollo de un estudio historico-epistemoldgico,
con el objetivo de caracterizar los problemas relacionados con el objeto Integral, los cuales otorgan
el origen de los significados parciales del objeto Integral, el cual se constituye como un primer
aporte del autor de la tesina, el cual se encuentra como autor del capitulo de libro “La Arqueologia
Mateamtica: Estudios historicos, epistemologicos y Fenomenologicos”. Entonces, la
reconstruccion del significado favorece el disefio de propuestas didacticas relevantes al area. El
resultado de este estudio corresponde a la identificacion del significado global del objeto Integral,
el cual se compone de identificar las configuraciones epistémicas asociadas a los sistemas de
practicas de las problemaéticas sociales de cada cultura a través de la historia, y la asociacion de
significados parciales del objeto de estudio, estos se relacionan y forman una red de significados,
los cuales constituyen el significado Global y Holistico del objeto Integral. Este estudio permite
caracterizar la dimension epistémica en el modelo CDM del conocimiento del profesor,
identificando los significados que debe conocer el profesor de calculo integral y con mayor razon
el futuro profesor dado que la investigacion tiene como linea de trabajo la formacién inicial de

profesores.

4 .1 El objeto integral en la historia de las Matematicas

En Mufioz (2007) se establece la emergencia del objeto integral definida, no se escabulle a los
paradigmas sociales y cientificos admitidos diferentes periodos de la historia, designa como el

marco epistémico de un momento historico. En el sentido que, la importancia de estos estudios
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historico-epistemoldgicos radica en los aportes que representa para la implementacion de précticas
matematicas, vistas desde un recorrido que parte desde la edad antigua hasta la edad
contemporanea, para llegar a identificar algunas concepciones personales o institucionales en torno
al objeto de estudio y de igual forma, la importancia para este estudio se encuentra en la
reconstruccion del significado Global del objeto integral, el cual se reconstruye desde la
identificacion de significados parciales del objeto, reconstrucciones que se realizan segin las
practicas matematicas desarrolladas en cada cultura. Este significado conforma todo un marco
conceptual tanto para el docente como para el estudiante.

Entonces para su realizacion se hace un estudio documental, partiendo de las diversas
investigaciones histéricas realizadas, hasta llegar a la reconstruccion de un significado global del
objeto integral donde sirve emplear la herramienta del andlisis semidtico establecida en el enfoque
EOS. Estos estudios epistemoldgicos resultan muy complejos debido precisamente a su caracter
de investigacién documental, ya que hay que ubicar el objeto integral dentro de las practicas de
cada cultura y segun los periodos establecidos en la historia. Por tal motivo, se presenta esta
reconstruccion del significado global del objeto integral en la contribucion o aporte en cuanto a
la asignacion de los significados parciales asociados al objeto integral que pueden ser utilizados
por el docente al momento de identificar los significados pretendidos para sus procesos de
instruccion.

Este objeto integral, en su evolucion histérica se fue transformando debido a las diversas
practicas matematicas realizadas para solucionar problemas como los relacionados con areas,
volumen y otras aplicaciones. Surge entonces la pregunta, ¢En qué momento de la historia de las
matematicas, se comenzo a trabajar y a manipular las problematicas relacionadas con el objeto

integral?, Responder a esta pregunta significa construir un marco histérico epistemologico y
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fenomenoldgico direccionado en primer lugar a caracterizar el conocimiento del docente
relacionado con la dimension epistémica de los objetos matematicos para poner este conocimiento
en marcha en el disefio de sus procesos de instruccion. Por tanto, se presenta a continuacion, el
desarrollo historico—epistemoldgico del objeto integral segin los diversos periodos en la historia

de la humanidad.

4.1.1 Periodo 1. Edad Antigua (Aproximadamente 1200 a. C a 200 a. C)

En un primer momento, referenciamos a los griegos (aproximadamente 1200 a. C), como una
de las primeras culturas que empezaron a estudiar la composicion y las propiedades de los objetos
geomeétricos, contando con gran variedad de aplicaciones para trabajos en mecénica, poleas y
engranajes: es aqui donde por cuestiones sociales surge el periodo Alejandrino o Helenistico (S.
IV a CyS.la C) con el interés de las grandes escuelas de la época de realizar trabajos
geomeétricos relacionados con la deduccién de medidas; como la longitud, el area y volimenes,
intentando obtener precision en sus mediciones: de igual forma, surgen algunos obstaculos en
nociones como el infinito matematico, nocion de continuidad en las escalas enteras y el problema
del limite matematico, lo cual evadian mediante el uso de constructos gréaficos con el uso de la
regla y el compas (Kline,1972). En estas problematicas se destacan importantes matematicos de la
época como Arquimedes, Euclides y Eratdstenes. De esta forma se identifica un primer problema
(tomado de Alcaraz, 2006) encontrado en el papiro de Rhind (aprox. 1650 a.c), referente al célculo
de areas donde se establece que las primeras civilizaciones ya conocian algunas reglas o formulas

para calcular de areas,
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Configuracion epistémica 1.1 (CEL.1): Calculo de areas de regiones por formulas

Problema 1.1. ;Cudl es el area de un tridngulo de lado 10 jet y base 4 jet? (papiro Rhind —
aprox 1650 a.c). (Gills y Shute,1987)
Significado parcial SP1.1. Area de una region por formula
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Figura 4.1. Problema 51 Papiro de Rhind. (Fuente: Gills y Shute,1987)
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Solucién dada al problema 1.1:
En la traduccion propuesta por Ahmes dice “Toma la mitad de 4 para formar un rectangulo.
Multiplica 10 veces 2 y el resultado, 20, esa es el area buscada” (Gills y Shute, 1987 péag.

527).

10

Figura 4.2 Solucion Grafica de Ahmés al problema 51 Fuente: (Gills y Shute, 1987 pag. 527).

Andlisis a la configuracion epistémica 1.1
Este problema geométrico fue trabajado en la cultura egipcia y retomada por la cultura

griega; en la edad Antigua, en él se pide hallar el area de una region triangular, se soluciona con
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algunas reglas y patrones establecidos previamente. Este problema es uno de los mas
representativos en el desarrollo de las situaciones problema desarrollados en la época. Ahmeés
describe los conceptos de mitad, rectangulo, &rea como soporte para la solucién del problema. En
la misma linea los procedimientos y propiedades eran apoyados en la construccién con regla y
compas, donde se conocia la operacion de multiplicar. De igual manera las construcciones
geomeétricas se interpretan como el lenguaje y argumento del desarrollo de la problematica. El
conjunto de précticas asociadas a la resolucién de estas situaciones problema es la que nos origina
el significado parcial de &rea (SP1.1).

Configuracion Epistémica 1.2 (CE1.2): Céalculo de volumenes de sélidos por férmulas

Problema 1.2. “El problema 14 es de geometria y pide calcular el volumen de una piramide

truncada.”
Significado Parcial SP2.1 Volumenes por formulas
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Figura 4.3. Problema 14 del Papiro de Moscu Fuente: (Albendea, 2011).

En los inicios de trabajos con volumen los griegos basaron su teoria en el desarrollo de trabajos
agrimensores hechos por la cultura egipcia y Mesopotamica por lo que se intuye que los griegos

conocian algunas formulas basicas para el calculo de volumenes como lo muestra la configuracion
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epistémica 1.2 relacionada con el problema 14 del Papiro de Moscu (Figura 4.3), la cual trata sobre

el hallazgo del volumen de una pirdmide truncada

Solucion dada al problema 1.2:

Segun el escriba desconocido y en lenguaje moderno la solucién dice:

“Si te dicen: una piramide truncada de 6 como altura vertical por 4 en la base por 2 en el extremo

superior. Tienes que cuadrar este 4, resultando 16. Tienes que doblarlo, resultando 8. Tienes

que cuadrar 2, resultando 4. Tienes que sumar el 16, el 8 y el 4, resultando 28. Tienes que tomar

un tercio de 6, resultando 2. Tienes que tomar dos veces el 28, resultando 56. Ves, es 56. Lo

has hecho correctamente.”: (Albendea, 2011, p10)

Andlisis a la configuracion epistémica 1.2

Esta configuracién hace referencia a la situacion problema encontrada en el Papiro de MoscU
planteada en el primer periodo denominado problema 2 y cuya representacion se encuentra en la
figura 4.3. Se relaciona con el volumen de una piramide truncada, por el cual este problema se
relaciona con problemas de capacidad de graneros de la época; el escriba desconocido define
conceptos como pirdmide truncada, altura, base y tercio, y se definen procedimientos y
propiedades como doblar, sumar, cuadrar, dos veces; de igual manera se encuentran lenguajes y
argumentos geométricos caracteristicos de la edad antigua.

De esta forma este sistema de préacticas hace emerger el significado parcial de volumen

(SP2.1).
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Configuracion Epistémica 1.3 (CEL.3): Problemas de areas de figuras en la escuela
Pitagodrica
Problema 1.3: “El cuadrado sobre la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados sobre los

catetos"”. (Gonzélez, 2008 p. 15)
Significado Parcial SP3.1 Método exhaustivo para calcular areas

Figura 4.4. Demostracion Teorema de Pitagoras inicial. Fuente: (Gonzalez, 2008).

Solucién dada al problema 1.3

La solucion expuesta por Gonzalez (2008), en un idioma geométrico moderno dice: el cuadrado
ACKB construido sobre la hipotenusa del tridngulo dado ABH, completado con cuatro triangulos
rectangulos congruentes con el dado, determina el cuadrado HLMN (ver figura 4.4), que es igual
al cuadrado GPDI, el cual a su vez se puede obtener al completar los dos cuadrados sobre los
catetos, AHFG, HBDE, con sendos rectangulos iguales entre si e iguales en area a los cuatro
triangulos anteriores. Por tanto: ACKB = AHFG + HBDE. Es decir: h? = a? + b? . Los poligonos
HMKCL y NDBAG son congruentes. El poligono HMKCL se obtiene al completar el cuadrado
sobre la hipotenusa del triangulo dado ABH, ABKC, con tres triangulos rectangulos congruentes

con el dado. El poligono NDBAG se obtiene al completar los dos cuadrados sobre los catetos del
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triangulo dado ABH, HBDE y HAGF, con tres triangulos rectangulos congruentes también con el
dado. Por tanto: ABKC = HAGF + HBDE. Es decir: h? = a2 + b2.

Analisis a la configuracion epistémica 1.3

Esta configuracion epistémica hace referencia a una situacion problema donde se quiere
demostrar un teorema principal de la época y cuyo desarrollo se encuentra en un lenguaje
geométrico en la figura 4.4, aqui se encuentran conceptos como cuadrado, hipotenusa, cateto,
triangulo, rectangulo, triangulo rectangulo y poligono, y lleva procedimientos como: construir
(regla y compas), y completar; ademas, utilizan propiedades como congruencia de figuras, se
obtienen argumentos como h? = a? + b2,

De esta forma este sistema de practicas hace emerger el significado parcial de area (SP3.1).

Anos posteriores el matematico, Eudoxio de Cnido (390 a C. -337 a C), trabajando la teoria de
la proporcionalidad y geometria, tratando de llegar a una mejor comprension de los ndmeros
enteros con datos continuos, es decir, para poder expresar dos razones inconmensurables en una
igualdad, propone el método de exhauscion, el cual es un antecedente para el origen del célculo
infinitesimal y por tanto del Calculo Integral, el cual permite calcular las longitudes de las curvas,
areas y volumenes (Kline,1972). El método de exhauscion se encuentra en un ejemplo en el Libro
XII de la obra “Elementos” de Euclides.

En este recorrido, existié una escuela asociada a Pitdgoras de Samos (585-400 a.c) donde se
realiz6 un paralelo entre la geometria y la aritmética, relacionando los nidmeros como puntos
geomeétricos, y a su vez las figuras geométricas como conjuntos de puntos, con el objetivo principal
de determinar la relacién de los nUmeros como cantidades discretas (a su vez uno mdltiplo del
otro) determinando que toda magnitud (linea, superficie, volumen entre otras) fuera escrita como

un numero, lo cual en construcciones posteriores llevo a un fracaso al encontrarse con unidades
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inconmensurables, originando el nacimiento de los nimeros irracionales y una primera idea del
infinito (Ordofiez, 2011). Puesto que existia una relacion biunivoca entre un numero (discreto) y
una longitud, entonces en ese orden de ideas aparece la pregunta ¢a una razén inconmensurable
que numero corresponde? Otros problemas de interés en la emergencia de la integral, asociados a
los pitagodricos se relacionan con el céalculo de &reas, como el problema de construir un poligono
de cierta area dada pero semejante a otra figura dada; areas excedentes o deficientes a otra figura
dada (Kline, 1972).

Se establece en Boyer (1949) que los griegos intentando encontrar una unidad de medida comun
para todas las magnitudes, tuvieron que tener una idea del infinito, hacia el menor de todos los
multiplos, esto les generd una gran problematica entre lo continuo y lo discreto, la cual descartaron
de sus axiomas y escritos. Afios después Zendn de Elea (490 a. C — 430 a. C) propone paradojas
asociadas con describir la razon entre el objeto y su movimiento. La primera de ellas denominada
la “Tortuga y Aquiles”: Aquiles estaba disputando una carrera contra una tortuga. Aquiles concede
a la tortuga una ventaja, la pregunta es ¢en qué momento Aquiles alcanza la tortuga? aqui Zenon
se opone a la divisibilidad infinita del espacio, ya que, si el espacio se puede dividir en infinitas
partes, Aquiles jamas alcanzaria a la tortuga.

En una nueva paradoja denominada de la “flecha” o “cinematografica”, Zenon establece
una flecha en vuelo en cualquier instante de tiempo, esta no se mueve de donde esté ni a donde
no estd. Esto quiere decir que esta no se movera a su destino puesto que no hay paso del tiempo,
y no se mueve de donde parte puesto que ya esta alli. Es claro que Zenon logra estructurar dos
vertientes existentes en la época, las cuales giraban en torno a la idea de limite, lo cual llevo a la

separacion de la geometria y la Aritmética (Boyer 1959, Kline 1972).
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Configuracion Epistémica 1.4 (CE1.4): Método de exhauscion

Problema 1.4: “La diferencia en drea entre un circulo y un poligono regular inscrito puede
hacerse tan pequerio como se desee” (Kline, 1972 p.. 117).

Significado Parcial SP1.4=SP3.2 Método exhaustivo

Solucion dada al problema 1.4:

La solucion al problema 1.4 aparece como la proposicion: Dado un circulo y un poligono
inscrito en él, al trazar el punto medio al arco formado por los puntos extremos del lado del
poligono, se forma un tridngulo de area mayor que la diferencia entre el circulo y el poligono.
Entonces, si se duplica el nimero de lados del poligono indefinidamente, se obtiene cada vez un
area menor (ver figura 4.5).

Andlisis a la configuracion epistémica 1.4

Para el andlisis de esta configuracion se tom6 como referencia el problema 4 propuesto en el
periodo de la edad antigua, que a su vez pertenece a un problema de demostracion del libro XII de
los elementos de Euclides y representado en un lenguaje gréafico en la figura 4.5, Para la solucién
del problema, se parte de la proposicion: “dado un circulo y un poligono inscrito en él, mediante
transformaciones la diferencia de drea entre estos es cada vez menor”, se utilizan conceptos
como: diferencia, poligono, arco, triangulo y area; y en la solucién se utilizan procedimientos
como: duplicar y trazar; se resalta que en esta época la Unica herramienta de desarrollo de
problemas era laregla y el compas. Para concluir, este conjunto de practicas matematicas utilizadas
para dar solucién al problema hacen emerger el significado parcial denominado el método de

exhauscion (SP3.2).
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Figura 4.5. Demostracion del Método exhaustivo. Fuente: (Kline, 1972)

Con la ayuda del método de exhauscion, Eudoxo logré demostrar que la razon entre el area de
dos circulos son proporcionales a los cuadrados de los radios, y de forma tridimensional, los
volumenes de dos esferas son proporcionales a los cubos de sus radios. Ademas, llega a exponer
que el volumen de una piramide corresponde a la tercera parte del volumen del prisma de igual
base y altura, y a su vez que el volumen de un cono es la tercera parte de del volumen de una esfera
(Kline, 1972; Stewart, 2005; Ordofiez, 2008; Crisdéstomo, 2012).

Entonces, se puede evidenciar que para los griegos fue una tarea ardua y compleja llegar a una
unidad de medida que representara una magnitud inconmensurable, pero lograron trabajar con la
magnitud geométrica, mediante las teorias de proporcionalidad. En otras palabras, para los griegos
calcular el area de un poligono era un problema absurdo, pero el problema de determinar su
relacién con otro poligono, podia ser resuelto de una forma axiomatica, ya que contaban con una
nueva herramienta como fue el método de exhauscion o agotamiento. Ademas, esto reforzaba el
gran trabajo que habia hecho afios atras Hipdcrates de Chios (470 a, ¢ -410 a.c), sobre la cuadratura

de las lanulas (Boyer,1949).
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Otro gran representante de esta cultura es Arquimedes de Siracusa (287 a.c -212 a.c), el cual se
apoya en métodos infinitesimales, en concreto en el método de exhauscién, para realizar sus
demostraciones como se puede mostrar en el ejemplo claro de la cuadratura de la parébola, el cual
Sse encuentra en una carta a su amigo Dositeo, la cual recopila 24 enunciados que logran demostrar
que: “el area A de un segmento parabodlico es 4/3 veces el area T del triangulo inscrito” (Parra,
2008).

Configuracion Epistémica 1.5 (CE1.5): Problemas de cuadratura de la parabola

Problema 1.5: “El drea A de un segmento parabélico es 4/3 veces el area T del triangulo

inscrito”
Significado Parcial SP1.5=SP3.3 Método exhaustivo

| [ J

Figura 4.6. Cuadratura de la Pardbola. Fuente: (Parra, 2008)

Solucién dada al problema 1.5:

Para la demostracién de la cuadratura de la pardbola, Arquimedes utiliza dos formas para
solucionar, la primera, es el método de exhauscion, donde procede a tomar un segmento parabdélico
ACB, y sea el segmento AB una cuerda y D el punto medio de este segmento, se construye el
segmento CD que divide todas las cuerdas de la pardbola en dos partes iguales en la cuerda AB,

se construye el triangulo ACB, el cual serd la mitad de area del paralelogramo AIJB. De igual
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manera se procede a completar la parabola inscribiendo tridngulos cuyos lados superiores seran la
mitad del ancho y un cuarto de altura, indefinidamente (ver figura 4.6).

Es asi como Arquimedes logra idéntificar el &rea A como una equivalencia a la serie:

A—T+2(T>+4(T>+8<T)+
B 8 82 8 '
Para terminar la demostracion Arquimedes demuestra que la sumatoria es igual a 4/3 de la

siguiente forma:

A—(1+1+ Ll )T
B 416 647
Ahora, esta serie se puede observar de una forma geométrica a partir del segundo término

como:

Figura 4.7. Cuadratura de la Parabola visto desde una serie geométrica. Fuente: (Elaboracion Propia)

En la figura 4.7 se evidencia que, Arquimedes hace una suma de magnitudes y nota que la suma
de los cuadrados verdes es un cuarto a su vez menor, por tanto, la sumatoria de los cuadros blancos
equivalen a 2/3 partes. Es asi como la suma de la serie total equivale a un valor alrededor de 4/3.

Otra forma de resolver del problema, es solucionando por una demostracion de reduccién al
absurdo o contradiccion, la cual se encuentra en diversas literaturas como Kline, (1972), Stewart,

(2005).
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Anélisis a la configuracion epistémica 1.5

El problema 1.5 presentado en el periodo antiguo es uno de los ejemplos mas representativos
de la edad antigua, en la coleccién de problemas que buscan cuadrar las curvas conocidas, entonces
en el andlisis de esta configuraciéon los problemas se expresan en un lenguaje geométrico y
numérico, ademas, se encuentran conceptos como parédbola, segmento, triangulo, cuerda, punto
medio, mitad, area, paralelogramo, ancho, altura, serie y serie geométrica; de igual manera en la
solucién se encuentran procedimientos como el método de exhauscion, construir (regla y compas),
transformar y sumatoria; propiedades de congruencia, y proposiciones como “el area A de un

9 ¢C

segmento parabolico es 4/3 veces el area T del triangulo inscrito”, “punto medio de un segmento”,
y“A = (1 +§+1—16+é....)T”.

En el andlisis de la configuracidn epistémica se visualizan el conjunto de practicas que hacen
emerger el significado parcial de método de exhauscion (SP3.3=SP1.3).

Es de admirar los grandes trabajos que consiguié y aportd Arquimedes a lo largo de su vida,
relacionados con la mecanica, fisica y astronomia. En este sentido, y bajo lo expuesto por Parra
(2008), se puede interpretar que Arquimedes fue uno de los primeros en trabajar intuitivamente
con el célculo infinitesimal y el mas proximo a descubrir el Célculo Integral, pero debido a la no
aceptacion de los inconmensurables por los griegos no se dio tal genialidad, ya que a €l se deben,
diversos trabajos de areas y volumenes, utilizando métodos de aproximacion y agotamiento; ya

hacia la muerte comienza la caida del razonamiento deductivo y la matematica griega

Configuracion Epistémica 1.6 (CE1.6): Area de una espiral.

Problema 1. 6: “El area del primer ciclo de una espiral es igual a una tercera parte del drea
del circulo circunscrito”. (Parra, 2008).
Significado parcial. (SP1.6 = SP3.1): Método exhaustivo para calcular areas



65

Figura 4.8 Espiral de Arquimedes. Fuente: (Elaboracion Propia)

Solucién dada al problema 1.6:
Sea la espiral de Arquimedes expresada mediante la ecuacion polar p = a@ y se calculara el
area cuando el angulo polar varia desde 0 a 27, es decir, en la primera vuelta de la espiral. Entonces

el radio del circulo circunscrito es 2ma. Entonces se divide el circulo en sectores de amplitud 6 =

L desde 6 =% af = 2”(k+1)

parak = 0,1,...,n — 1. En cada sector se analiza el

arco perteneciente a la espiral, luego se acota el area que corresponde a este arco entre los dos
. , , - T'z .

sectores circulares. Ademas se sabe que el area de un sector circular es — @, por esto se tiene que

aznk\? (21
~ ) ( ) y el area del sector circular menor es

4 - - - 1
el area del sector circular mayor inscrita es ;(

() ()

Bajo las hipdtesis anteriores se deduce que el area S,

n—-1 n
1 /a2mk\* /21 3a2 a2k 4Am3a?
(55 (=2 Zk2<5< S (- e
2\ n n 2 n n3

Ahora bien, se conoce que

Zn: k? = ln(n +1)(2n+1)
6

k=1

Lo cual implica que:
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4321(1 1)(2 1)<S<4321(1+1)(2+1)
ma*—-(1—-—-)(2—-— mra® — — —=
6 n n 6 n n
Ahora bien, supongase que K = %n(Zna)z que sera la tercera parte del area del circulo

circunscrito. Luego restando K en la desigualdad, se obtiene:

K( S 4 1)<s K<K(3+ 1)-
n 2n 2n  2n?)’

1 1 . 2K 2K . .
Y como = < ~, se obtiene que -—< S—K< —. Ahora por el axioma de Arquimedes se

==

concluye que S = K.

Analisis a la configuracion epistémica 1.6

En la configuracién epistémica 1.6 se aborda el problema de demostrar el argumento que: “el
area del primer ciclo de una espiral es la tercera parte del circulo inscrito”, es claro que Arquimedes
utiliza un lenguaje geométrico y numérico que era caracteristico de los problemas de la cultura
Griega, de la forma como se evidencio en el problema 1.6 del periodo antiguo presentado en el
estudio historico epistemoldgico, donde para su prueba se utiliza conceptos como ecuacién polar,

area, espiral, radio, circulo, sector circular, amplitud, arco, cuadrado, y serie; se describen los

procedimientos calcular, circunscribir, acotar, analizar, y operar; con propiedades como p = a#f,
2m . . r2 n 2 1 1 1
= — —_ = - —_< -

0 —, area de un sector circular es igual a =9, > o1 K 6n(n +1)(2n+ 1), SS-Y

axioma de Arquimedes.

El conjunto de practicas utilizadas en el andlisis de esta configuracién epistémica hace emerger
el significado parcial de método de exhauscion (SP3.1=SP1.6)

En este periodo de la Edad Antigua se visualizan los aportes hechos por los sabios matematicos
de las culturas mesopotamicas, egipcias y griegas donde se llegd a aportar una enorme cantidad de
problemas asociados a areas y volimenes de contexto real y matematico; los cuales dieron origen

a propiedades, interpretaciones e invencion de procedimientos, herramientas y lenguajes a nuevos
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conceptos; es por esto que el andlisis epistémico de esta edad se resume en la siguiente tabla 4.1.
En este punto se evidencia la dificultad de calcular areas sin el uso del objeto de la integral a donde
apuntan todos estos significados parciales identificados. Se identifica la configuracion epistémica
CE1: Problemas de célculo de areas en la edad antigua.

Tabla 4.1
Configuracion epistémica en la edad Antigua

Calculo Integral

Elementos de la
configuracion
epistémica CE1
Situaciones Aporias de Zen6n, Composicién y relacion entre nimeros y magnitudes, Calculo de
areas de regiones planas, Calculo de volimenes de so6lidos.

Significado epistémico

Lenguajes Geométrico, Aritmético-Geométrico

Procedimientos  Uso de métodos intuitivos y abstractos para la solucion de problemas.

Definiciones Area (regiones, curvas, poligonos), Volumen, Continuo, Infinito matematico, limite
y Particiones, Sumas

Proposiciones Dado un nimero siempre hay una longitud que le corresponde , Justificaciones a
las Aporias de Zendn, Propiedades de las razones y proporciones, Axioma de
Arquimedes, Método exhaustivo, Propiedades de los limites

Argumentos Por pequefia que se tome la medida, siempre existiran magnitudes a las que no les
corresponde un nlimero entero.

Sumas de cuadrados y cubos, Calculos de los limites, Reduccion al Absurdo

Configuracion de elementos primarios (Fuente: Elaboracion Propia.)

4.1.2 Periodo 2. Edad Media (Aproximadamente 200 a. C a 1400 d. C)

En Boyer (1949) Después del decaimiento de la cultura y el razonamiento griego, surge una

escuela denominada “escoléstica” cuyo fundamento fue continuar con los trabajos hechos por el
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fildésofo Aristoteles, demostrando lo sobrenatural sobre la razén, es esta escuela una de las primeras
que utiliza y estudia series infinitas. Puesto que se comienza a estudiar la fisica de Aristoteles, y
en especial los tdpicos referentes al movimiento, es decir, lo que se denomina el desarrollo hacia
la cinematica, o anélisis fisico del movimiento de los objetos. Hacia el siglo XIV surgen las
primeras universidades tales como la de Paris y Oxford, donde se prosigue la idea de cuantificar
lo sobrenatural y en especial las magnitudes fisicas presentes, es alli donde la légica y el
razonamiento matematico toma relevancia, por ejemplo, el Colegio de Merton estudia a
profundidad la tasa uniforme de cambio.

En Gonzélez (1992). Se resalta a Thomas Bradwardine (1290-1349) el cual se caracteriz6 por
afirmar que todas las magnitudes continuas estan constituidas por un numero infinito de
indivisibles, es decir existe el continuo fijo (presente en lineas, superficies y volimenes) y el
continuo progresivo (presente en el tiempo y movimiento). En esta misma linea de aportes, se
encuentra Nicolas Oresme (1323-1382), quien realiz6 uno de los mayores estudios préximos al
calculo, al describir geométricamente (ver figura 4.9) el cambio del movimiento o la llamada ley
de Merton que dice: “el efecto que varia uniformemente o de una que es uniforme en cada una de
dos mitades (iguales), es el mismo de otra que es uniforme con una intensidad promedio de la
minima a la maxima” (Boyer 1949, p. 41).

En la figura 4.9 se ilustra como Oresme toma como medidas el tiempo (longitud) contra la
velocidad (latitud), y se observa que el area encerrada, corresponde a la distancia recorrida. Lo
cual en términos algebraicos mas tarde, y con el apoyo de las teorias de Galileo Galilei, se llegaria
a concluir que:

V; +Uf

S=Vu.t
m 2
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A L

Figura 4.9. Demostracion grafica de la ley de Merton. Fuente: (Gonzalez, 1992)

Configuracion Epistémica 2.1 (CE2.1): Problemas de distancia
Problema 2.1. La distancia como un area:
“un cuerpo en movimiento uniformemente acelerado recorre, en un determinado intervalo de
tiempo, el mismo espacio que seria recorrido por un cuerpo que se desplazara con velocidad
constante e igual a la velocidad media del primero.” (Castafieda Cortes, M. E., y Sdenz Bravo,
S, 2012)
Significado Parcial SP4.1 Integral Indefinida

Solucioén dada al problema 2.1

En Ortiz (1936) se encuentra una descripcion del Tractaus de latitudinibus formarum se
encuentra la demostracion geométrica hecha por Oresme, interpretado y representado en la figura
4.9, Oresme cree que el movimiento uniforme variado es una variable continua en un tiempo (0,t),
a la cual le hace una correspondencia con la longitud de segmento AD, ahora bien cualquier punto
P que pertenezca a este segmento tendra una imagen Q, siendo esta la longitud de la velocidad en
el instante ( llevandolo a un plano R?). Por lo anterior el segmento BC seria un trazo de la velocidad
en dicho momento, lo cual graficamente formaria un trapezoide con base en AD =t y alturas

AB = vy Yy DC = vy, se plantea como hipotesis que el area S de esta figura sera correspondiente a

la distancia recorrida, por lo que se obtiene que:
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Se aclara que Oresme, nunca concentrd sus estudios en analizar las curvas, sino en la variacion
de las formas y figuras, es decir lo que en nuestro tiempo se conoce como derivadas e integrales;
junto a este aporte, la matematica de la edad media ya estaba siendo obligada a retomar la idea de
los infinitos continuos, ya fueran grandes o pequefios y a aceptar las primeras ideas del calculo
infinitesimal que fueron de aporte al nacimiento del calculo (Ortiz, 1936).

Andlisis a la Configuracion epistémica 2.1

En la configuracion epistémica 2.1 se observa una de las situaciones problemas mas
importantes de la edad media, donde se buscaba modelar todo fenémeno fisico mediante modelos
matematicos; en este punto se resalta que el lenguaje para el tratamiento de estas problemaéticas
continGia con el cardcter geométrico-numerico heredado de la cultura griega y egipcia. En la
resolucion de estos problemas se utilizan conceptos como movimiento, distancia, velocidad,
aceleracion, movimiento uniformemente variado, segmento, longitud y trapezoide, con
procedimientos como calcular velocidades en instantes, construccion geométrica, Yy
correspondencias, donde se usan propiedades heredadas de los tratados geométricos, y
construcciones antiguas, llegando a argumentos como la distancia es el area bajo la curva de una
velocidad constante.

Esta configuracion epistémica hace emerger el significado parcial de Integral definida (SP4.1)

Configuracion Epistémica (CE2.2): Disefio de barriles

Problema 2.2 Un problema de maximos: el disefio de los barriles de vino

“El método que el comerciante de vinos uso para medir el volumen del barril y que tanto extrario
a Kepler consistio en insertar una vara desde del agujero central (S en el diagrama) hasta el lado
opuesto de la tapa del barril (en D).” (Cardil, 2010).

Significado Parcial SP2.2 Voliumenes



71

Figura 4.10. Método del comerciante para el calculo del volumen y precio del barril de vino. (Fuente: Cardil.,

2010).

Solucién dada al problema 2.2

Para hacer mas optimo la capacidad de un barril de vino, Kepler simplifica el problema.

Asemeja el barril a un cilindro que tiene por diagonal d, r seria el radio de la base y h la altura,

como muestra la figura 4.11.

r'ﬂ';------""
1
i

-
---------ﬁ

h
2r

Figura 4.11. Vision del Barril de vino segln Kepler. Fuente: (Elaboracion Propia)
En un lenguaje moderno el volumen se expresa como:
V=mnr?h
Por lo que utilizando el teorema de Pitagoras se obtiene

2

4z = (g) + (2r)?
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Ahora despejando 72 y sustituyendo en la férmula de volumen se obtiene

d?> h? nd*h mh3
V=hr|———]=

4 16 4 16
Ahora si se hace d fijo , se puede encontrar el maximo volumen determinado por h con la
ecuacion

,_2d
=%

Kepler define esta teoria en su libro nova stereometria con una serie de calculos donde a pesar

de tener diagonales casi iguales su volumen seria maximo como se videncia en la figura 4.12

A e == y
Aldru-|Bafis dia- | Eritcorpus|:
do | meter | .columnz ||

) 20— 399 |
SR G Y |
3 20~ 1)73 ]
4 20-- 1556 1
5 IOTh: i 1875 .,
6 )0+ 2)8+ '
7 19~ 2457 P
8 )8+ 2688
) 18- 2873
1° Ww—+ 3009

) 2T 3069
,Sub fe- :niduyla 3080
12 )6. 3072
3 )$ -+ 3003
14 14 2856
/Equ- [ales 2828
J5 - S350 20625
)6 32, 2364
)7 n-- )887
18 88— 1368
9 i6 s { 74)
20 o, o 9

Figura 4.12. Calculos de maximos de un cilindro. Fuente: (Barén, 1987, p 116).

Analisis a la Configuracion epistémica 2.2
En el andlisis de la presente configuracion epistémica se encuentra que la situacion problema
corresponde a la alta edad media, referenciado como problema 2.2; en esta situacion se identifican

dos tipos de lenguaje: uno denominado no ostensivo puesto que la naturaleza del problema es de
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una anécdota presentada por el matematico Kepler, y en la resolucion de este se utiliza un lenguaje
numerico y geométrico; también se utilizan conceptos como volumen, cilindro, diagonal, radio,
base, altura, ecuacion y teorema de Pitagoras, y se utilizan procedimientos como célculo de

volUmenes cilindricos, sustitucion de ecuaciones y maximizar, y se presentan argumentos como:

d*h h3 . .. ;o - .
“V = ”T — ”1—6 “Ahora si se hace d fijo, se puede encontrar el maximo volumen determinado

por h con la ecuacion h = 24,
V3

El conjunto de practicas analizadas en esta configuracion epistémica hace emerger el
significado parcial de volumen (SP2.2).

En este periodo de la Edad media se visualizan los aportes hechos por los fisicos y matematicos
en un intento de retomar la racionalidad y cuantificacion de medidas continuas, las cuales eran
atribuidas a lo sobrenatural, de esta manera se llegd a interpretar una cantidad de problemas de
areas y volumenes de contextos reales y matematicos los cuales dieron origen a propiedades,
procedimientos, herramientas y lenguajes a nuevos conceptos que darian los inicios al Célculo
infinitesimal; es por esto que el analisis epistémico de esta edad se resume en la siguiente tabla
4.2. En este periodo de la historia se evidencia la dificultad de calcular areas y volumenes, sin el

uso del objeto de la integral, en la direccion de los significados parciales. Se identifica la

configuracion epistémica CE2: Problemas de calculo de areas y volimenes en la edad media.

Tabla 4.2
Configuracion epistémica en la edad media
Calculo Integral

Elementos de la Significado epistémico
configuracion
epistémica CE2

Situaciones Calculo de magnitudes fisicas “lo sobrenatural”, calculo de dreas, y volumenes
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Lenguajes Geométrico, Aritmético-Geométrico
Procedimientos Uso de métodos intuitivos y abstractos en la solucion de problemas basados
en aportes geométricos hechos por los griegos.
Definiciones Tasas de cambio, rapidez, volumen, continuo, infinito matematico
Proposiciones Propiedades de las razones y proporciones, Axioma de Arquimedes, Método
exhaustivo
Argumentos La distancia es el &rea bajo la curva de una velocidad constante.

Volumen méximo de un cilindro
Configuracion de elementos primarios (Fuente: elaboracién Propia.)

4.1.3 Periodo 3. Renacimiento (Aproximadamente 1300 d. C a 1600 d. C)

En la matematica de los siglos XV y XVI se efecttia un trabajo para recuperar el razonamiento
clasico, principalmente el griego, esto origina la traduccion de obras y manuscritos antiguos,
extender los métodos y resultados encontrados en esta época, los cuales llevaron a originar un
nuevo estilo en la matematica, ya que se introduce el algebra simbolica. Ademas, se destaca que,
en este periodo, se encuentra el surgimiento del renacimiento, donde las ciencias y las artes,
tuvieron un notable progreso, y es asi, como surgen nuevos problemas geométricos y fisicos los
cuales no pudieron ser resueltos por procedimientos antiguos, como el de exhauscion (Kline 1972).

Dentro de los problemas fisicos y principalmente los asociados a la mecanica, se encuentran
nociones como el de velocidad media, instantanea y/o tangencial en el movimiento de los cuerpos,
usualmente de proyectiles; ademas problemas asociados en la determinacién de méaximos vy
minimos, junto al calculo y rectificacion de curvas para estimar la longitud de las trayectorias de
los planetas. Todos estos conceptos inmersos en el Calculo infinitesimal, es donde se puede
observar que los principales fisicos y matematicos de la época desarrollan su razonamiento y
logicismo, con base en la resolucion de problemas de su entorno tales como la cartografia,

navegacion, fuertes militares, entre otros.
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Configuracion Epistémica 3 (CE3): Problemas de Centros de gravedad
Problema 3 Centro de gravedad de un triangulo

“El centro de gravedad de cualquier triangulo esta en la linea que une el vértice con el punto
medio de lado opuesto.” Cantoral y Farfan (2004)
Significado Parcial SP4.1 Integral definida

Solucion dada al problema 3

Sea el tridngulo ABC y en el EF, GH, IK segmentos paralelos a BC, los cuales se intersecan a
AD siendo D el punto medio de BC, entonces L, M y N seran puntos medios de los segmentos

EF, GH, IK respectivamente, luego se trazan EO, GP, 1Q, KR, HS y FT paralelas a AD, como

muestra la figura 4.13

Figura 4.13 Demostracion de Stevin para el centro de gravedad de un tridngulo. Fuente: (Baron, 1987)

Como EF || BC y EO, FT lo son a LD, resulta que EFTO sera un paralelogramo, en el cual
EL=LF, OD=DT; entonces el centro de gravedad de EFTO esta en el segmento DL, bajo este
argumento el paralelogramo GHSP esta en LM, el de IKQR en MN, por lo que el centro de
gravedad de la figura IKRHSFTOEPGQ, estara en la linea ND o AD.

Luego de esta manera, se pueden inscribir infinitos cuadrilateros en el triangulo de tal manera

que el centro de gravedad de la figura formada estara en la linea AD. Ahora si se traza la figura
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de infinitos puntos medios entre A 'y D esta formara de forma exhaustiva el tridngulo ABC. Por
lo que el centro de gravedad de ABC esta en la linea AD.

Anélisis a la Configuracion epistémica 3

En la configuracion epistémica 3 se analiza el problema 3.1 ilustrado en la figura 4.13, el cual
configura las probleméticas de la época del renacimiento, donde se ilustra el avance de la teoria
fisica por procedimientos llamados los indivisibles, lo cual es un proceso similar al método de
exhauscion (herencia griega), pero superando el horror del infinito, también se utilizan lenguajes
geomeétricos y numéricos, y para el desarrollo del problema, se utilizan conceptos como centro de
gravedad, triangulo, linea, punto medio, paralelismo, interseccion, segmento, paralelogramo,
infinito, y propiedades de congruencia, paralelismo de rectas y figuras para cumplir con la
proposicion “El centro de gravedad de cualquier tridngulo esta en la linea que une el vértice con
el punto medio de lado opuesto” (Cantoral, 2004)

En el andlisis de esta configuracion epistémica se visualiza la emergencia del significado parcial
de integral definida (SP4.1).

Otras problematicas de la época se encuentran en los trabajos de Simén Stevin (1548-1620) y
Luca Valerio (1552-1618) los cuales se desvian un poco del procedimiento del método de
exhauscion y proceden a calcular areas mediante la suma de una serie infinita de términos;
Bonaventura Cavalieri (1598-1647) hizo un aporte al determinar un método de lo indivisible, el
cual consiste en comparar las proporciones de una magnitud (area, volumen) con respecto a los
indivisibles que se conocen. Stevin es conocido por sus grandes aportes en el campo de la
hidrostatica, navegacion y astronomia, recurriendo a los ingeniosos métodos de Arquimedes, en el
calculo de centros de gravedad en figuras planas (Ordofiez, 2011).

En Kline (1972), Boyer (1949) y Ortiz (1936), se identifica la evolucion del objeto integral,

hacia el final de la Edad Media se identifica la superacion del “horror al infinito”, por lo que los
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matematicos de esta época comienzan a reflexionar sobre el infinito al estudio de las primeras
series infinitas. Estas ideas surgen al tratar problemas asociados al cambio y movimiento, donde
aparecen los primeros problemas asociados a la fisica y estatica, que perfeccionaron el método de
exhauscion desarrollado por los griegos.

Como conclusion se resalta la importancia que le dan los matematicos europeos al desarrollo
de las series, y la optimizacion del infinito, el cual resolvio muchos problemas de la antigliedad
como muestra la configuracion epistémica presentada en la siguiente tabla (4,3). Estos problemas

se generalizan en la configuracién epistémica CE3: Problemas de aplicacion en el renacimiento.

Tabla 4.3
Analisis de entidades primarias Periodo del Renacimiento.
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Caélculo Integral

Elementos de la configuracién Significado Institucional
epistémica CE3

Situaciones Estudio de series infinitas, problemas relacionados a la fisica, artes y
geometria, descripcion cuantitativa de magnitudes continuas en la
mecanica celeste, optica calculo de areas, volimenes centros de gravedad,

Cuadraturas
Lenguajes Geomeétrico, Aritmético-Geomeétrico, Algebraico
Procedimientos Transformacion del lenguaje fisico a geométrico, mecanicos y abstractos

asociado a lo infinitamente pequefio

Definiciones Magnitudes (area, volumen, velocidad, calor), longitud, latitud, forma y
figura, los indivisibles, series infinitas, movimiento, distancia y rapidez

Proposiciones Principio de Cavalieri, Principio de Oresme, Cuadraturas y curvaturas,
Método de exhauscion

Argumentos Métodos intuitivos que buscan mejorar el de exhauscién, desarrollos
geomeétricos, uso del término tan pequefio como se quiera,

Si dos cuerpos tienen la misma altura e igual area en sus secciones planas
realizadas al mismo nivel, tienen igual volumen.

Fuente: Elaboracion Propia

4.1.4 Periodo 4. Nacimiento del Calculo (1600 d. Ca 1700 d. C)

En la interpretacion de los textos historicos de Stewart (2008), Boyer (1949), y Kline (1972) se
encuentra gque en el siglo XVII llega el nacimiento de lo que hoy se conoce como calculo, y uno
de los pioneros en orden cronoldgico es Johannes Kepler (1571-1693) quién se interesd por
solucionar problemas asociados a determinar areas y volimenes, debido a la imprecision existente.
Para determinar tales métodos, resolvi6 problemas en encontrar el volumen de los barriles de vino,
el area encerrada por una elipse, con la perspectiva de que un area es la suma infinita de poligonos

con base muy pequefia; es de observar que para Kepler al trabajar con superficies muy pequefias,
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empieza a utilizar el lenguaje de los indivisibles, es decir desde esta percepcion, él no distingue la
comparacion de un circulo de un poligono de infinitos lados, ni un area infinitesimal de una linea.

En esta misma idea Galileo Galilei (1564-1642) en el afio 1638, expone uno de sus
pensamientos referentes al &rea bajo la curva tiempo-velocidad con referente a la distancia, que

complementa los trabajos de Oresme de la siguiente manera
Supongamos que un objeto se mueve con velocidad constante v = 32t, representada en la
figura 4.14 por la recta OB. Entonces A’B’ es la velocidad en este instante y también es la distancia

infinitesimal recorrida. Entonces, el &rea OAB que esta construida por linea A’B” es la distancia

total. (Fernandez, 2011, p. 6).

Velocidad

(o] A A Tiempo

Figura 4.14. Interpretacion de Galileo para la distancia. (Fuente: Ferndndez, 2011, p 6).

Es decir, para Galileo la distancia recorrida por un cuerpo se comporta como una suma infinita
de indivisibles en una curva velocidad- tiempo.

Bajo esta perspectiva Cavalieri, quien ademas era discipulo de Galileo, propone la demostracion
del siguiente teorema “la suma de las primeras potencias de los segmentos en uno de los dos

triangulos es la mitad de la suma de las primeras potencias de los segmentos en el paralelogramo”

2
(Boyer, 1949), lo que equivale en la matematica actual a foa xdx = a? (Ver figura 4.15)
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Figura 4.15. Representacion de método indivisible de Cavalieri. Fuente: (Elaboracion Propia)

Para demostrar que el paralelogramo ABCD tiene el doble de area de cualquier tridngulo ya sea
ABD 0 BCD, se hace énfasis en que si GD = BE, entonces GH = FE (GH y FE son indivisibles
de los respectivos triangulos) por lo tanto cualesquiera de los tridngulos esta constituido por un
namero infinito de indivisibles. De esta manera el paralelogramo tiende a ser la suma de
indivisibles de los dos tridngulos, por lo tanto, la suma de las primeras potencias de los segmentos
en uno de los dos triangulos es la mitad de la suma de las primeras potencias de los segmentos en
el paralelogramo.

En la misma linea Pierre de Fermat (1601-1665) desarroll6 métodos innovadores y practicos
para determinar soluciones a problemas de maximos y minimos, junto al calculo de probabilidades.
Intent6 demostrar la conjetura de Cavalieri mediante estas pruebas. Ademas, utiliza progresiones
geométricas para cuadrar parabolas e hipérbolas. Como sigue (ver figura 4.16); se divide el
intervalo de x = 0 hasta x = a en una cantidad infinita de subintervalos, tomando como dominio

las abscisas a, ab, ab?, ab? ... donde b es un nimero menor que 1.
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Figura 4.16. Representacion de la cuadratura de una parabola forma Fermat. Fuente: (Elaboracion Propia)

De esta forma el area de los rectangulos consecutivos, comenzando desde el méas grande viene
secuenciado por la serie geométrica de razén h™+1:
a.(a—a.b)
(a.b)".(a.b — a.b?) = a™. b1 (a — a.b)

(a.b®)™. (a.b? — a.b®) = a™. b*>™* D (a — a.b)

(a.b®)™. (a.b* — a.b**1) = q™. p*¥™+ V(g — a.b)

Donde la suma de estos infinitos términos es:

a.(a—a.b) a™t!

1—b"*1 "~ 14+b+b2+b3+-+b"

Luego como b se acerca a 1, los rectangulos tienden a acercarse uno a otro, de tal manera que
el area bajo la curva es la suma de las areas de estos rectangulos. Luego si b=1, se obtiene la

suma de la serie la cual representa el area bajo la curva.

an+1

n+1’
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Pronto Fermat probo, que bajo este razonamiento se podia determinar el area bajo la curva para
curvas con exponentes racionales y negativos mayores que 1 (lo cual fue su obstaculo, hacia esta
época).

En la alta edad media surge el desarrollo del calculo infinitesimal como un predmbulo al
nacimiento del Calculo Integral, pues Viete con su “nueva Algebra” habia hecho una recopilacion
de gran parte del trabajo griego de forma algoritmica, con esto habria abierto un camino hacia la
geometria Analitica, donde Descartes y Fermat fueron pioneros y artifices.

En el resumen de este inicio de periodo se observa la geometria analitica como un modelo en
el cual las curvas de las funciones se podian analizar de forma mas facil y préctica, sin recurrir al
método de exhauscion, es decir, resurge la aritmética a través del estudio de series y cuadraturas.

En el término de este analisis se involucra la aparicién de la geometria analitica la cual, busca
desatascar los problemas que no se podian realizar de forma analitica por su composicion de
variable continua, se resaltan nombres como Wallis, Fermat, Pascal, y Barrow como los

matematicos que elevaron el calculo hacia la parte infinitesimal.

Configuracion Epistéemica 4.1 (CE4.1): Problema de Cuadratura

Problema 4.1 El problema de Cuadratura de una hipérbola

“Digo que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la de Apolonio, que es la primera, pueden ser
cuadradas por el método de la progresion geométrica, de acuerdo a un procedimiento uniforme
general.” (Fermat, 1655).

Significado Parcial SP4.2: Integral Indefinida

Solucién dada al problema 4.1:

Supodngase la hipérbola y = xiz para x = a.
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Figura 4.17. Representacion de la cuadratura de una hipérbola por Fermat. Fuente: (Fermat, 1655).

Se elige un nimero r > 1 el cual segmenta las abscisas en los puntos a, ar, ar?,ar? ...

Por tanto, los rectangulos inscritos tienen como area

1 , 1 1 r—-1\\"'1 1
(ar —a) —= + (ar? — ar) —= + (ar® — ar?) +oe=— —=—

(ar)? (ar?) (ar3)? ar? rk ar
k=0
De otra manera. El area de los rectangulos circunscritos esta dada por
( ) 1 + (ar? ) 1 + (ar® 2) N r—1 1 1
ar —a)— ar® —ar)-——= ar- —ar e = —_—=
a? (ar)? (ar?)? a rk ar
k=0

Por tanto, si S es el area bajo la curva, se tiene que

1 r
—<S< -
ar a

1
e

Pero como la desigualdad es validad para todo » > 1, se concluye que S =

Analisis de la Configuracion epistémica 4.1

Uno de los procedimientos que dieron origen a la edad moderna fue el método de los
indivisibles de Cavalieri, por tanto en el problema 4.1 del presente documento, a partir del
argumento Digo que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la de Apolonio, que es la primera,
pueden ser cuadradas por el método de la progresién geométrica, de acuerdo a un procedimiento

uniforme general, y se encuentra expresado en un lenguaje geométrico, algebraico, y numérico a
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partir de los conceptos de hipérbola, cuadrado, progresion geométrica, intervalo, rectangulo, area
bajo curva, serie, igualdades y desigualdades, ademas se utilizan propiedades de area.

El conjunto de précticas asociadas a esta configuracién da origen al significado parcial de
integral indefinida (SP4.2).

En esta perspectiva, fue Grégorie de Saint Vicent (1584-1667) quien identifica que el area bajo
una curva en un intervalo [a, b] es la misma en el intervalo [c, d], la cual es cierta si la razon de
a/b es proporcional a la razén c/d. es decir el area es una suma infinita de elementos infinitesimales.

Un ejemplo es:

"Si tomamos a lo largo del eje OX, puntos tales que los intervalos que determinan van creciendo

en progresion geométrica, y si en dichos puntos levantamos las ordenadas correspondientes a

la hipérbola y = 1/x, entonces las areas bajo la curva, entre cada dos abscisas sucesivas, son

iguales. Es decir, segun crece la abscisa geométricamente, el area bajo la curva lo hace

aritméticamente.” (Boyer, 1949, p. 72)

Figura 4.18. Representacién de la cuadratura de una hipérbola segun Saint Vicent. Fuente: (Boyer, 1949).

Lo que queria Saint Vicent en nuestro lenguaje moderno es:
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fabidx = f;%dx = In(c) — In(a).

En esta misma linea se encuentra Gilles Personne de Roberval (1602-1675) quien utiliza la idea
de los indivisibles, pero de una forma mas técnica y rigurosa, es asi como determina el area
encerrada en una curva, en especial de area bajo un arco de cicloide, y la integral de x™,
donde 0 < n < 1. De igual manera Jhon Wallis asigna valores numéricos a los indivisibles de
Cavalieri, por lo tanto Wallis realiza una conversion de lo que en el momento se trabajaba
geométricamente como célculos aritméticos, al efectuar la cuadratura de y = xk, lo cual puede
considerarse una integral definida. Por otra parte Francisco Vieta (1540-1603), fue uno de los
precursores del algebra generaliza los primeros problemas de la integral para las curvas x™,n € N
en un intervalo [0, a].

De esta forma se puede evidenciar que, aproximadamente en la mitad del siglo XVII, ademas
del uso de los indivisibles, infinitesimales en la solucion de problemas, el lenguaje era menos
grafico y resuelto en forma de ecuaciones llevadas al andlisis geomeétrico, las cuales partian el
analisis de la geometria analitica desarrollada por Rene Descartes (1596-1650), y la nueva algebra
de Vieta, al igual que los trabajos desarrollados por Colin Maclaurin (1698 -1746).

Segun Gonzalez (1992, p. 57) la geometria de Fermat y Descartes fueron las que proporcionan
importantes aportes al calculo infinitesimal, debido a su razonamiento algebraico para determinar
areas y tangentes, lo cual desarroll6 el concepto de integrales para las primeras curvas, y ademas
junto a Pascal (1623-1662), empiezan aritmetizar el método de exhauscién, a partir de los nimeros

poligonales y el triangulo aritmético; y es especificamente Pascal quien trabajo sobre las ideas de

3
Cavalieri no desde el punto geométrico, sino a través de las series "?
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an+1

Los estudios hechos a la curva x™ en la expresion foa xtdx =0

para cualquier racional n

diferente a -1, hechos por Torricelli, Cavalieri y Roberval, los complementa y tecnifica Fermat de
una manera general, sin conocer la operacion Integral y calculando el area para una curva en
particular. Entonces,

“Fermat no estudia la variacion de la cuadratura de una curva respecto a una abscisa variable,
luego no aprecia el hecho de que tal cuadratura genera otra curva, que es el germen del Célculo
Integral, como se muestra en el trabajo de Newton con su estudio de la razén de cambio de esta
nueva curva” (Gonzélez, 1992, p. 272).

Fue uno de los primeros en pensar en los nimeros infinitamente pequefios los cuales, por su
razonamiento no hizo tender a cero, sino los hace cero directamente.

En este mismo periodo de tiempo James Gregory (1638-1675) pone en conocimiento la relacion
entre el problema de &reas y tangentes, aunque fue muy poco conocido. En este mismo
pensamiento trabaja Isaac Barrow (1630-1677) quien a partir de encontrar cuadrados de area
semejante al de una figura establecida, termina descubriendo el teorema fundamental del célculo
como se muestra la figura 4.19.

Configuracion Epistémica 4.2 (CE4.2): Teoremas Fundamentales

Problema 4.2 Teorema fundamental del calculo (version Barrow)
Significado Parcial SP4.2=SP6.1: Teorema fundamental del calculo. Forma 1
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Figura 4.19. Representacién grafica del Teorema Fundamental del calculo. Fuente (Ponce ,2013)

Solucién dada al problema 4.2

Sea ZGE una curva cuyo eje es VD y consideremos las ordenadas (VZ, PG y DE)
perpendiculares a este eje y continuamente creciendo desde la ordenada inicial VZ (Figura 4.19);
también sea VIF una curva tal que, si una linea recta EDF es trazada perpendicular al eje VD,
cortando a las curvas en los puntos E, F y VD en D, el rectdngulo determinado por DF y una
longitud dada R es igual al espacio VDEZ; también sea DE: DF = R: DT, y unimos [T y F].
Entonces TF cortara a la curva VIF.

Tomemos un punto | en la curva VIF (primero del lado F hacia V) y, a través de él, tracemos
IG paralelo a VZ y IL paralelo a V D, cortando a las lineas dadas como se muestra en la figura
4.19; entonces, LF: LK = DF: DT = DE: R, es decir R x LF = LK x DE. Pero de la naturaleza de
las lineas DF y LK se tiene R x LF = &rea (PDEG) por tanto se tiene que LK x DE = &rea (PDEG)
< DP x DE, por lo tanto, se tiene LK < DP < LI. De forma analoga, si el punto I se toma del otro
lado de F, se haria la misma construccion de antes y se puede facilmente demostrar LK > DP > L1I.
De donde es completamente que toda linea TKF permanece en o debajo de la curva VIF.
Resultados anédlogos se obtienen si las ordenadas VZ, PG y DE decrecen en forma continua, la

misma conclusion se obtiene mediante un argumento similar; s6lo una particularidad ocurre, a
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saber; en este caso, al contrario que en el otro, la curva VIF es concava respecto al eje VD (Barrow,
1735, p. 167).

Andlisis de la Configuracion epistémica 4.2

Para el analisis de esta configuracion se presentan un problema geométrico en la relacion de las
tangentes y curvaturas, este problema fue presentado en el periodo cuatro del presente documento.
Este problema fue abordado Por Isaac Barrow en principios de la edad moderna, donde se muestra
la cuadratura de una curva a través de construcciones geométricas después de haberse trazado una
tangente en un punto. Es aqui donde Barrow enlaza dos conceptos importantes como, la cuadratura
de una curva y la tangente de una curva junto a unos conceptos generales como: curva continua
creciente, longitud, perpendicularidad, perpendicularidad entre curvas rectangulo, ordenada,
puntos, paralelismo, ademdas se utilizan procedimientos, propiedades y argumentos que
corresponden a construcciones geométricas euclidianas, heredadas de la cultura griega los cuales
no eran tan rigurosos y formales para el trazo de cuadraturas y tangentes. Se prevalece que el
lenguaje utilizado en el desarrollo de este problema es de indole geométrico.

El conjunto de practicas geométricas utilizadas en el desarrollo de este problema hace emerger
el significado parcial de Teorema fundamental del calculo parte 1 (SP6.1=SP4.2).

Es de denotar que, en este periodo, nacieron las primeras universidades como la de Paris,
Oxford y Cambridge las cuales toman como objetivo la creacion del razonamiento matematico
avanzado, bajo los trabajos hechos por los autores antes mencionados. Es asi como a Barrow se le
atribuye el reconocimiento del problema entre las cuadraturas y las tangentes en su relacién inversa.
Segun Ordofiez (2011) la consecuencia de este problema es que permite calcular integrales, a través de
la inversion de los problemas de derivacion, es decir, se busca encontrar una primitiva. Por tanto, en
términos matematicos dada una funcion creciente y continda definida en un intervalo [a, b]. Se define

la curva continua que describe el &rea con la expresion
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F(x) = j £(b) dt.

La demostracion de este artificio matematico se puede encontrar en Ponce (2013, p 128), es asi
como en esta linea y época se identifica un fisico y matematico llamado Isaac Newton (1642-
1727), que trabajando simultaneamente con Barrow identifica dos razonamientos denominados
derivada e integral, al introducir conceptos de fluxion (derivada respecto al tiempo de la fluente)
y fluente (variable en funcion del tiempo), desarrollando problemas de movimiento, optimizacion
y cuadraturas, y reglas bésicas asociadas a la derivacién, publicadas en su libro de calculo
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687). Es en este libro donde Newton reconoce
a un contemporaneo matematico Gootfried Leibinz (1646-1716) quien trabaja un método similar
al de él, y habia publicado siete afios antes.

Aunque Newton no fue el precursor de realizar derivadas e integrales, ni mucho menos el
observar la relacion entre estas operaciones, es a él quien se le considera como el inventor del
Célculo, debido a que €l detall6 con més exactitud la relacion entre la pendiente y el rea, junto a
algoritmos generales que se pueden aplicar a funciones algebraicas y trascendentes.
Configuracion Epistémica 4.3 (CE4.3): Problemas de cuadratura de una curva

Problema 4.3. Cuadratura de una curva (version Newton)
“Sea aplicada la perpendicular BD a la base AB a una curva cualquiera AD, y llamese AB = x

y BD = y;ysean a, b, ¢, cantidades dadas y m, n nimeros entero. Por ende, Regla I: ax» =y,
ser4 —— xmen = area ABD " (Newton, 1686, p. 12,13).
Significado Parcial SP4.3: Antiderivada

Solucién dada al problema 4.3
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Newton utiliza como base la solucion descrita por Wallis en el Arithmetica infinitourom en la

solucién de un caso particular.

De la figura 4.20 se tiene que AB = x, base de la curva ADS, BD = vy, la perpendicular en el
punto B, el area ADB = z, luego sea B = o, BK = v, y el rectangulo BBHK (ov), equivalente

en espacio a BS4D.

&
K ______.--'"_':_
[s) r;'f wl o
: v
. i o H
A B 8

Figura 4.20. Cuadratura de una curva. Fuente: Ponce (2013)
. 2 3 4 . .
A partirde z = 3X%Y z? = ;x3. Se busca obtener y a partir de las relaciones x y z. Por tanto,

realizando una sustitucion de variables se obtiene
2 4 3
(z + ov) =6(x+o)
Solucionando las potencias de los binomios se obtiene

4 4 4 4
z% + 2zov + 0%v? = §x3 + 63x20 +§3x02 + 603

4 . , . .
Puesto que z% = = x3 se reduce el primer término por lo que se obtiene
9

4 4 4
2z0v + 0%v? = §3x20 + §3xo2 + 603

Dividiendo ambos términos por o

27V + ov? = foz +i3x0 + — 02
9 9 9
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Al hacer B y 3, infinitamente pequefios, de tal manera que v e y coincidan, entonces o

tiende a cero por lo que cada término que multiplica a o desaparece. Por tanto, se obtiene:

270 = 23x2% 6 22y = 23x2
9 9

Sustituyendo el valor de z, se tiene:

23 x3)y = 2342
(3x2)y =33«

Y despejando y se llega a

y = X2,
Se ha demostrado que para un caso particular en una curva, si se conoce la cuadratura, se puede

hallar la ordenada de dicha curva, en términos modernos se puede establecer que la derivada de

m+n

- , 23 1 . . mtn
lafuncion de &rea z = 3 x3/2 s y = xz. Y de manera general si la funcion expresada%x n

m
representa una cuadratura entonces y = ax= corresponde a la funcién de la curva.

Analisis de la Configuracion epistémica 4.3

El problema 4.3 presentado en el documento hace parte de uno de los dos problemas tratados
por Isaac Newton en relacion con el calculo de fluxiones y fluentes es decir, célculos de
velocidades dada su longitud y su proceso de forma inversa, el cual describe el sistema de préacticas
mas importante en el desarrollo del Calculo Integral, por lo que se utilizan conceptos como fluentes
(cantidad de movimiento que varia respecto al tiempo), movimiento continuo, y se originan otros
como “o es un intervalo de tiempo pequeiio”, “momento de x” el cual es un incremento
infinitesimal. En la solucién se encuentran proposiciones como “Dada la curva de ecuacion x® —
ax® + axy —y3 = 0, calcular las fluxiones” donde se utiliza como medio de demostracién un

lenguaje geométrico, algebraico y descriptivo y argumentos basados en consideraciones dinamicas
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e infinitesimales apoyadas en el algebra y el andlisis geométrico. Al igual se identifican

m+n

propiedades como “Siax» =y, entonces el area sera z = %ax n 7, “dada unacurva y =
m+n

max™"1, entonces el area comprendida es z = ax™”. El conjunto de practicas asociadas a la
solucion de estos problemas da origen al significado parcial de Primitiva (SP 4.3).

A Leibinz es quien se le atribuye la notacion para integral que utilizamos hoy en dia, y la
invencion del célculo, a través de la teoria de sumas infinitesimales en la relacion inversa entre
tangentes y cuadraturas en un aspecto mas geométrico, afios mas tarde.

Configuracion Epistémica 4.4 (CE4.4). Problemas de cuadraturas

Problema 4.4. Cuadratura de una curva (version Leibniz)
Significado Parcial SP4.4: Antiderivada

P =(a, f(a))

Figura 4.21. Cuadratura de una curva version Leibniz. Fuente (Pérez, 1988. p. 47)

Solucién dada al problema 4.4

El valor de P es el area del rectangulo OAPB, entonces la integral en el intervalo OA con
respecto a la curva y = f(x) es el area del rectingulo OAP que queda bajo la curva. De otra
manera la integral de OA en la curva xf (x) representa el area del rectangulo OBP que queda por

encimade lacurvay = f(x), en particular, esta constituida por los rectdngulos horizontales como
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muestra la figura 4.21, cuya base es un valor x que pertenece al eje X, y altura igual a la diferencia
inifinitamente pequefia entre dos ordenadas sucesivas, las cuales Leibniz las representa como w =
dy = f'(x)dx; de otra manera el area de la region OAP es interpretada por Leibniz como una
suma de ordenadas y. Luego eliminamos a y ya que para Leibinz se podia obtener un valor a partir

de la suma sucesiva de ordenadas. Por lo que se obtiene en lenguaje de Leibniz:

omnxw N ult.x,omn.w,— omn. omn. w
Donde  es el simbolo de igualdad, ult. x significa el ltimo de los x, es decir OA = a. El
simbolo omn representa “todas las lineas”. Afios posteriores este autor ante la dificulta de la
escritura, vuelve a escribir la igualdad de la siguiente manera:

omn.xf N xomn.¥ — omn.omnft

Donde el simbolo omn a una magnitud lineal expresa un area, y antepuesto a un area x¢
expresa un volumen.
Pero ante esta dificultad Leibinz reescribe el término omn como [ por lo que la igualdad

adopta una nueva escritura:
[se=xfe= ¢
Resaltando las reglas:

En términos actuales esta igualdad la conocemos como la integracion por partes

Laxf'(x)dx =af(a) — foaf(x)dx = aJOaf'(x)dx - foa Joxf'(t)dt dx
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Andlisis de la Configuracion epistémica 4.4

En relacion al problema 4.4 presentado en el cuarto periodo y desarrollado por Leibinz fue el
que dio origen al analisis de esta configuracion y hace referencia a la relacion entre las sumatorias
y diferenciales. Se resalta que este autor es uno de los denominados padres del Célculo Integral
(Kline, 1972) por lo que él abordo problemas sobre tangentes, maximos y minimos, y puntos de
inflexion aplicando soluciones de tipo geométrico a través de procedimientos como el uso del
triangulo diferencial en las transformaciones de las cuadraturas. Leibniz en el desarrollo del
calculo infinitesimal e integral utiliza un lenguaje y conceptos simbdlicos propios como [ y d que
representan operadores de suma (ya sea de rectangulos, como de areas), dx y dy que representan
los diferenciales infinitamente pequefias, usado mediante férmulas y procesos de razonamiento y
argumentacion es importante definir que las reglas de derivacion bésicas y la integracién por partes
hacen parte de las proposiciones y propiedades de esta configuracion epistémica. Los conjuntos
de précticas analizadas en esta configuracion hacen emerger el significado parcial de primitiva
(SP4.4).

De esta forma esta configuracion se caracteriza por el nacimiento del Céalculo Integral, junto a
las reglas, lenguajes y procedimientos que tecnificaron la resolucién de problemas infinitesimales,
teniendo como grandes exponentes a Newton, Leibniz, Euler.

Sin embargo, cabe afirmar que, segun los origenes del calculo, este se hizo para analizar cuatro
problemas clasicos de la época que corresponden a: Definir la tangente a una curva en un punto,
determinar maximos y minimos de cantidades, determinar la longitud de una curva, area y
volumen, encontrar la relacion de la distancia, velocidad, y aceleracion de un cuerpo en un instante
preciso (tiempo). Se reconoce que las dos grandes mentes del momento (Newton y Leibniz)

trabajaron de manera separada pero llegaron a la misma concepcidn, mientras que Newton hablaba
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de derivadas a través de fluxiones, Leibniz hablaba de incrementos infinitamente pequefios
(diferenciales), como por ejemplo un incremento en x, se denomina diferencial de x, y se denota;

dx, Ax, o dx lo mismo sucede para un incremento pequefio en y, una derivada para Leibinz es el

Ax

cociente entre los diferenciales (Z—;, Ay’ OZ_;)' Para Mateus (2011), el calculo de Newton se basaba

en demostraciones poco aceptables, y mientras los diferenciales de Leibniz eran objetos inusuales,
y no se comportaban como incrementos. Debido a la falta de rigidez en los argumentos hacia falta
informacidn en la época sobre la nocién de funcion. Es por esto que el desarrollo del célculo fue
algo lento, debido a las pocas aplicaciones en el entorno, la rivalidad intelectual entre los
seguidores de Newton y Leibniz, por la patente del nuevo razonamiento, hoy en dia se les concede
a ambos genios la simultaneidad y hallazgo del célculo.

En latabla 4.4 se recoge las entidades primarias relevantes al significado parcial en los primeros
inicios del nacimiento del célculo. Estos problemas se generalizan con la CE4.1: Problemas de

cuadratura de curvas.

Tabla 4.4
Anélisis de entidades primarias del inicio del periodo Nacimiento del célculo
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Calculo Integral

Elementos de la
configuracion epistémica Significado Institucional
CE4.1

Calculo y trazo de tangentes, Calculo de integrales definidas, Calculo de
Situaciones integrales indefinidas, Calculo de areas, volimenes centros de gravedad a través
de los indivisibles, Cuadraturas por medio de progresiones geométricas

Lenguajes Geométrico, Aritmético-Geométrico, Algebraico

Desarrollo de progresiones aritméticas y geométricas, Trazado de tangentes, La
Procedimientos integral como una suma infinitesimal, Las integraciones de Wallis y Fermat,
Trazos de tangentes a través de pendientes, Cuadraturas y curvaturas

L Integral definida, Sumas infinitas para funciones continuas, Area, volumen,
Definiciones e
Infinitesimal

- Equivalencia de los infinitamente pequefios, La relacion inversa entre tangentes y
Proposiciones cuadraturas

Argumentos Igualar o hacer tender a cero un infinitamente pequefio

Fuente: (Elaboracion Propia)

En esta trascendencia del calculo integral, los estudiantes de Newton y Leibniz utilizaron estos
estudios para resolver diversos problemas asociados a la astronomia, fisica e ingenieria, razon por
la cual se descubrieron nuevos campos de conocimiento dentro de las matematicas, es asi como
aparece Jakob Bernoulli (1654-1705), quien promueve la interpretacion de la integracién como la
operacion inversa a la derivacion, utilizando un nuevo argumento denominado ecuaciones
diferenciales. En 1742 es Jean Bernoulli quien orienta y publica su Opera Omnia el primer texto
de caracter expositivo en Calculo Integral, un curso sistematico de Calculo Integral en la Royal
Society of London, por lo cual es a él quien se le atribuye la postura de Célculo Integral, ya que
en este se expone la integral como una operacién inversa de un diferencial en la suma constante
de términos. En esta misma linea Gaspar Monge (1746-1818) crea la geometria descriptiva, Joseph
Louis LaGrange (1736-1813) explora el campo de la mecanica de una forma analitica, algebraica

y fundamentada en el concepto de las series infinitas, introduciendo el concepto de ecuaciones
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diferenciales, Pierre Laplace (1749-1827) quien escribe el libro de mecénica celeste al cual le dan
el apodo de “el newton francés”.

De modo similar Leonard Euler (1707-1783) realiz6 bastantes trabajos en calculo, mecéanica y
algebra en los cuales aplica los métodos de integracion de forma indefinida sin necesidad de
conocer una funcién primitiva, recurriendo a una relacion que vincula el proceso de la derivada,
razén por la cual publica el libro Institutionum calculi integralis. Volumen primun (Fundamentos
de Célculo Integral. Volumen primero). Para Euler los modelos propuestos por Leibinz y Newton
eran elementales (Pino y Gordillo, 2017 p. 11), ya que estos no resolvian problemas importantes.

Un importante problema se videncia en la siguiente configuracion

Configuracion Epistémica 4.5 (CE4.5): Problemas con funciones

Problema 14 Integral de e*?
Significado Parcial SP4.5: Integral por series

Solucién dada al problema 4.5
La funcion y = e*es continua pero no es elemental, por lo tanto no tiene antiderivada, por lo
tanto, en el calculo de su Integral:

Se expresa la funcion e*? a través de las serie de Maclaurin

2 w (A" x%  x*  x®
e =Yoo ——=1+_++5+, por lo tanto,

2 x4 x6

X
fexzdxzf <1+H+Z+§+-~>dx=C+x+

3 5 7 2n+1

I S
3.1 521 7.3l (2n + 1).n!

Luego se determinara si la serie es convergente por lo que

xZ(n+1)
i (n F 1)| n!.xZ(Tl+1) xZ
utt x2n | s |x2(n+ D! noo|n+ 1
n!

Entonces para cualquier valor que tome x, esta va a converger, por tanto se tiene que
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x2
lim |5l =0 <1

Analisis de la Configuracion epistémica 4.5

En el analisis de la presente configuracion se toma el problema 4.5 el cual se relaciona con la
identificacion de funciones elementales desarrollado por Euler basado en los problemas de
Leibniz. A Euler se le atribuye problemas como la introduccion de la constante de integracion a
una funcidn primitiva, la diferencia entre la integral particular definida e indefinida. En el problema
se trabaja, bajo el argumento La integral se dice completa, cuando se representa la funcion
buscada con cada extensién y con una constante arbitraria, pero cuando esa constante se ha
determinado en cierta manera, debe ser llamada integral particular, Ademas, Euler utiliza un
lenguaje algebraico muy similar al moderno utilizando la notacion de “+ C” para expresar el
conjunto de funciones. Euler basaba sus conceptos en que no todas las funciones tienen primitiva,
pero que se pueden solucionar a través de series, es decir el trabajo con funciones trascendentes,
es claro que él utiliza y define procedimientos para el céalculo de integrales de las funciones
trascendentes, los cuales son denominados métodos numéricos.

El conjunto de practicas analizadas hace emerger el significado parcial de Integral por series
(SP4.5).

Otro problema de la época es el reconocido problema de Basilea que también fue solucionado

por Euler como se muestra a continuacion.

Configuracion Epistémica 4.6 (CE4.6): Problemas de Sumatorias
Problema 4.6 El problema de Basilea
“La suma infinita de los inversos cuadrados de los numero naturales es igual a...?”
Significado Parcial SP4.5 Integral por series
Solucién dada al problema 4.6
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A este problema planteado por Pietro Mongoli le han intentado dar diversas soluciones por lo
que para el presenté trabajo se tomara la propuesta por Euler en 1731 de la siguiente forma:

Sabemos que la ecuacion sen(x) = 0 tiene infinitas solucionesen x = 0, + m, + 2w ... +

x3 x5 x7
nm;n €N y sen(x) =x— Pl erialel

Entonces supongase que:

sen(x) x? x* x®

x 1—§+§—ﬁ...:0

Como sabemos que el polinomio tiene infinitas raices o soluciones se reescribe como:

(1—2)(1+§)(1—%)(1+%)...

Ahora bien, aplicando productos se obtiene:

) -2e-)

X2yt x6 <2 <2 <2
1-—+—-— . =(1-=)[1-=](1-=]) ..
3! + 5! 71 ( n>< 4712)( 9n2>

Analizando término a término a cada lado de la ecuacion y simplificando se encuentra que:

Analisis de la Configuracion epistémica 4.6
En el analisis de la presente categoria se toma como referencia el problema 4.6 denominado el

problema de Basilea el cual parte de la proposicion: “La suma infinita de los inversos cuadrados
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de los numero naturales es igual a...?”, este problema fue solucionado por Euler bajo los
procedimientos de las funciones trascendentes, utilizando un lenguaje algebraico y analitico; en
el desarrollo de este problema se encuentran propiedades y argumentos propios de la integracion
descrita por Euler para funciones no elementales. Los desarrollos y analisis de estas practicas hacen
emerger el significado parcial de Integral por partes (SP4.5).

Hasta este momento el surgimiento de los cuatro problemas clésicos del calculo como el de
encontrar la tangente a una curva en un punto, hallar el valor mdximo y minimo de una cantidad,
el calculo de la longitud de una curva, el area de una region, el volumen de un sélido; dada la
velocidad y aceleracién de un cuerpo encontrar la distancia recorrida en cualquier instante fueron
problemas que inquietaron a muchos matematicos de la alta edad media, llegando a resultados
parciales pero fue alrededor de los afios setenta del siglo XV1I donde dos genios de la matemaética
dieron a conocer el célculo, que de forma independiente dieron respuesta a estos problemas; Euler
toma la figura como traductor, recolector y transformador de la informacion allegada, construye
el calculo univariacional a partir de diversas técnicas y soluciones a problemas particulares. Estos
problemas originan la configuracion epistémica 4.2: Problemas de integrales en funciones no
elementales.

En latabla 4.5 se recoge las entidades primarias relevantes al significado parcial de integral por

series.

Tabla 4.5
Andlisis de Entidades Primarias del periodo Nacimiento del Calculo
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Calculo Integral

Elementos de la

configuracion epistémica Significado Institucional
4.2
Cuadraturas a partir de los rectangulos infinitamente pequefios, Cuadraturas y
Situaciones Tangentes (teorema fundamental del célculo), Desarrollo de curvas a través de
curvaturas
Lenguajes Geomeétrico, Aritmético-Geomeétrico, Algebraico

La integral como una suma infinitesimal y operaciones con cantidades infinitas
pequefias, Uso de la sumatoria y series, Operaciones con infinitesimales, Calculo de
curvas a partir de cuadraturas , Cuadraturas y curvaturas, Exhauscién intuitivo en la
construccién de volimenes

Procedimientos

N Integral definida, Sumas infinitas para funciones continuas, Triangulo
Definiciones o L . .S ~
caracteristico, Definiciones de dy, dx, Fluxiones y Fluentes, Infinitos pequefios
. La integral como una suma de rectangulos encerrados en una curva, La relacion
Proposiciones . .

inversa entre tangentes y cuadraturas, [ dy = y., Tabla de integrales

Argumentos Las reglas del calculo dan validez a los resultados obtenidos

Fuente: (Elaboracién propia)

Se resalta que hacia esta época todos los estudios matematicos relacionados con el calculo
infinitesimal eran carentes de la logica griega y una escritura propia, en este orden de ideas es
Jacques Bernoulli (1654-1705) quien utiliza por primera vez, la expresion integral en la obra
iscrona en 1690, y se cree que él fue uno de los que intento aducir a Leibniz en llamar calculus
integralis (calculo integral) a calculus summatorious (calculo sumatorio) ya que se desconocia un
concepto clave como el de funcion; es gracias a Euler, LaGrange quienes dan los primeros aportes
a la definicidn de este concepto, pero Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) es quien
define este concepto en los términos modernos; ademas es en la mitad del siglo XIX que adquiere
una fundamentacidén mas rigurosa por parte de Augustin Louis Cauchy (1789-1857) a partir de la
nocion de limite, esto quiere decir que él encontrd una funcion que puede ser derivable en un punto
e incluso no continua, la cual podia tener un area definida. Lo cual lleva a la integracion de una

forma analitica, y no geométrica en intervalos cerrados y acotados, a través de la sucesion:
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Sn = (e = x0)f (xg) + (xz = x1) f (1) + -+ + (. — x-1) f (1)

Este tipo de integracion fue estudiada, y analizada de forma rigurosa de tal forma que Bernard
Riemann (1826-1866) formaliza este concepto para todas las funciones continuas y acotadas, este
concepto es conocido como la integral de Riemann.

Estas ideas fortalecerian las fundamentaciones del analisis matemético a base de las técnicas
del célculo. Otro notable estudio fue el que desarrollé Joseph Fourier (1768-1830) quien determina
las sumas infinitas de expresiones trigonométricas y asi es como cierra la matematica del siglo
XIX. Con la idea de generalizar la hip6tesis de Riemann y fue Jean Gaston Darboux (1842-1917)
quien contribuye con definir las sumas superiores e inferiores en una curva, es decir, la definicion
de que una funcion sea integrable si la diferencia entre las sumas superiores e inferiores tiende a
cero a medida que el tamafio se hace pequefio.

A inicios del siglo XX se resalta Henri Ledn Lebesgue (1875-1941) quien realiza aportes a la
teoria de la medida, y Calculo Integral, y en especial este tltimo al generalizar la nocién de integral
de Riemann, donde se determina el area bajo la curva para funciones discontinuas, el cual se
complementa por lo hecho por Fourier, establece un aporte al problema del criterio de
integrabilidad como sigue:

“Para que una funcion acotada sea integrable (R) en [a, b], es necesario y suficiente que para

cada par de niimeros, w > 0,e > 0, exista una particion tal, que § < € la suma de

subintervalos donde la oscilacion supera a @ ” (Rey Pastor et al., 1969, p. 686).

Solucién dada al problema 4.5
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Sea f una funcién definida en el intervalo cerrado [a, b], se puede establecer una suma de
Riemann tal que L puede tomar las normas ||A|l de todas las particiones A de [a,b]
suficientemente pequefia de tal manera que el nUmero w; estaen x;_; < w; < x;,i = 1,2,3 ...n.
Entonces por definicion de una funcion integrable en un intervalo cerrado, el limite L existe si para
cada € > 0 existe un & > 0 de tal manera que para toda particion A con ||A|| < 8 y para cualquier
w; del intervalo x;_; < w; < x;,i = 1,2,3 ...n, se cumple la desigualdad:

1Y, flw) Ay x— L] <g
Ahora bien por definicién de limite, para un & >0 particular existe un ndmero infinito de
particiones A que tienen norma ||A|| <.

En la misma direccion de estos problemas, en la conferencia Internacional de Matematicos
organizada en Paris, David Hilbert (1862-1943) retoma veintitrés problemas asociados a la
matematica del nuevo siglo, de igual manera la invencion de computadores y ordenadores, resolvio
muchos problemas por siglos existentes y determind el nacimiento de nuevas &reas del
conocimiento tales como: el anélisis numérico, ecuaciones diferenciales, y algebra abstracta. En
Mateus (2011, p. 35).

El asombroso avance y evolucion en temas de la matemaética, la fisica y la técnica a través de
los siglos XVI1I, XIX'y XX, se debe al Célculo infinitesimal, motivo por el cual se considera como
la creacion intelectual més grande de la que la humanidad pueda sentirse orgullosa.

Se puede concluir que la evolucion del calculo surgié a partir del siglo XVI1I quizé debido al
descubrimiento de diversas areas y problematicas, tales como la medicina, tecnologia, navegacion,
geograficos, pero fue mas el interés racional que llevo a los grandes pensadores a descubrir las
posibles soluciones, siguiendo un proceso légico y riguroso, donde la principal limitacion griega

del infinito fue el centro del crecimiento intelectual matematico y por tanto del desarrollo del
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analisis matematico. En el siglo XV1II se manifiesta la abundancia de aplicaciones del célculo; lo
cual distrae la fundamentacion de la matematica y del calculo naciente, ya que todo se deja a la
intuicion geométrica. Es asi, como conceptos como el de limite, fundamental en el estudio del
calculo, pero era aun impreciso. Entonces, como el trabajo arduo de Newton, Leibniz y sus
discipulos fueron fundamentales en el calculo infinitesimal, para el desarrollo de los cuatro
problemas clasicos y el desarrollo de cursos y manuscritos en pro del nuevo concepto, a Euler se
le atribuyen los métodos de integracién indefinida tal y como los conocemos hoy en dia. Es asi
como el Célculo Integral toma gran rigor y disciplina; e inclusion de teméticas asociadas a la
integracion de funciones, aplicaciones de las integrales, ecuaciones diferenciales, y el calculo de
funciones especiales.

Uno de los conceptos primarios del Célculo es el de Integral indefinida, el cual consistia en
hallar una familia de funciones asociada a una funcién. Es decir, a una integral parcial se le asigna
una constante arbitraria, y cuando se le asigna un valor a esta constante esta sera una integral
definida, este argumento fue poco valido por su rigurosidad. Durante el desarrollo del Célculo
Integral, se presentaron diversos problemas, los cuales al ser solucionados originaron otras areas
del conocimiento asociadas al Analisis Matematico. En el siglo XIX con la extension de la nocion
de limites y continuidad, se fundamenta el analisis matematico ya que se trabaja con cantidades
finitas a razdn de los estudios hechos por Bolzano y Cauchy. Esto llevo a definir que las funciones
derivables son continuas y a su vez son integrables, los trabajos de Cauchy y Riemann abren
nuevos campos Y teorias de trabajo en superficies tridimensionales, y geometria diferencial.

Estas teorias surgen a partir de la evolucion de los problemas fisicos es decir ya no se trataba
con problemas relacionados con la mecanica, si no, a la dindmica y las leyes que transforman estas

propiedades. Del aporte de Lesbegue se le reconoce el factor de aportar al desarrollo del
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conocimiento, en el cual se exalta textos de calculo como: Tom Apéstol, Louis Leithold, James
Stewart entre otros, otro factor que propicia la teoria de Lebesgue es su aplicacién a diversas ramas
de la matemaética, tales como: variable compleja, célculo y anélisis matematico.

Dentro de los grandes resultados del céalculo se encuentran las ecuaciones diferenciales, el
calculo y andlisis multivariado, la variable compleja, topologias (algebraica y diferencial),
matematica Discreta, teoria de Probabilidades entre otras ramas, por tanto, se visualiza su
desarrollo en las aplicaciones de estas lineas tales como: la construccién, dindmica, sistemas de
enfriamiento y calefaccion, transporte, finanzas, aviacion, meteorologia entre otras.

Es asi como en el desarrollo del siglo XVIII se formula el Calculo Integral como un conjunto
de métodos en la solucion de problematicas particulares. Este Calculo, genera a partir de su andlisis
y evolucion nuevas ramas asociadas al Anélisis Matematico, como la teoria de las funciones
especiales, la cual al pasar periodos de tiempo se divide en campos matematicos independientes,
tales como: el célculo variacional y la teoria de ecuaciones diferenciales.

Para concluir este periodo y recorrido historico se observo el desarrollo y evolucion del Calculo
Integral donde faltaba el rigor formalista y un lenguaje que se desprendiera del contexto fisico y
mecanico, ya que debido a la importancia que este iba adquiriendo se necesitaba ensefiar en
contextos universitarios. Lo cual incentivd un cambio de mentalidad en cuanto al hacer
matematico, desde cuestionar la fundamentacién de los problemas desde una perspectiva mas
general. Esto da origen al formalismo de nociones como limite, por parte de Cauchy a partir de la
continuidad, funcion por Dirichlet, y culminando con Riemann que desarrolla la teoria de
integracion y analisis funcional en las versiones formalistas y calculistas como hoy se conoce. En
la tabla 4.6 se presenta la consolidacion de los aportes dados en la CE4.34.2: Problemas de
integrabilidad.

Tabla 4.6
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Analisis de entidades primarias en el Periodo evolucion del Calculo
Calculo Integral

Elementos de la configuracion Significado Institucional
epistémica 4.3

Cuadraturas a partir de los rectangulos infinitamente pequefios, Cuadraturas
Situaciones y Tangentes (teorema fundamental del calculo), Desarrollo de curvas a
través de curvaturas

Lenguajes Geomeétrico, Aritmético-Geomeétrico, Algebraico

La integral como una suma infinitesimal y operaciones con cantidades
infinitas pequefias, Uso de la sumatoria y series, Operaciones con
infinitesimales, Célculo de curvas a partir de cuadraturas, Cuadraturas y
curvaturas, Exhauscidn intuitivo en la construccion de volimenes

Procedimientos

Integral definida, Sumas infinitas para funciones continuas, Triangulo
Definiciones caracteristico, Definiciones de dy, dx, Fluxiones y Fluentes, Infinitos
pequefios

La integral como una suma de rectangulos encerrados en una curva, La

Fligpeseenss relacion inversa entre tangentes y cuadratura, [ dy = y., Tabla de integrales

Argumentos Las reglas del calculo dan validez a los resultados obtenidos

Fuente: (Elaboracion Propia)

Por ultimo, en este apartado se realiza una tabla (4.7) resumen, sobre las configuraciones
epistémicas abordadas en el recorrido histdrico, estas seran la base conceptual para identificar el

significado Holistico del objeto Integral.

Tabla 4.7
Configuraciones epistémicas emergentes en la historia para el objeto Integral.

Configuracion
epistémica

CEl11

Situacién Problema Significado Parcial

¢Cual es el area de un triangulo de lado 10 jet y base 4 jet? (papiro  SP 1.1. Area de una
Rhind — aprox 1650 a.c). region por férmula



CE1.2

CE1.3

CE14

CEl15

CE1.6

CE2.1

CE2.2

CE3

CE4.1

CE4.2

CE4.3

CE4.4

CE4.5

CE4.6

“El problema 14 es de geometria y pide calcular el volumen de
una piramide truncada.”

"El cuadrado sobre la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados sobre los catetos"

“La diferencia en area entre un circulo y un poligono regular
inscrito puede hacerse tan pequeiio como se desee” (Kline,1972
pag. 117).

“El area A de un segmento parabdlico es 4/3 veces el area T del
triangulo inscrito”

El area del primer ciclo de una espiral es igual a una tercera parte
del &rea del circulo circunscrito.

“Un cuerpo en movimiento uniformemente acelerado recorre, en
un determinado intervalo de tiempo, el mismo espacio que seria
recorrido por un cuerpo que se desplazara con velocidad constante
e igual a la velocidad media del primero.”

“El método que el comerciante de vinos us6 para medir el
volumen del barril y que tanto extrafid a Kepler consistio en
insertar una vara desde del agujero central (S en el diagrama)
hasta el lado opuesto de la tapa del barril (en D).” (Cardil, R.
2010).

“El centro de gravedad de cualquier tridngulo esta en la linea que
une el vértice con el punto medio de lado opuesto.” Cantoral y
Farfan (2004)

“Digo que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la de
Apolonio, que es la primera, pueden ser cuadradas por el método
de la progresién geométrica, de acuerdo a un procedimiento
uniforme general.” Fermat (1655).

Teorema fundamental del célculo (version Barrow)

Cuadratura de una curva (version Newton)

“Sea aplicada la perpendicular BD a la base AB a una curva
cualquiera AD, y llamese AB = x y BD = y;ysean a, b, c,
cantldades dadas y m, n nameros entero. Por ende, Regla I:

axn =y, Sera—xm+n = area ABD” (Newton, 2003,p,12,13).

Cuadratura de una curva (version Leibinz)

Integral de e*>

El problema de Basilea
“La suma infinita de los inversos cuadrados de los numero
naturales es igual a...?”
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SP2.1 Volumenes por
férmulas

SP 3.1 método
exhaustivo para
calcular areas

SP3.2 Método
exhaustivo

SP3.3 Método
exhaustivo
SP3.1=SP1.6 Método
exhaustivo para
calcular areas

SP4.1 Integral
Indefinida

SP2.2 VVolumenes

SP3=SP4.1 Integral
definida

SP4.2: Integral
Indefinida

SP4.2=SP6.1: Teorema
fundamental del
calculo. Forma 1

SP4.3: Antiderivada

SP 4.4: Antiderivada

SP4.5: Integral por
series

SP4.5 Integral por
series

Configuraciones epistémicas halladas en la historia, base para el significado global del objeto Integral Fuente:

Elaboracion propia.

4.2 Significado Holistico del objeto integral

En el desarrollo del estudio del objeto integral, surgen en forma natural tres preguntas

importantes ¢ Qué es el objeto integral? ¢ Cuales son los significados parciales del objeto integral?
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¢ Qué practicas matematicas se relacionan con el objeto integral? Estos interrogantes evidencian la
necesidad de realizar en un primer momento, un analisis profundo del objeto Integral que permita
determinar ¢Qué relacion existe entre el significado del objeto integral y la dimension epistémica
y cognitiva del CDM de los profesores? Ya que se propone como objeto de investigacion,
determinar cuales pueden ser los conocimientos matematicos y didacticos que debe poseer el
futuro profesor de matematicas sobre esta temética para que la clase en el objeto integral tenga la
mayor idoneidad epistémica y cognitiva posible. Por tanto, la investigacion centro su atencion en
descubrir en primer lugar ¢Cual es el significado del objeto integral? y ¢cuéles han sido sus
significados en su evolucién histérica? De esta forma, (Pino-Fan,2013) considera que el estudio
de los significados toma gran relevancia puesto que el docente al conocer el significado global,
determina e implementa los mas apropiados en el desarrollo del proceso de instruccién del topico
matematico.

En los procesos de reconstruccion, identificacion y analisis de los sistemas de précticas
emergentes en cada periodo histdrico fue el soporte en la reconstruccion del significado holistico
(Pino-Fan; Godino; Font, 2011) del objeto Integral. Cada sistema de précticas esta asociado a una
configuracién epistémica que es una herramienta proporcionada por el EOS compuesta por los
objetos primarios (situaciones problema, lenguajes, procedimientos, conceptos, proposiciones y/o
propiedades, argumentos) sujetos a ser analizados.

Cada configuracion epistémica establece un significado parcial para el objeto Integral, en
nuestro caso; se identificaron 15 configuraciones epistémicas abordadas en cuatro periodos de
tiempo, las cuales son: (CE1.1) calculo de areas por regiones, (CE1.2) calculo de volimenes de
solidos por formulas, (CE1.3) problemas de area en la escuela Pitagorica, (CE1.4), métodos de

exhauscion, (CE1.5) cuadratura de una parabola, (CE1.6), método exhaustivo para el calculo de
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areas; estas configuraciones se agrupan en la configuracion CE1. De igual forma, la (CE2.1) la
distancia como &rea, (CE2.2) método de maximos para volumenes, se agrupan en la configuracion
epistémica CE2. La (CE3) método de centros de gravedad, y la (CE4.1) cuadratura de una
hipérbola, (CE4.2) teorema fundamental del calculo, (CE4.3) cuadratura de una curva (fluentes),
(CE4.4) cuadratura de una curva (Sumatorias), (CE4.5) funciones no elementales, (CE 4.6)
Integral por series, las cuales se agrupa en la CE4. En la figura 4.22 se muestran cada uno de los
significados parciales identificados, de igual manera se visualiza la relacion entre configuraciones

y significados de acuerdo a su generalizacion dentro de una linea de tiempo.
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En la figura se muestra las conexiones entre las configuraciones epistémicas, mediante lineas

discontinuas, lo que indica que una situacion problema, puede ser solucionada por cada

configuracién con la que hace el enlace. Se puede describir que la configuracion (CE4.6), es la

mas general puesto que se encuentra enlazada a otros sistemas de practicas que pertenecen a otro

periodo de tiempo. De igual manera se observa la evolucion del objeto, con respecto a los
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elementos y caracteristicas pertenecientes a las configuraciones CE1.1, CE1.2, CE1.3, CE1.4,
CE1.5, y CE1.6 hacia la configuracion CE4.6, determinando en este recorrido siete significados
parciales, los cuales han sido similares pero modificados y tecnificados por algoritmos, lenguajes
y notaciones a lo largo de la historia, estos se relacién con una linea continua.

Ahora bien, en la evolucion del objeto integral a lo largo de la historia se visualiza como una
configuracion epistemica toma elementos de otra configuracién establecida para formar una nueva,
es por esto que las configuraciones CE1.1, CE1.2, CEL1.3, CE1.4, CE1.5, CEL.6 se pueden definir
como “primarios” ya que cada una resuelve un problema con técnicas y procedimientos
particulares.

Aunque los problemas de las primeras seis configuraciones son particulares como muestra el
estudio historico, estos al asociarse en un sistema de practicas, hacen emerger los significados
parciales de areas, método exhaustivo, y volimenes como muestra la figura, en un segundo nivel
se muestran dos sistemas de practicas (CE2.1 y CE2.2), que abordan el célculo infinitesimal en la
solucién de problemas fisicos de la época renacentista, que recogen en su orden los significados
de &rea y volimenes, en un tercer nivel, esta la configuracion CE3.1 que trata sobre el como hallar
los centros de gravedad en superficies y de sélidos, a su vez la CE4.1 es un problema geométrico
sobre cuadraturas de curvas, estas configuraciones (CE2.1, CE2.2,CE3.1, y CE4.1) se relacionan
en el significado de integral definida, siendo asi el significado que puede solucionar cada una de
las probleméticas abordadas. En la evolucidn de la época moderna surge el nacimiento del Célculo
Integral por parte de Leibinz y Newton, en las configuraciones CE4.2, CE4.3, CE4.4, que se
relacionan con el significado parcial de teorema fundamental del calculo y primitivas que abordan

el significado de integral definida a su vez las configuraciones primarias; en el formalismo de la
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matem@tica Euler es quien desarrolla las configuraciones CE4.5 y CE4.6 proponiendo el
significado parcial de integral por series el cual seria el significado global del objeto Integral.

Tabla 4.8
Significado Holistico del objeto Integral

Configuracion epistémica Significado Parcial
CEL. Problemas de célculo de areas en la edad
antigua.
CE2. Problemas de calculo de areas y volumenes
en la edad media

SP1. Método de exhauscién

SP4.2.Integral Indefinida

CES3. Problemas de aplicacion en el renacimiento.  SP4.1. Integral definida

CE4.1. Problemas de cuadratura de curvas SP4 Teorema fundamental del Calculo

CEA4.2. Problemas de integrales en funciones no
elementales.

CEA4.3: Problemas de integrabilidad SP5. Sumas de Riemann

SP4.5 Integral Por series

Fuente: (Elaboracion Propia)
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Capitulo 5. Segundo Resultado: Disefio del cuestionario CDM Integral

“La tarea del educador moderno no es cortar selvas,
sino regar desiertos”
Clive Lewis

En este apartado se realiza el andlisis al contexto curricular para el curso de calculo Integral
segun las propuestas de las instituciones de educacion superior en el contexto colombiano, para la
asignatura, con el fin de identificar los significados parciales de referencia que se presentan en
estos programas e identificar el nicleo comun, para determinar en esta direccion el significado de
referencia del objeto integral, es decir los contenidos que se deberian ensefiar en estos cursos de
célculo integral. De igual forma, se realiza un andlisis de textos a los principales libros
universitarios en relacion con la asignatura de Célculo Integral para identificar de igual forma, los
significados de referencia de los textos y compararlos con el significado global del objeto integral
segun el estudio historico-epistemoldgico y en este aspecto identificar los significados comunes
que constituyen el significado de referencia o los significados para los libros de texto.

Ya con estas tres herramientas tedricas: significado global, significado de referencia de los
programas, y significados de referencia de los textos, se pasa al disefio y analisis del instrumento
CDM-Integral el cual incorpora los significados de referencia considerados como estructurantes
del conocimiento comun del contenido y del conocimiento ampliado, es decir son los significados
que los estudiantes de calculo integral han incorporado a sus estructuras mentales. En esta
direccion se establecen los elementos que permiten caracterizar parte de la dimensién epistémica
en el modelo CDM del profesor, en cuanto al conocimiento del significado global de la integral y
el significado de referencia, queda faltando caracterizar las tareas propias del conocimiento comun

del contenido y conocimiento ampliado del contenido respecto a la integral.
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Para caracterizar las tareas propias del CCC y CAC y como resultado de igual forma relevante,
se presenta un cuestionario definitivo para identificar estas tareas, es decir del estudio histérico y
a partir de un banco de problemas, con unos criterios establecidos se llega a identificar las tareas

propias de cada conocimiento, siguiendo el modelo tedrico en el EOS.

5.1 Contexto curricular

En este apartado se describe el curriculo de Céalculo Integral, partiendo de la vision internacional
y pasar a realizar la triangulacion con el analisis de textos universitarios, para identificar los
significados de referencia pretendidos para el programa de calculo integral o como se establece en
este marco teorico, del objeto integral.
5.1.1 El Calculo Integral en el curriculo internacional

Para identificar el papel que asume el Calculo Integral en el curriculo escolar internacional, se
toman en cuenta los principios y estandares para la educacién matematica del National Council of
Teachers of mathemathics (NCTM, 2000), y los estudios en Educacion Matematica (Hitt, 2003;
Milevicich, 2008; Contreras, 2000; Moratalla 1998), descritos en las problematicas presentadas en
este documento se infiere que actualmente no hay un consenso sobre qué es lo que debe abordar
un curso de Calculo Integral y que ante las nuevas demandas tecnologicas estas deben dinamizarse
en el proceso de ensefianza y aprendizaje en el aspecto universitario.

Estudios como los de Orton (1979), ponen de manifiesto el reduccionismo de los conceptos
matematicos referentes al céalculo en procesos algebraicos, los cuales se basan en operaciones
algebraicas con nociones como limites, derivadas e integrales, donde se debe tener en cuenta

conceptos especificos del analisis, tales como las razones de cambio y la integral definida.
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Milevivich (2008) y Hitt (2003) proponen modelos donde se dé a conocer el Calculo Integral
desde una perspectiva visual y geométrica para el aprendizaje del Célculo Integral, puesto que los
estudiantes en su primer afio universitario carecen de un lenguaje formal para conocer los
conceptos matematicos como integral definida y area bajo una curva, y la mayor parte de
profesores ensefian el concepto de forma expositiva y simplista sin interpretar algunas aplicaciones
del Calculo Integral, tales como célculo de &reas, volimenes, longitud de arco, relaciones con la
ingenieria, y fisica.

Bajo estos argumentos, se puede considerar que, en el enfoque del EQS, los conceptos y
procedimientos son parte de una dimension que estructura el conocimiento del futuro profesor
denominada la dimensidn epistémica, al igual que la articulacion de los otros objetos primarios
(situaciones problema, lenguaje, proposiciones y argumentos) objetos que forman lo que se
denomina una configuracion epistémica, la cual caracteriza los significados de referencia de la
Integral (significados que usa el profesor en su curso). Es por esto, que los sistemas de practicas
matematicas se convierten en objeto de investigacion y andlisis para el disefio del proceso de
ensefianza y aprendizaje idoneo, y a partir de este, la problematica de la construccion de un
curriculo significativo, el cual se origina de la identificacién del significado global del objeto
integral y su puesta en accion en los curriculos.

5.1.2 El Caélculo Integral en el curriculo de los estudiantes

El Célculo Integral, es una asignatura dentro de los planes universitarios, para estudiantes de
licenciatura en matematicas y en general estudiantes de ingenieria. En este aspecto, en el estudio
se busca relacionar la caracterizacion del conocimiento del contenido matematico (Pino, 2015)

para los estudiantes de formacion matematica en relacion con el Objeto Integral y al igual se
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estudia en general, el tema del conocimiento didictico-matematico de los futuros profesores,

respecto al objeto matematico segun la formacion universitaria o formacion de pregrado adquirida.
Segun la resolucién 5443 del 30 de junio de 2010, del Ministerio de Educacion Nacional

(MEN,2011) se definen las caracteristicas especificas de calidad de los programas de formacién

profesional en educacion, donde se relacionan una serie de articulos en referencia de estas:

El articulo 2, define el perfil del educador como:

El educador es un profesional con formacion pedagdgica que, atendiendo a las condiciones
personales y de los contextos, orienta procesos de ensefianza y de aprendizaje y guia, acompafia
y promueve la formacion y el desarrollo de las competencias de sus estudiantes.

Por tanto, los programas de formacion deben fortalecer las competencias bésicas del educador en

los siguientes niveles:

e Conocer Yy utilizar procesos y conceptos fundamentales de las matematicas que le
permitan interpretar y representar situaciones cotidianas y especializadas de manera
gréafica, simbdlica, numérica y verbal y solucionar problemas en diversos contextos.

e Indagar y analizar de manera critica y reflexiva las interacciones fisicas, sociales y
culturales que se desarrollen en contexto. Aplicar con responsabilidad social y
ambiental, el conocimiento cientifico y tecnoldgico en soluciones innovadoras que
posibiliten cambios y transformaciones ante los problemas identificados en contexto.

e Aprender de manera autbnoma, por iniciativa personal y utilizar los conocimientos, y
practicas propias de su disciplina. Fortalecer sus competencias a través de su ejercicio
profesional, la autoevaluacion permanente y el intercambio con otros.

Ademas, esta resolucion establece las competencias profesionales que le permitan al educador:

e Desarrollar actividades de ensefianza y aprendizaje fundamentadas en la articulacion de
conocimientos, conceptos y procedimientos de los saberes de la disciplina, de la
didactica, la historia, la epistemologia y la pedagogia, para el caso de los licenciados,
en relacion con la Matematica.

En el articulo 5 de la presente resolucion se define el curriculo respecto a:

La institucion de educacion superior demostrara a través de un curriculo fundamentado,
articulado, dinamico y flexible su pertinencia frente a las demandas del contexto, la coherencia
entre los aspectos que lo componen y las estrategias pedagdgicas y didacticas que le permitan
lograr el perfil que se propuso en relacion con el desarrollo de las competencias de sus
estudiantes
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Ahora bien, bajo la resolucién presentada los egresados del programa de Licenciatura en
Matematicas se desempefian en el campo profesional, como licenciados en Educacion Bésica y
Media, bajo el curriculo y estandares de aprendizaje disefiados por el MEN (1998), pero se observa
que en las universidades colombianas son vinculados como profesores universitarios, egresados
del programa de Licenciatura en Matematicas; quienes deben disefiar actividades de ensefianza y
aprendizaje donde se debe articular sus conocimientos matematicos y didacticos, basado en sus
concepciones, historia y epistemologia del conocimiento interpuesto. De igual forma ya en muchas
instituciones educativas en el grado 11 se trabajan objetos del calculo integral, donde el profesor
de matematicas necesita poner a prueba su conocimiento comdn y su conocimiento ampliado
respecto al objeto integral.

Entonces, un estudiante de licenciatura en matematicas debe desarrollar o potenciar algunos de
los conocimientos didacticos y matematicos necesarios para la ensefianza, y en este aspecto es
pertinente caracterizar la dimension epistémica y cognitiva del estudiante de formacion
matematica especificamente, del estudiante de licenciatura en matematica para la ensefianza del
objeto integral en la educacién media y superior.

Siguiendo los argumentos expuestos, se realiza en primer lugar el estudio histérico,
epistemoldgico y fenomenoldgico del objeto integral, para identificar los significados que este
objeto toma a lo largo de su desarrollo historico, por tanto, se constituyen en los significados
pretendidos por el profesor para los programas de Calculo Integral; pero de igual forma se analizan
los significados pretendidos por la institucion (universidad y textos) para poder disefiar un
instrumento que permita reflexionar sobre los conocimientos didactico-matematicos en relacion

con el objeto Integral necesarios para la ensefianza del objeto matematico. En la tabla 5.1 se
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resumen los contenidos minimos de cuatro programas de Calculo integral de universidades
colombianas.

Se describen y amplian las tematicas comunes abordadas por estas universidades, las cuales
establecen parte del criterio 1, para la seleccion de tareas en la construccion del instrumento CDM-
Integral el cual nos lleva a la caracterizacion de las dimensiones epistémica y cognitiva del
conocimiento del futuro profesor de matematicas para el objeto integral.

Entre los temas comunes se encuentra: Antiderivadas, areas, sumas de Riemann, integrabilidad
de funciones continuas, propiedades de la integral definida, teorema del valor medio, los dos
teoremas fundamentales del célculo, integral impropia, integracion numérica, aplicaciones de la
integral: &rea entre curvas, volumen de sélidos, solidos de revolucion, longitud de arco, trabajo,

centros y centroides de masa.
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Tabla 5.1
Contenidos minimos del curso Célculo Integral
Universidad Contenidos
Universidad de los Andes 1. Meétodos de Integracion
2. Integrales Impropias
(licenciatura en matematicas) 3. Series y Sucesiones
4. Numeros Complejos
5. Modelando con ecuaciones diferenciales
6. Variables separables
7. Ecuaciones lineales
8. Ecuaciones de 2° orden
9. Coeficientes indeterminados

ol
— o

. Coordenadas polares
. Areas y longitudes en curvas paramétricas

Universidad Pedagdgica y 1. Primitivas (antiderivadas)
) _ _ 2. Métodos de Integracion
Tecnoldgica de Colombia. Tunja 3. Integral definida
. . - 4. Teorema fundamental del calculo
(Licenciatura en Matematicas) 0 L
5. Solidos de revolucion
6. Longitud de Arco
Universidad Pedagdgica 'y 1. Integracion
o _ 2. Aplicaciones de la Integral
Tecnologica de Colombia. 3. Métodos de Integracion
(Matematicas) Sucesiones y series
Universidad Nacional Abiertaya 1. Integral de Riemann
) _ 2. Funciones Integrables
Distancia 3. Teorema fundamental del calculo
. . . 4. Maétodos elementales de Integracion
(Licenciatura en matematicas) ., .
5. Integracion Impropia
6. Aplicaciones
Ecuaciones Diferenciales
Universidad del Tolima 1. Integral Indefinida
2. Integral definida
(licenciatura en matematicas) 3. Técnicas de Integracion
4. Aplicaciones de la Integral

Series y sucesiones

Nota. Descripcion de los contenidos minimos abordados en un curso de Calculo Integral en universidades colombianas.
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5.1.3 El Calculo Integral en libros de texto

En este apartado se ha realizado el analisis semiodtico a los libros de texto de caracter
universitario, los cuales son un recurso importante para los cursos de Célculo Integral en el
curriculo colombiano. En estos textos se analizan los significados parciales pretendidos para el
objeto Integral, para llegar a determinar los significados institucionales de este objeto. Los libros
de texto que se escogieron para este analisis pertenecen a editoriales de gran difusion a nivel
universitario y de matematica avanzada. Son cuatro textos universitarios que dan lugar a la
construccion del significado institucional de referencia pretendido.

En cada texto se considerd la unidad correspondiente al objeto Integral en cuanto a qué
conceptos o significados institucionales incluye y qué tipos de problemas se presentan, (ver tablas
5.2-5.9). En cada tabla se realiza una descomposicion en tres partes la primera y la segunda
columna dan lugar a los titulos literales de cada texto y la tercera columna presenta los conceptos
abordados en cada uno de estos apartados. En la Gltima fila de cada tabla se describe el enfoque
metodoldgico de las actividades, asi como un recuento de los problemas, ejercicios de aplicacion
tedrica y procedimental.

Calculo de una variable Larson R y Edwards B.

El libro de texto de la editorial McGraw-Hill, denominado “Calculo 1 De una variable 92
edicion” fue editado y publicado en el afio 2010, en la ciudad de México (México): presenta una
estructura curricular formada por un capitulo de preparacion al Calculo y nueve capitulos
orientados al estudio de limites y sus propiedades, continua con derivacion, aplicaciones de la
derivada, integracion, funciones logaritmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes,

ecuaciones diferenciales, aplicaciones de la integral, técnicas de integracion, regla de L Hopital e
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integrales impropias y series infinitas. El concepto de Integral aparece en los capitulos 4, 5, 7,8

desde la pagina 247 hasta la 593.

Tabla 5.2
Descripcion libro Calculo de una variable
Contenidos
Antiderivadas o Antiderivada o primitiva
primitivas e Definicion, representacion de antiderivadas 0 primitivas

integracion indefinida ~ Teorema y demostracion de representacion de antiderivadas
Notacion para antiderivadas o primitivas
Reglas bésicas de integracion
Aplicacién de las reglas basicas de integracién
Integracion de funciones polinomiales
Recomendacion utilizando la tecnologia
Condiciones iniciales y soluciones particulares
Solucién de un problema de movimiento vertical (aplicacion movimiento
proyectiles fisica)
Ejercicios (76 ejercicios estructurados en el desarrollo del algoritmo de
primitivas, 24 ejercicios direccionados a aplicaciones en fisica y biologia,

Area Notacion sigma
Férmulas de suma empleando la notacion sigma
Anécdota Gauss
Area
Arquimedes y el método de exhauscion (Aclaracion)
El &rea de una regién plana
Aproximacién del area de una regién plana
Sumas superior e inferior
Representaciones graficas de area de regiones planas, regiones
Limites de las sumas superior e inferior
Definicion del area de una regién en el plano
Hallar el area mediante la definicion de limite
Una region limitada por el eje y
Ejercicios una cantidad de 94 ejercicios identificando el algoritmo de
notacion sigma, sumas y limite de sumas

Sumas de Riemann e Explicacién de una Suma de Riemann
integrales definidas Una particion con subintervalos de anchos desiguales
Biografia de Georg Friedrich Bernhard Riemann
Definicidon de una suma de Riemann
Definicion de Integrales definidas
Teorema de continuidad e integracion
Evaluacion de una integral definida como limite
Teorema y representacion grafica de la integral definida como area de una
region

Nota. Descripcién de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial McGraw-Hill.
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Tabla 5.2 (continuacion)
Descripcion libro Calculo de una variable

Contenidos

Sumas de Riemanne  Areas de figuras geométricas comunes (graficas y expresion algebraica de
funciones que forman rectangulos, trapezoides, semicirculos)

integrales definidas Representacion grafica y enunciado del teorema de adicion de intervalos
Evaluacion de una integral definida
Ejercicios ( 80 ejercicios, los cuales vienen secuenciados para mecanizar el
algoritmo de la suma de Riemann, Integral definida y algunas demostraciones
de integrales)

El teorema llustracion de teorema fundamental del calculo
fundamental del Definicion y demostracion del teorema fundamental del célculo
calculo Algoritmo para el desarrollo integral definida

Teorema del valor medio para integrales

llustracion, definicion, demostracion del teorema del valor medio
Definicion valor medio de una funcion

Interpretacion de segundo teorema del célculo

Funcion acumulacion

Definicion y demostracion del segundo teorema fundamental del calculo
Teorema del cambio neto

Algoritmo de aplicacion del teorema del cambio neto

Ejercicios (117 ejercicios estructurados entre el algoritmo de primer y segundo
teorema fundamental del calculo, aplicaciones de estos teoremas e
interpretacion de gréficas)

Integracion por Reconocimiento de patrones

sustitucion Teorema de antiderivacion de la funcién compuesta
Algoritmo de antiderivacion compuesta
Propiedades de integracién
Cambio de variable
Algoritmo cambio de variable
Regla general de potencia para integrales
Teorema de la regla general de potencia para integrales
Cambio de variable para integrales definidas
Teorema de cambio de variable para integrales definidas
Integracion de funciones pares e impares
Definicion y demostracion del Teorema integracion de funciones pares e impares
Ejercicios (140 ejercicio estructurados entre el algoritmo de sustitucion, cambio
de variables, algunas aplicaciones y demostraciones de teorema)

Integracién numérica  La regla de los trapecios
llustracion y definicion del Teorema dela regla de los trapecios
Regla de Simpson
Definicion y demostracion del Teorema de la integral de p(x) = ax? + bx + ¢
Definicion y demostracion regla de Simpson
Andlisis de errores Ejercicios (56 ejercicios estructurados en algoritmos,
aplicaciones y demostraciones utilizando la regla de los trapecios y Simpson)
Problemas (21 aplicando los temas vistos en el capitulo)

Nota. Continuacion de la descripcion de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial McGraw-Hill
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Tabla 5.2 (continuacion)
Descripcion libro Célculo de una variable.

Contenidos
Aplicaciones de la Area de una region entre dos curvas
Area de una region entre curvas que se intersecan
integral La integracién como un proceso de acumulacion

Volumen: el método de los discos

Método de las arandelas (anillos)

Solidos con secciones transversales conocidas
Método de las capas

Longitud de arco y superficies de revolucion
Trabajo realizado por una fuerza constante
Momentos, centros de masa y centroides
Teorema de Pappus

Presion y fuerza de un fluido

Técnicas de Adaptacion de integrados a las reglas basicas
Integracion por partes
integracion e Método tabular

Integrales trigonométricas
integrales impropias Sustituciones trigonomeétricas
Fracciones simples o parciales
Integracidn por tablas
Formulas de reduccion
Definicion de integrales impropias con limites de integracion infinitos

Andlisis Las unidades didacticas estan divididas en secciones como se indica en la segunda
columna, los ejemplos estan estructurados en el desarrollo de una propiedad,
definicidn o teorema con respecto al objeto integral y al término de cada una de ellas
se proponen un conjunto variado de ejercicios de aplicacion tedrica y procedimental.
Los ejercicios son de tipo grafico, simbolico y los enunciados son verbales.

Nota. Continuacion de la descripcion de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial McGraw-Hill

Los significados institucionales pretendidos en el libro de la editorial Mc-Graw-Hill segln la
tabla 5.2 para la integral, corresponden a:

Tabla 5.3
Significados pretendidos de la editorial Mc-Graw-Hill

Significado Institucional

SP1T1: Area SP9:T1 Integral indefinida

SP2T1: Método de exhauscion SP10T1: Teorema Fundamental del Calculo
SP3T1: Sumas de Riemann SP11T1: Teorema del valor medio

SP4T1: Volumen SP12T1: Integracion numérica

SP5T1: Primitivas SP13T1: Trabajo

SP6T1: Longitud de area SP14T1: Centroides

SP7T1: Técnicas de integracion SP15T1: Integral impropia.

SP8T1: Integral definida

Nota. Significados parciales institucionales encontrados en el libro de la editorial Mc-Graw-Hill




El Célculo Leithold, L.
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El libro de texto de la editorial Harla, publicado en México, en el afio 1998, y escrito por

Leithlod, L, presenta una estructura curricular formada por catorce capitulos organizados en

unidades didacticas y dos apéndices, cada unidad esta dividida en distintos apartados. EI concepto

de Integral aparece en los capitulos 4, 5,6, 7, desde la pagina 296 hasta la 632.

Tabla 5.4
Descripcion libro Célculo de Leithold.

Contenidos

Integral definida e Antiderivacion

integracion

Algunas técnicas

para integracion

Area

Integral

definida

Definicion

Trece teoremas donde se define la antiderivacion y algunas
reglas para integrar

Demostracion de cada teorema

Ejemplo ilustrativo en cada teorema

54 ejercicios de repaso de capitulo entre algoritmos vy
graficas

Dos teoremas haciendo énfasis en la regla de la cadena para
integracion

Demostracion de los teoremas

Ejemplos ilustrativos de integracién haciendo uso de la
sustitucion

Definicion notacién sigma

Seis teoremas del calculo de sumatorias
Demostracion de cada teorema
Definicion de Area

Ejemplos ilustrativos del calculo de &reas

Explicacion introductoria a las sumas de Riemann
Definicidn analitica integral definida (2)

Definicion analitica de la medida del area de una region y
ejemplo.

Definicion de funciones continuas y positivas

Teorema y demostracion de la sumatoria de particiones en
una region plana

Cinco teoremas y demostracion de las propiedades de la
integral definida

Ejemplos ilustrativos para cada teorema

Nota. Desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial Harla



Tabla 5.4 (continuacion)

Descripcion libro Célculo de Leithold.
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Contenidos

Aplicaciones
adicionales de la

integral definida

Teorema valor
medio

Teorema
fundamental del
calculo

Area de una
region plana

Volimenes de
solidos (discos y
arandelas)

Volimenes de
solidos (capas)

Longitud de
arco

Centro de masa
de una barra

Centro de masa
de una lamina

Trabajo

Dos teoremas introductorios al valor medio de una integral
con demostracion y ejemplo ilustrativo

Teorema del valor medio con demostracion y ejemplo
ilustrativo

Introduccion histoérica del objeto integral
Teorema fundamental del calculo (I y I1)
Demostraciones y ejemplos ilustrativos del
fundamental del célculo.

teorema

Ocho ejemplos ilustrativos encontrando el area de una
regién recurriendo a particiones, sumas e integral definida.

Explicacion tedrica de sélidos y volumen
Definicion y teorema (2) de solidos con ejemplos
ilustrativos.

Explicacion teorica- analitica del volumen de un solido
Teorema del volumen de sélidos por capas
Demostracion y ejemplos ilustrativos

Explicacion teorica

Definicion

Teoremas de longitud de las curvas
Ejemplos ilustrativos

Explicacion teorica- analitica
Ejemplos ilustrativos
Definiciones de centro y momentos de una barra

Explicacion tedrica- analitica

Ejemplos ilustrativos

Definiciones de centro y momentos de una lamina
Teorema de Pappus

Explicacion tedrica
Definicion de trabajo
Ejemplos ilustrativos

Nota. Continuacion del desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial Harla



Tabla 5.4 (continuacion)

Descripcion libro Célculo de Leithold.
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Contenidos

Aplicaciones
adicionales de la
integral definida

Técnicas de

integracion, formas
indeterminadas, e
integrales impropias

Fuerza

Integracion por
partes

Integrales
trigonométricas

Integracion por
sustitucion
trigonométrica

Integracion de
funciones
racionales

Integracion
numérica

Forma
indeterminada o
Teorema del
valor medio
cauchy

Otra formas
indeterminadas

Explicacion teorica

Principio de Pascal

Definicion de fuerza en liquidos
Ejemplos ilustrativos

Formulas basicas de integracion
Explicacion analitica de la integracion por partes
Ejemplos ilustrativos

Explicacion tedrica y analitica
Ejemplos ilustrativos

Explicacion tedrica y analitica
Ejemplos ilustrativos

Explicacion teorica y analitica
Ejemplos ilustrativos
Teorema de propiedad y ejemplo ilustrativo

Explicacion tedrica introductoria a las reglas de trapecios y
Simpson

Ejemplo ilustrativo

Teorema regla de trapecio

Explicacion de tipos de errores (truncado y redondeo)
Teorema error truncado (2)

Teorema de Simpson (2)

Explicacion tedrica

Definicion de forma indeterminada
Teorema regla de L hopital (2)
Ejemplos ilustrativos

Teorema del valor medio de cauchy
Demostracion y ejemplo ilustrativo
Ejemplos ilustrativos

Teoremas regla de L"hopital (2)
Ejemplos ilustrativos

Nota. Continuacion del desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial Harla.



Tabla 5.4 (continuacion)
Descripcion libro Célculo de Leithold.
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Contenidos

Técnicas de Integrales Definiciones integrales impropia (3)
integracion, formas impropias con Ejemplos ilustrativos
indeterminadas, e limites de Explicacion teérica
integrales impropias  integracion

infinitos

Otras integrales Definicién integral impropia (3)

impropias Ejemplos ilustrativos

Analisis

Explicacion tedrica

Las unidades didacticas estan divididas en secciones como se indica en la
segunda columna, los ejemplos estan estructurados en ilustraciones, se observa
demostracion del desarrollo de una propiedad, definicion o teorema con respecto
al objeto integral y al término de cada una de ellas se proponen un conjunto
variado de ejercicios de aplicacion tedrica y procedimental. Los ejercicios son
de tipo grafico, simbdlico y los enunciados son verbales.

Nota. Continuacidon del desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial Harla

En la tabla 5.4 se evidencian los elementos matematicos que configuran la construccion del

objeto Integral y de sus aplicaciones, por lo que emergen los significados parciales de:

Tabla5.5

Significados pretendidos de la editorial Harla

Significado Institucional

SP1T2:
SP2T2:
SP3T2:
SPAT?2:
SP5T2:
SP6T2:
SP7T2:

Area SP8T2: Integral impropia

Integral definida SP9T2: Integracion numérica
Sumas de Riemann SP10T2: Teorema del valor medio
Meétodos de integracion SP11T2: Centroides

Primitivas SP12T2: Trabajo

Teorema Fundamental del Célculo SP13T2: Fuerza

Vollimenes

Nota. Significados parciales institucionales encontrados en el libro de la editorial Harla

Calculo de una variable. Trascendentes tempranas (62 ed.).

El libro de texto de la editorial Cengage Learning, escrito por James Stewart y colaboradores

en el afio 2008 en la ciudad de México, presenta una estructura curricular formada por una serie

de examenes preliminares para abordar el calculo, continua con la presentacion del libro en once

capitulos orientados al estudio de: funciones y modelos, limites y derivadas, reglas de la
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derivacion, aplicaciones de la derivacion, integracion, aplicaciones de la integracion, técnicas de
integracion, continua con mas aplicaciones de la integracion, ecuaciones diferenciales, ecuaciones
paramétricas y coordenadas polares, sucesiones y series finitas. EI concepto de Integral aparece en

los capitulos 5,6, 7,8 desde la pagina 2354 hasta la 565.

Tabla 5.6
Descripcion del libro de calculo de Stewart
Contenidos
Integrales Areas y El problema del area
distancias Explicacion teorica, grafica y analitica

Ejemplos ilustrativos

Definicion de area

El problema de la distancia

Ejemplo ilustrativo

Explicacion teorica, grafica y analitica

La integral Definicion
definida. Nota sobre Bernard Riemann
Notas sobre integral definida, sumas de Riemann (5)
Teoremas sobre integral definida (2)
Evaluacidon de integrales (propiedades de la sumatoria)
Ejemplos ilustrativos
Regla del punto medio
Ejemplo ilustrativo
Propiedades de la integral definida
Ejemplos ilustrativos
Demostracién de las propiedades

Teorema Explicacién teorica historica y analitica
fundamental del Teorema fundamental del calculo (2)
calculo Demostraciones y ejemplos ilustrativos
Integrales Explicacién teorica analitica
indefinidas y el  Tabla de integrales indefinidas

teorema del Ejemplos ilustrativos

cambio total Teorema del cambio total

Regla de la Explicacion teorica analitica
sustitucion Definicion de la regla

Integral definida
Simetria de integrales

Teorema de simetria
Nota. Desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial Cengage Learning




Tabla 5.6 (continuacion)

Descripcion del libro de calculo de Stewart
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Contenidos

Aplicaciones
de la integracion

Técnicas de

integracion

Areas entre
curvas

Vollimenes

Volimenes
mediante
cascarones
cilindricos
Trabajo

Valor
promedio
una funcion

de

Integracion por
partes

Integrales
trigonométricas

Sustitucion
trigonométrica

Integracion de
funciones
racionales por
fracciones
parciales

Estrategia para
integracion

Explicacion teorica analitica
Sumas de Riemann entre curvas
Definicion de area ente curvas
Ejemplos ilustrativos

Explicacion teorica grafica analitica
Definicion
Ejemplos ilustrativos

Explicacion teorica analitica
Definicion de cascarones cilindricos
Ejemplos ilustrativos

Explicacion teorica analitica
Definicion de trabajo
Ejemplos ilustrativos

Explicacion teorica analitica
Ejemplo ilustrativo
Teorema del valor medio

Explicacion teorica analitica
Formula de integracion por partes
Ejemplo ilustrativo

Ejemplos ilustrativos
Estrategias para evaluar integrales trigonomeétricas (3)

Explicacion teorica analitica
Tabla de sustituciones trigonométricas
Ejemplos ilustrativos

Explicacion tedrica analitica
Ejemplos ilustrativos
Racionalizacion de funciones

Explicacion tedrica
Tabla de formulas de integracion
Ejemplos ilustrativos

Nota. Continuacion del desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial Cengage Learning.



Tabla 5.6 (continuacion)

Descripcion del libro de célculo de Stewart
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Contenidos

Técnicas de
integracion

Mas
aplicaciones de
la integracion

Integracion por
medio de
tablas y
sistemas
algebraicos
Integracion
aproximada

Integrales
impropias

Longitud de
arco

Area de una
superficie de
revolucion

Tabla de integrales

Ejemplos ilustrativos

Sistemas algebraicos computacionales
Ejemplos ilustrativos

Explicacion tedrica analitica

Regla del punto medio

Regla del trapecio

Ejemplos ilustrativos

Regla de Simpson

Explicacidn teorica analitica regla de Simpson
Ejemplos ilustrativos

Cota de errores de la regla trapecio y Simpson
Explicacion tedrica analitica y gréfica
Intervalos infinitos

Definicion de integral impropia (2)

Ejemplos ilustrativos

Integrandos discontinuos

Ejemplos ilustrativos

Teorema de comparacion

Explicacion tedrica analitica y gréfica
Definicion de longitud de arco
Ejemplos ilustrativos

Funcion de la longitud de arco

Explicacidn teorica analitica y grafica
Ejemplos ilustrativos

Aplicaciones a
lafisicayala
ingenieria

Fuerza y presion hidrostatica
Explicacién teorica analitica
Ejemplos ilustrativos
Momentos y centro de masa
Fuerza y presion hidrostatica
Explicacion teorica analitica
Ejemplos ilustrativos
Teorema de Pappus

Ejemplo ilustrativo

Nota. Continuacion del desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial Cengage Learning
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Tabla 5.6 (continuacion)
Descripcion del libro de calculo de Stewart

Contenidos

Mas Aplicacionesa Superavit de consumo

aplicaciones de  laeconomiay  Explicacion tedrica

la integracion a la biologia Ejemplos ilustrativos
Flujo sanguineo
Explicacion teorica
Ejemplo ilustrativo
Rendimiento cardiaco
Explicacion tedrica
Ejemplo ilustrativo

Probabilidad Explicacion tedrica analitica
Ejemplos ilustrativos
Valor promedio
Explicacién teorica analitica
Ejemplos ilustrativos
Distribucion normal
Explicacion tedrica analitica
Ejemplos ilustrativos

Nota. Continuacion del desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Editorial Cengage Learning

Las unidades estan divididas en secciones como se indica en la segunda columna, los ejemplos
estan estructurados en una ilustracién, y se desarrolla un algoritmo para el desarrollo de alguna
propiedad, definicion o teorema con respecto al objeto integral y al término de cada una de estas
unidades, proponen un conjunto variado de ejercicios de aplicacion tedrica y procedimental. Los
ejercicios son de tipo gréafico, simbdlico y los enunciados son verbales.

En la tabla 5.6 se evidencian los elementos matematicos que para este autor configuran la

construccién del objeto Integral, los cuales hacen emerger los significados parciales:
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Tabla 5.7
Significados pretendidos de la editorial Cengage Learning

Significado Institucional

SP1T3: Primitiva SP9T3: Teoremas fundamentales de célculo
SP2T3: Integracion numérica SP10T3: Teorema de valor medio.
SP3T3: Area Aplicaciones de la integral

SP4T3: Distancia SP11Ta3: Integral impropia

SP5T3: Sumas de Riemann SP12T3: Longitud de arco

SP6T3: Integral definida SP13T3: Fuerza y presion, probabilidad
SP7T3: Integral indefinida SP14T3: Aplicaciones a la economia

SP8T3: Métodos de integracion SP15T3: Aplicaciones a la biologia.

Nota. Significados parciales institucionales encontrados en el libro de la editorial Cengage Learning

CALCULUS, Calculo con funciones de una variable, con una introduccion al Algebra
Lineal. (Vol. 1). (22 ed.).
El libro de texto de la editorial Reverté, cuyo autor es Tom Apostol y colaboradores, y su
traduccion en Barcelona en el afio 2001, presenta cuatro apartados los cuales estan orientados a
preparar los elementos tedricos que conforman los dieciséis bloques tematicos que configuran la
estructura curricular del mismo. EI concepto de Integral aparece antes que el de derivada, en los
apartados 1, 2 dando orientacion al objeto matematico y posteriormente en los capitulos 5, 6 se
expone los significaos y algoritmos asociados al calculo de integrales. Estos estan descritos de las

paginas 59-153 y 247 a 328.



Tabla 5.8
Descripcion del libro Calculus
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Contenidos

Los conceptos del  El concepto de area como
funcion de conjunto

Célculo Integral

Intervalos y conjuntos de
ordenadas

Particiones y funciones
escalonadas

Suma y producto de
funciones escalonadas

Definicion de integral para
funciones escalonadas

Propiedades de la integral de
una funcion escalonada

Otras notaciones para las
integrales

La integral de funciones mas
generales

Integrales superior e inferior

El area de un conjunto de
ordenadas expresada como
una integral

Observaciones relativas a la
teoria y técnica de la
integracion

Funciones mondtonas y

mondtonas a trozos.

Integrabilidad de funciones
monotonas acotadas

Explicacion teorica
El &rea como funcién: axiomas y regiones
Definicion axiomatica

Explicacion tedrica y grafica

Explicacion teorica- analitica
Definicion de particién
Definicion de funcién escalonada

Explicacion teorica -gréfica

Explicacion tedrica analitica y gréfica
Ejemplo ilustrativo

Explicacion tedrica
Siete enunciados de teorema con explicacion
tedrica y/o grafica

Explicacion teorica

Explicacion tedrica analitica grafica
Definicion de integral de una funcion acotada.

Explicacion teorica- analitica
Enunciado teorema

Enunciado de dos teoremas
Demostracion de teorema de area

Explicacion tedrica

¢Qué funciones acotadas son integrables?

Si una funcién f es integrable, cémo se calcula la
integral de f?

Presenta la gréfica de funciones crecientes,
crecientes en sentido estricto, decreciente en
sentido estricto y monétono a trozos.

Ejemplos ilustrativos

Enunciado del Teorema de una funcion mondétona
y su demostracion.

Nota. Desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Reverte.



Tabla 5.8 (continuacion)
Descripcion del libro Calculus
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Contenidos

Los conceptos del

Célculo Integral

Algunas
aplicaciones del
Calculo Integral

Calculo de la integral de una
funcién mondtona acotada

Célculo de la integral
fob xPdx siendo p entero
positivo

Propiedades  fundamentales

de la integral
Integracion de polinomios

Demostraciones de las

propiedades fundamentales
de la integral

El area de wuna region
comprendida  entre  dos

graficas expresada como una
integral

Ejemplos resueltos

Las funciones

trigonométricas

Formulas de integracion para
el seno y el coseno

Descripcion geométrica de
las funciones seno y coseno

Coordenadas polares

La integral para el area en
coordenadas polares

Teorema y demostracion.

Teorema y demostracion.

Teoremas (4)

Explicaciones analiticas.

Demostraciones

Explicacion tedrica analitica
Teorema
Demostracion

Ejemplo ilustrativo (5)

Definicidon de ©t

Enunciado teorema

Explicacion tedrica

Propiedades fundamentales del seno y coseno
Enunciado de teorema

Demostracion

Teoremas (2) con demostracion
Ejemplos ilustrativos

Explicacion tedrica analitica y grafica

Explicacion teérica grafica analitica

Explicacion tedrica gréafica analitica
Teorema
Demostracion

Nota. Continuacion del desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Reverte.



Tabla 5.8 (continuacion)
Descripcion del libro Calculus
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Contenidos

Algunas
aplicaciones  del
Calculo Integral

Relacién entre la
integracion y la
derivacion

Aplicacion de la integracion
al céalculo de volumenes

Aplicacion de la integracion
al concepto de trabajo

Valor medio de una funcién

La integral como funcion del
limite superior. Integrales
indefinidas

La derivada de una integral
indefinida. Primer teorema
fundamental del calculo

Teorema de la derivada nula

Funciones  primitivas vy
segundo teorema
fundamental del calculo

Propiedades de una funcién
deducidas de propiedades de
su derivada

La notacion de Leibniz para
las primitivas

Integracion por sustitucion

Explicacion teorica analitica
Teorema de sélido de Calieveri
Demostracion

Ejemplo d un solido de revolucion

Explicacion tedrica

Ejemplo

Propiedades fundamentales del trabajo
Teorema y demostracion

Ejemplo

Explicacion teorica analitica

Explicacion teorica analitica

Definicion de integral indefinida

Definicion de funcion convexa

Enunciado de teorema de funcién convexa y
demostracion

Ejemplo

Enunciado del teorema fundamental del céalculo
Demostracion

Enunciado del teorema

Definicion de funcidén primitiva

Enunciado segundo teorema fundamental del
calculo

Demostracion

Ejemplo ilustrativo

Explicacion tedrica

Explicacion teorica analitica

Explicacion teorica analitica
Ejemplos ilustrativos

Enunciado de teorema de sustitucion
Demostracion

Nota. Continuacion del desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Reverte.



Tabla 5.8 (continuacion)
Descripcion del libro Calculus
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Contenidos

Relacién entre la
integracion y la
derivacion

Funcion
logaritmo
Funcién
exponencial y
funciones
trigonométricas
inversas

Integracion por partes

Formulas de derivacion e
integracion en las que
intervienen logaritmos
Funciones exponenciales

Inversas de las funciones
trigonométricas

Integracion por fracciones
simples

Integrales  que pueden
transformarse en integrales de
funciones racionales

Explicacion analitica

Ejemplos ilustrativos

Enunciado del segundo teorema de valor medio
para integrales

Demostracion

Explicacion tedrica analitica y gréafica

Explicacion tedrica analitica y grafica
Explicacion tedrica analitica y grafica
Explicacion tedrica analitica
Ejemplos ilustrativos

Explicacion teorica analitica
Ejemplos ilustrativos

Nota. Continuacion del desarrollo de contenidos y actividades sobre Integral. Reverte.

Las unidades estan divididas en secciones como se indica en la segunda columna, los ejemplos

estan estructurados en la ilustracion y desarrollo de un algoritmo para el desarrollo de alguna

propiedad, definicion o teorema con respecto al objeto integral y al término de cada una de ellas

se proponen un conjunto variado de ejercicios de aplicacion tedrica y procedimental. No aparece

la nocion de sumatoria de Riemann, el desarrollo del libro es tedrico. Los ejercicios son de tipo

grafico, simbolico y los enunciados son verbales. En la tabla 5.8 se evidencian los elementos

matematicos configuran la construccion del objeto Integral, denotando los significados parciales

de:

Tabla 5.9

Significados pretendidos de la editorial Reverté

Significado Institucional

SP1T4: Funcién
SP2T4: Primitivas
SP3T4: Area

SP4T4: Integral definida
SP5T4: Integral indefinida

SP6T4: Volumen

SP7T4: Trabajo

SP8T4: Teoremas fundamentales del célculo
SP9T4: Continuidad de funciones

SP10T4: Métodos de integracion.

Nota. Significados parciales institucionales encontrados en el libro de la editorial Reverté
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Como resumen en el anlisis de los libros de texto se determinaron significados parciales
emergentes comunes, los cuales configuran el significado institucional de referencia para el objeto
Integral. En esta linea se ha realizado una sintesis o resumen de estos significados en los libros de
texto analizados de acuerdo a la editorial a la que pertenece cada libro (ver tabla 5.10).

A partir del estudio realizado en los libros de texto podemos concluir que dos libros comienzan
su explicacién con la nocion intuitiva de area y otros dos con la definicion de anti derivada. Es
comun observar que los significados que méas se presentan en estos textos son los que hacen
referencia a las técnicas de integracion, y a algunas aplicaciones en fisica. Debido a la fecha de
edicidn se observa la incorporacion de tecnologias en el desarrollo de algoritmos para el objeto
integral como se ilustra en los libros mas modernos, ademés dos libros hacen referencia a la
construccion histdrica del objeto integral describiendo los procesos y autores que aportaron e n
este desarrollo en el tiempo, tres de los libros se centran en el desarrollo de algoritmos que llevan
a solucionar una integral y no en la esencia del objeto integral visto desde el desarrollo histérico
epistemoldgico, la mayoria de los libros presentan la aplicacion de la integral en las ciencias
sociales, fisica y geométrica, en el libro del calculo de Apdstol no se hace énfasis en la nocion de
integral definida como el limite de sumas, es decir las sumas de Riemann como en los demés

textos.
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Tabla 5.10
Tabla de significados en cada libro de texto
Significados de Editoriales

referencia del :
objeto integral Harla Reverte Cengage McGraw-Hill

Learning
Area X X X X

Método de X
exhauscién

Sumas de X X X
Riemann

Primitiva
Integral definida

Volumen

X X X X

Trabajo

Longitud de arco

X X X X X X

Fuerza y presién

X X X X X X X
X X X X X X X

Centros de
gravedad
Probabilidad

Economiay
Biologia

Teorema del valor X X X X
medio

Integral X X X
indefinida

Teorema X X X X
fundamental del
calculo

Métodos de X X X X
integracion

Integral impropia X X X

Integral numérica X X

Nota. Significados de referencia que configuran el concepto de integral en los libros de texto.
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En la tabla 5.11 se realiza un resumen de los significados parciales encontrados en el recorrido
historico y epistemoldgico, al igual, que los significados de referencia encontrados en los libros de
texto, y que de acuerdo al EOS y la herramienta de sistemas de practicas en los significados (figura
2.5), la unidn, de estos significados declaran lo que nosotros Ilamaremos el Significado Global del

Objeto Integral.

Tabla5.11

Significado Global del objeto Integral
Significados Parciales Significados Parciales de  Significado Parciales
Estudio Histdrico referencia en los textos Globales

SPH1.1. Area de una region por ~ SPR1.Area SG1. Area

formula

SPH2.1 VolUimenes por SPR2. Sumas de Riemann SG2.Metodo de exhauscion

formulas

SPH3.1 método exhaustivo para  SPR3. Primitiva (Antiderivada)  SG3.Sumas de Riemann
calcular areas

SPH3.2=SPH1.4 Método SPR4. Integral definida SG4. Primitivas
exhaustivo
SPH3.3=SPH1.5 Método SPR5. Volumen SG5. Integral definida
exhaustivo
SPH3.1=SPH1.6 Método SPR6. Trabajo SG6. Integral Indefinida
exhaustivo para calcular areas
SPH4.1 Integral Indefinida SPRY7. Longitud de arco SG7. Teorema fundamental del
célculo

SPH2.2 Volumenes SPR8. Fuerza y presion SG8. Continuidad de funciones
SPHA4.2: Integral Indefinida SPR9. Teorema del valor medio  SG9. Métodos de Integracion
SPH6.1: Teorema fundamental ~ SPR10. Integral indefinida SG10. Volumen
del célculo. Forma 1
SPH4.3: Antiderivada SPR11. Teorema fundamental SG11.Longitud de arco

del Célculo
SPH4.4:; Antiderivada SPR12. Métodos de integracion ~ SG12.Trabajo
SPH4.5: Integral por series SPR13. Integral impropia SG13. Fuerza y presion
SPHA4.5 Integral por series SG14.Integral Impropia

SG15. Integral por series

Nota. Significados: SPH (Significados parciales histdricos), SPR (Significado Parcial de Referencia), SG (Significado Global).
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5.2 Disefio del instrumento para caracterizar el conocimiento didactico matematico del
estudiante de formacion matematica en el objeto integral

Bajo la nocidn de “sistemas de practicas” se busca analizar y comparar la adaptacion que se
realiza a los conocimientos matematicos en diferentes sistemas institucionales, contextos de uso y
juegos de lenguaje (Wittgenstein, 1953). Para ello se hace uso de un conjunto de situaciones
denominadas objetos primarios tales como: situaciones, procedimientos, lenguajes, conceptos,
propiedades y argumentos; estas se relacionen entre si para formar lo que Ilamaremos
configuraciones epistémicas definidas como las redes de objetos emergentes de un sistema de
practicas (Godino, Contreras y Font, 2006). En este sentido, los estudios sobre el conocimiento que
deber tener el futuro profesor de matematicas o el profesor en ejercicio, para lograr un aprendizaje
idéneo de sus estudiantes, parten del supuesto que el profesor posee un conocimiento amplio del
contenido matematico, pero se considera que en esencia, se necesita de muchos otros
conocimientos complejos que potencien en el estudiante de formacion matematica, un
conocimiento comun del contenido matematico y un conocimiento ampliado de este contenido, al
tomar como supuesto que el estudiante de licenciatura en matematica y el estudiante de
matematica, necesitaran de este conocimiento del objeto integral para la labor de la ensefianza,
puede ser en la educacién media (Grado 11) o en la educacion superior ya que no solo en la
universidad se imparte este conocimiento sino también en algunos de los colegios del contexto
Colombiano, ya se ensefia este objeto matematico. Y con mayor razon el profesor en ejercicio.

En esta direccion, en primer lugar se describe el proceso de disefio e implementacion del
cuestionario (prueba piloto), que permite realizar el analisis a las dificultades de los estudiantes
(dimension cognitiva en el modelo CDM del conocimiento del profesor), y la identificacion de

problematicas al interior del cuestionario para llegar a proponer la version definitiva la cual no se
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implementa ya que el estudio se enfoca en la caracterizacion de la dimension epistémica, es decir
en cuanto a la identificacion de tareas propias del conocimiento comdn y el ampliado que
estructuran el Conocimiento del profesor (incluye futuro profesor) para la ensefianza de topicos de
Célculo Integral ; es decir, en palabras de Shulman (1987), se caracteriza el conocimiento del
contenido matematico para el profesor de topicos de célculo integral.

Se especifica en este apartado como parte de justificacion del argumento dado que la
construccion del estudio epistémico historico del objeto Integral resultd bastante complejo en
cuanto al objeto y en cuanto al tiempo para realizar el recorrido histérico segin una busqueda
documental cuidadosa. Este estudio se toma como base para caracterizar la dimension epistémica
o dimension matematica siguiendo el modelo del CDM del profesor, en este aspecto algunas tareas
o0 problemas identificados en el estudio forman parte del cuestionario y especificamente en cuanto
a la identificacion del Significado Global de la integral.

El cuestionario piloto, o prueba piloto se implementd con el objetivo de caracterizar las
dificultades de los estudiantes (dimensién cognitiva) en primer lugar y como segundo aspecto para
validar la identificacion de la seleccién de tareas propias del CCC y el CAC lo cual que tiene
mucha utilidad para la comunidad educativa (seleccion de profesores para la asignatura y analisis

de planes de formacion de Licenciatura en Matematicas y Matematicas).

5.2.1 Construccion del cuestionario CDM integral

Criterios para la seleccién de tareas

Para la elaboracién del instrumento que permite la caracterizacion de la dimensién epistémica
del Conocimiento del profesor, se sigue el modelo propuesto por Pino (2015). En este modelo, la
dimension epistémica hace referencia al conocimiento del objeto integral, respecto al contenido

matematico y al contexto institucional en el cual se realiza el proceso de estudio en este sentido se
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identifican tareas propias del CCC y CAC. Para la construccion del instrumento CDM-Integral, se
seleccionaron tareas de un banco de tareas de 30 posibles situaciones problemas, donde se incluyen
todos los problemas emergentes del estudio historico epistemoldgico. Para esta seleccion se
tomaron tres criterios:

El criterio 1, respecto al contenido curricular: se relaciona con los contenidos propuestos en
los programas de formacién matematica (Licenciatura en Matematicas y Matematicas) para el
objeto Integral. De igual forma se revisaron los contenidos curriculares del programa de Calculo
Integral de las universidades: Universidad Pedagdgica y Tecnoldgica de Colombia, Universidad
de los Andes, Universidad Nacional Abierta y a Distancia y Universidad del Tolima.

El criterio 2, se toma respecto a la globalidad del significado del objeto integral, esto hace
referencia a que las tareas proporcionen informacion sobre un significado de referencia respecto
al significado institucional del objeto integral, el cual se define a partir de dos nociones: el
significado global, que comprende los diversos significados parciales de un objeto matematico y
el significado de referencia, entendido como los sistemas de précticas que se usan como referentes
para elaborar los significados que se pretenden incluir en los procesos de estudio de una institucion
de ensefianza concreta (significados institucionales). En esta direccion, el significado de
referencia, hace parte del significado holistico del objeto matematico (Pino-Fan, Godino y Font,
2011).

El criterio 3, se relaciona con el conocimiento especializado de la dimension matematica del
conocimiento del profesor que en el modelo de Pino (2015) corresponde a caracterizar las tareas
propias del conocimiento comun del contenido y conocimiento ampliado del contenido
matematico. En la figura 2.7 (Pino-Fan y Godino, 2015) se establece la dimension matematica del

conocimiento didactico matematico dividida en un conocimiento comuin del contenido matematico
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y el conocimiento ampliado del contenido. En la misma direccion, el conocimiento especializado
sobre el contenido matematico se relaciona con tareas del profesor; estas incluyen elaborar la
configuraciéon de los objetos puestos en juego para la solucion de la tarea, esto es, dada una
situacion problema identificar los conceptos, las proposiciones, los procedimientos, los lenguajes
y los argumentos que se utilizan para solucionar el problema. El andlisis de este conocimiento no
forma parte del presente estudio, ya que se presenta un cuestionario que permite caracterizar CCC
y CAC porque no se considerd la valoracion de la idoneidad epistémica y por tanto no se
implementa el cuestionario con los futuros profesores o con profesores en ejercicio. El
conocimiento especializado se relaciona con el uso de los diferentes procedimientos (intuitivos y
formales), con la identificacion de los conceptos y propiedades puestos en juego para la solucion
de la tarea; asi como con las explicaciones y justificaciones de las soluciones dadas a la tarea.

En la tabla 5.12 se presentan los tres criterios para la seleccion de tareas de un banco de 30
problemas. Cada problema se analizé respecto a su adaptacion a cada uno de los tres criterios; se
disefia el cuestionario CDM- integral y se valida por 6 expertos, Doctores en Matematicas,

Magister en Matematicas, y Doctores en Educacion.
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Criterios para la construccion del CDM-Integral
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Criterio 1
Contenido Curricular

Criterio 2
Significados de la integral

Criterio 3
Conocimiento Matematico del
Contenido

1. Antiderivadas 1. Areas CccC
2. Areas .
3. Sumas de Riemann 2. Sumas de Riemann CEC
4. Integrabilidad de funciones 3. Método de exhauscion
Continuas 4. Integrales definidas CAC
5. Propiedades de la integral ‘
definida 5. Primitivas
6. Teorema del valor medio 6. integrales indefinidas
7. Los dos teoremas '
fundamentales del calculo. 7. volUumenes
8. Integral _I[nproplzjm . 8. sOlidos de revolucion
9. Integracion numérica
10. Aplicaciones de la Integral 9. TFCformal
10.1 Area entre curvas 10. TFC forma 2
10.2 Volimenes de Solidos 11. Longitud de arco
10.3 Sélidos de revolucion .
10.4 Longitud de Arco 12. Trabajo
10.5 Trabajo 13. Integral impropia
10.6 Centros y centroides de » -
masa 14. Integracion numérica

Nota. Criterios para la seleccion de tareas en el CDM-integral

5.2.2 Tareas del Cuestionario CDM-Integral

Se presenta el analisis a las tareas segun el juicio de seis expertos y la experiencia del

investigador en tdpicos del Calculo Integral, este proceso result6 bastante complejo en cuanto a la

experiencia de los expertos y del investigador respecto al analisis de la dimension epistémica del

conocimiento didactico matematico del objeto integral, debido a la complejidad del objeto

matematico. Respecto al significado del objeto integral su complejidad se evidencia en la

reconstruccion del estudio epistémico que llevo al surgimiento de este objeto matematico por parte

del trabajo de los matematicos en las diferentes épocas de la historia.
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Tarea 1:

De acuerdo con la imagen:

a) Se puede afirmar que el area de la region sombreada es mayor que una unidad cuadrada y
menor igual a tres unidades cuadradas. Justifique

b) Se puede hallar el valor del area de la regién sombreada en forma més exacta. ;Como?
¢Cual seria el valor? Justifique

Solucion a la tarea 1:
La solucion a la tarea 1 corresponde a la solucion exhaustiva a través de rectdngulos inscritos en
la curva o por encima de la curva,

a) Los graficos muestran una posible solucién a la aproximacién del area bajo la curva
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AT:AFJ.+‘4F‘2+A?‘3 AR:bxh
A4 =1x2=2;4,,=1x1=1;4;=1x06=0.6

Ar=2+1+06=36u’

AT:AFL+AF‘2+"'+AJ"15 Aﬂsz}l

A, =02x2=04;4,,=02x17=034;4,5=02 x14=0.28;
Ae=02 x1.2=024; 4,5 =02 x1.1=0.22; 4,5 =02 x1=02;
A,=02 x09=0.18; 4,5 =02 x0.85=0.17; A,9=0.2 x 0.8 =0.16;
Ayp=02 x07=014; 4,5, =0.2 x0.65=0,13; 4,5, =02 x 0.6 =0.12;

A3 =02 x059=0118; 4,4, =02 X 0,57 = 0.114; 4,, = 0.2 x 0.5 = 0.1;

AT = Ai‘i +AJ"2 + -”+AJ‘"J.5

Ar=04+034+028+024+022+02+018+0,17+0,16+0,14+ 0,13+ 0,12
+ 0,118 + 0,114 + 0.1 u?

Ap = 29127
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AT:AFL-I-A?‘Z-I—A?‘E AR:EJXJI

A, =1%x1=1;4,,=1%x07=07;4,;=1 x05=0.5;

AT = AF‘l +.¢"‘],..2 + “'+A1"J.5

Ar=1+0,7 +0,5u

Ap = 2,202
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AT=AFJ_+A,12+"'+AJ,.15 AH=II><F‘:

A, =02x17=034;4,,=02x14=0.28;4,; =02 x 125 = 0.25;
A,.=02x1.1=022; 4,5 =02 x1=0.2; 4., = 0.2 x 0.9 = 0.18;

A7=02 x0.85=017; 4,53 =02 x0.8=0.16; 4,5 =0.2 x 0.7 = 0.14;

Anp =02 x065=013; 4.y, =02 x0.6=0,12; 4., =02 x0.59 = 0.118;

Az =02 x057 =0.114; A.ys =02 x0,5=0.1; A.s = 0.2 x 0.45 = 0.09;

AT = A?‘i +AJ"2 + -+ A'I"J.E

Ar=034+028+024+022+02+0,18+0,17+0,16+ 0,14+ 0,153+ 0,12 + 0,118
+ 0,114 + 0.1 + 0.09 u?

Apr = 2,602 u?
Por el método de Intervalos de Riemann se visualiza que el area es mayor que una unidad cuadrada
y menor que tres unidades cuadradas.
b) Se puede obtener dos formas de solucion: una incorporar el método de exhauscién de forma
infinita, hasta llegar a un aproximado del area debajo de la curva. Otra es disminuir el ancho de un

rectangulo hasta llegar a la definicién de Sumas de Riemann.
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Tarea 2:

Segun la figura:

a) Es posible afirmar que el area del cuadrado es mayor a la mitad del &rea del circulo.
Justifique

b) Si se duplica el nimero de lados al poligono inscrito. ¢;el area de este nuevo poligono
cubre o sobrepasa el area del circulo? Justifique

c) Se podria afirmar alguna relacion entre las areas de los poligonos que se generan y el
area del circulo. Justifique

Solucion tarea 2:

a) Como los triangulos T1, T2, T3, T4, T5, T6 son iguales, entonces el area del cuadrado
inscrito es igual a la mitad del circunscrito, lo cual es mayor a la mitad del circulo.

b) No sobrepasa el area del circulo, ya que se observa que, con respecto a la figura del
cuadrado original, se crean cuatro triangulos iguales que ocupan en gran parte el area
sobrante entre el circulo y el cuadrado.
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c) Sise repite el proceso anterior se puede afirmar que para algin poligono de infinitos
lados tiende a cubrir o agotar el circulo.

Tarea 3:

Dada la funcion:

4 P
/
—x2 43 x=<-1 : /
o .| 136 v=—1 12 /<
|IL,'{:I 2
x= —l<x<2 a1
—x+4 =2 . j\ . .
B 1. o F 3
/ 1-1

a) Calcula, en caso que sea posible, el area de la region limitada por la curva en el
intervalo [-2, 3].

b) Si es posible, estima el valor de la integral definida en el intervalo [-2, 3]. Si no es
posible, explica por qué.

Solucién a la tarea 3:

a) [L(—x®+3)dx+ [ %% dx+ [ (—x+4) dx
b) J7,f(x) =517
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Tarea 4:

Dada la siguiente gréfica,

.

a) Halle la funcion sabiendo que esta pertenece a una funcion de tercer grado.
b) Calcule el area bajo la curva en el intervalo [-2,2]
c) Es posible afirmar que el area en el intervalo [-2,2] es 0. Justifique su respuesta

Solucion a la tarea 4:
a) Puntosdecorteenelejex, x =0,x =2,x = =2
Por tanto, se construye la funcion
x(x —2)(x +2) = x3 — 4x

b) f_02x3 — 4x dx+f_02 x® — 4x dx = 8u?

c) No es posible ya que no existe area negativa, el valor negativo del area solo implica es la
direccion del area.
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Tarea 5:
Dada la funcion
f(x) =1/x%,

a) Realice la gréfica de la funcion

b) Halle el area bajo la curva en el intervalo [-2,2]. Justifique su respuesta

c) ¢Que contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a
este problema?

Solucion a la tarea 5:

a)

b) No es posible determinar el area, ya que la funcidn no es continua ni acotada, por ende, la
integral que se formaria seria divergente
c) Continuidad de funciones, limites, integral, integral indefinida.
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Tarea 6:
La siguiente grafica corresponde al movimiento de un objeto en un tiempo. Determine la

respuesta en cada caso.

v(m/s
4

|/
1/

2 041 6 ¢ 10 2

a) ¢Cudl es la distancia recorrida por el objeto entre 0 y 4s?

b) ¢Cual es la distancia recorrida por el objeto entre 8 y 12s?

c) ¢Cuél es la distancia total recorrida por el objeto?

d) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a
este problema?

Solucion a la tarea 6:
a) [t dt
9 10 12
b) f; —2t+16 dt+ f;° —2 dt+ [, t—2 dt
C) fytdt+ [ 4 dt+ [0 —2t+16 dt+ [ —2t+16 dt+ [, —2 dt+
fiot—2 dt
Distancia total = 8m + 8m + 4m + 5m = 25m

d) Area, distancia como area
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Tarea 7:

a) Realice le modelo grafico y matematico de un tanque semiesférico lleno de agua, si el
radio mide 2 m.

b) A partir del modelo matematico defina el cilindro genérico

c) Encuentre el trabajo que se requiere para bombear el agua. (Pista: diferencial de
trabajo: dW = p g V1)

d) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a
este problema?

Solucion a la tarea 7:

a)

Partimos de la idealizacién de la esfera como una circunferencia en el plano R?, entonces:
Se tiene la circunferencia centra en (0,2) lo que sigue como:

x2+(y—2)?%=4
Desarrollando se obtiene el modelo del tanque

xX2+y2—4y=0

b) Para determinar el radio del cilindro se despeja x en el modelo

c) Paradeterminar el trabajo primero se obtiene el diferencial de trabajo:

dW = pgV.u Veu = nr2h

dW = pgrn(y4y — y?)*(2 - y)
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Luego se determina el trabajo

fo dw = fo pgr(4y —y2)*(2 —y) dy

d) Trabajo, integral definida, ecuacion de la circunferencia, conceptos de densidad y mm
Tarea 8:
Una particula oscila con un movimiento arménico simple, de tal forma que su aceleracion varia
de acuerdo con la expresion a(t) = —20 cos(2t + m /6) . Donde la distancia se mide en cm y el
tiempo en s. encuentre:

a) La funcion de desplazamiento

b) Ladistancia recorridaent = 4s

c) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a
este problema?

Solucién a la tarea 8:
Por definicion fisica la integral se comprende la velocidad como la antiderivada de la

aceleracion, y a su vez la distancia es la antiderivada de la velocidad por lo que:

Q) v={[a dt=f—20cos(2t+g) dt = —10sen(2t+g)+c
xzfv dt=f—105en(2t+%) dt = 5cos<2t+g)+c
x(t) = 5cos(2t+g)+c

b) x (4) = 5cos (2(4) + g) =3.9401 — 4.330 = —0.389
x (4) = 0.389

c) No tiene sentido encontrar una distancia negativa, la interpretacion fisica es que el objeto
ha retrocedido esta distancia de su punto de equilibrio.
d) Concepto de MAS, distancia, velocidad, aceleracion, integral, funcion
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Tarea 9:
Un coche viaja de Cucuta a Tunja a una velocidad constante de 90 km/h, a las 10 am pasé por
Bucaramanga, la cual esta ubicada a 196 km de Cucuta

a) Realice un grafico de velocidad vs tiempo y aproxime el paso por Cucuta.

b) ¢A qué hora parti6 de Cucuta?

c) Es necesario el uso del Calculo Integral. Justifique su respuesta

d) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucién correcta a
este problema?

Solucion a la tarea 9:

a)

V(km/h)

70
&0
50
40
30

20

b) [°v(Hdt =196
10
f 90dt = 90|10 = 196
X X

900 — 90x = 196

(196 — 900)
X=——

=7.82
-90

el automovil partio a las 7:50 am aproximadamente.

c) No es necesario, ya que se puede aplicar principios fisicos de velocidad y distancia
d) Integral definida.
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Tarea 10:
Dadas las funciones f(x) = x? — 2x y g(x) = 12 — x2.

a) Realice la gréfica de las funciones

b) Determine los puntos de interseccion de las funciones

c) Determine el area comprendida entre las funciones

d) ¢Que contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a
este problema?

Solucion a la tarea 10:
a)

flx) = x* —2x

o

@

-

5

-4

b) x? — 2x = 12 — x?
2% —2x—12=0
x2—x—6=0

(x—3)(x+2)=0

c) f32[12 — x? — x% + 2x]dx
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3
f [12 — 2x2 + 2x]dx = %5 u?
=

d) El area como integral entre curvas, funciones

Tarea 11:
Dada la funcién y = x?

a) Grafique el sélido que se forma al g al girar en torno al eje x la parabola en el intervalo
[0, 1].

b) Determine el volumen del sélido anterior

c) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a
este problema?

Solucién a la tarea 11:

a)

b) V= [ [f()]? dx

1 XS

1
V=7TJ [xz]zdx=7rj xtdx =m—
0 0 5

c) Solidos de revolucion a partir de una grafica, funciones
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Tarea 12:
A partir de una circunferencia de radio r

1) Grafique una esfera en un plano cartesiano

2) Demuestre porque A = . y? es un corte transversal de la esfera graficada en el punto
anterior
3) Demuestre que el volumen de una esfera de radio r es:
4

V==
37TT'

4) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucién correcta a este
problema?

3

Solucion a la tarea 12:

a)

b) Al realizar un corte lateral se visualiza el contorno de un circulo por lo que A = my?
representa el area del corte donde varia la altura por ende A = my?

c) V= fab AX)dx = f_rr (x? —r?) dx = f_rr Tix? — nr? dx

Tox3 T3 m(—r)3 2nrd  2mrd  4mrd
=—- nrzx|_rr = (— - m‘zr) - (u - m‘z(—r)> = + =

3 3 3 3 3 3

d) Funciones, ecuaciones de la circunferencia, areas, integral indefinida.
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Tarea 13:

Una empresa de Ingenieria se ofrece a construir un tanel, como muestra la figura.

a) ¢Qué cantidad de material debe extraerse para construir el tinel?

b) La parte superior del tlnel se tratara con un sellador impermeable que tiene un costo
de 5000 COP por metro cuadrado. ¢Cual es el costo total de la aplicacién del sellador?

c) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a
este problema?

Solucion a la tarea 13:
Se asume el tunel de forma parabdlica con vértice en (0,7) y cortesen el eje x (x = 10,x =
—10) por lo que el modelo del tinel en forma matematica es y = —0.07x% + 7

a) Entonces para determinar el material que se debe extraer es el formado por el prisma
cuya base es el area encerrada por la curva y altura 1.5km

10 280
(=0,007x%2 + 7) dx = —
~10 3

280
V =Ab ><h=T>< 1500 = 140000 u?

b) Es un problema de longitud de arco por ende se aplica la integral
b
L:f 1+ (y)? dx
a

Entonces y'(x) = —0.14x
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10
L= f J1+(=0,14x)% dx = 25.33m

-10

Entonces el area de la superficie es

A = 25.33 x 15000 = 380000 m?
Por lo tanto, el costo es de 1900000000 COP.

c) Funciones, parabola, longitud de curva, integral definida, area, volumen.

Tarea 14:

Se definen las funciones f, h: R > R , asi:

x4

h(x) :f t2f(t)dt
cos2x

x.Z
2J

fix)=e

a) Calcular h'(t)

b) Que elementos son necesarios para aplicar el teorema fundamental del céalculo

c) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucién correcta a
este problema?

d) ¢Si tiene alguna dificultad con cada item del ejercicio desde las matematicas, indique
el por qué?

Solucién a la tarea 14:

x4 ﬁ ﬁ x4 8 (cos2x)?
t?.ezdt =t% ez = x8e*"/2 — (cos(2x))%.e 2
coSs 2x cos2x

a) h'(t) =+

b) que las funciones sean continuas e invertibles.

c) Teorema fundamental del calculo.

Ahora bien, ya presentada la solucion de la prueba piloto se procede a categorizar éste, con
referencia a cada tarea, bajo los criterios establecidos anteriormente, es decir se describe el

significado y tipo de conocimiento que se pretende evaluar.
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Tareas del cuestionario piloto CDM-integral
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Tarea Significados Subitem Contenido curricular ~ Categoria del
CDM
1. Sumas de Riemann a. Método de exhauscion ~ CCC
Sumas de Riemann CccC
b. Ejemploy CEC
contraejemplos
2. Método de exhauscion a. Areas CAC
b. Areas ccc
c. Método de exhauscion ~ CAC
3. Integral definida a Integral definida CccC
Sumas de Riemann CCC
Integral Impropia CAC
Integracién numérica CAC
b. Integral definida CAC
4, Area a Resolver la tarea de ccc
construir una funcién
b Integral definida CAC
Sumas de Riemann CCC
Propiedades de la CAC
integral
Teorema fundamental CAC
del calculo
Integracion numérica CAC
c Integral definida CAC
5. Integral Impropia a Realizar la graficadela CCC
funcion
b Integral definida CCC
Integral Impropia CAC
c Revision de contenidos CEC

Nota. Descripcion de criterios en la construccién del cuestionario CDM-Integral
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Tabla 5.13 (continuacion)
Tareas del cuestionario piloto CDM-integral

Tarea Significados Subitem Contenido curricular ~ Categoria del
: CDM
6. Area a Resolver con ecuaciones CCC
Integral definida CAC
b Resolver con ecuaciones CCC
Integral definida CAC
c Resolver con ecuaciones CCC
Integral definida CAC
7. Trabajo a Graficar y modelar CCC
b Volimenes CCC
c Trabajo CAC
d Revision de contenidos  CEC
8. Integral indefinida a Integral indefinida CAC
b Integral definida CAC
Ecuaciones de MAS CCC
c Revision de contenidos  CEC
9. Integral definida a Graficar modelo CCC
b Integral definida CAC
c Ejemplos y CEC
contraejemplos
d Revision de contenidos  CEC
10. Avrea entre curvas a Graficar funciones CCC
b Resolyer sistemas de CcC
ecuaciones
o Avrea entre curvas CCC
d Integral definida CCC

Nota. Continuacion de descripcion de criterios en la construccion del cuestionario CDM-Integral
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Tabla 5.13 (continuacion)

Tareas del cuestionario piloto CDM-integral

Tarea Significados Subitem Contenido curricular Categoria del
CDM
11. Sélidos de revolucion a Graficar funciones CCC
b VVolumen de sélido de CCC
revolucién
c Revision de contenidos  CEC
12. S6lidos de revolucioén a Gréfico de funciones CCC
b Ejemplos y CEC
contraejemplos
c Sélidos de revolucion CAC
d Revision de contenidos  CEC
13 Integral definida a Integral definida CAC
Longitud de arco b Longitud de arco CAC
c Revisidn de contenidos  CEC
14, Teorema fundamental del a Teorema fundamental CAC
calculo del calculo
b Revision de contenidos  CEC
c Revision de contenidos  CEC

Nota. Continuacion de descripcion de criterios en la construccion del cuestionario CDM-Integral

5.2.3 Analisis cuantitativo y cualitativo de la prueba piloto del Cuestionario CDM — Integral

El cuestionario piloto se aplicd a 2 grupos de 18 y 15 estudiantes, en la asignatura de célculo
Integral; donde se les solicitaba responder con el objetivo de evaluar aspectos cualitativos y
cuantitativos, tales como; el tiempo de prueba, claridad, comprension de las preguntas y
dificultades del cuestionario. Se aplico la prueba piloto para evaluar el indice de dificultad de las
preguntas, y, de igual forma sustentar la validez y fiabilidad del cuestionario (Muiiiz, 2010) y
principalmente, con el objetivo de identificar las dificultades y errores de los estudiantes al dar
respuesta a los problemas presentados lo cual permite caracterizar la dimension cognitiva en el

modelo CDM del conocimiento del profesor, es decir se identifican estas dificultades como aporte
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del trabajo para la practica pedagdgica que requiere que el profesor o el futuro profesor conozca
en el disefio de un proceso de instruccion.

Al iniciar la prueba piloto se les dio a conocer a los estudiantes, las instrucciones claras y
precisas sobre como responder el cuestionario, y el objetivo principal de este cumpliendo con el
sentido ético de la investigacion que segin Meneses (2011) es responsabilidad del investigador
habilitar los mecanismos que permitan informar los objetivos de la investigacion y registra el
consentimiento de los participantes, y de la misma forma respetar el derecho a la no participacion
en esta.

Los resultados individuales en la prueba piloto se presentan en la tabla 5.14. Para la valoracién
de la prueba se analizaron todas las preguntas disefiadas, con una escala de 0.0 a 5.0, como es
habitual en el contexto universitario colombiano. Para este analisis se considera la variable “grado
de correccion de respuestas al item”, donde se asigna 0 si la respuesta es incorrecta, 5 si la respuesta
es correcta, y un valor entre 0 y 5 si la respuesta es parcialmente correcta.

Estos resultados permiten generar el analisis y caracterizacion de las dimensiones epistémica y
cognitiva, las cuales fueron tomadas como categorias de la investigacion, por lo que, estos
resultados seran transformados a equivalencias entre 0 y 1, para conocer e interpretar las variables
de indice de dificultad, los cuales se comportan de forma inversa, es decir un estudiante que obtiene
como resultado un valor de 4,0 en su resultado del cuestionario, este obtendré una nota equivalente
a 0,8. Por tanto, en el analisis se puede concluir que el estudiante tiene un conocimiento alto como
se describe en la tabla 5.16 y el indice de dificultad muestra que en el desarrollo del cuestionario,
para el estudiante fue medianamente facil (ver tabla 5.17), es decir la pregunta tiene un indice de
dificultad que corresponde a la categoria de facil; estos conceptos se trabajan siguiendo la teoria

de los test de Mufiiz (1994).
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Tabla 5.14

Resultados de prueba piloto.

P5.a P5b P6.a P6.b P6.c P7.a P7b

P3.a P3b P4a P4b P4c

P2a P2b P2c

P1.b

Pl.a

Grupo 1

2,5
2,5

2,5

2,5

El

2,5

E2

E3

E4

E5

2,5

E6

E7

2,5
2,5

E8

2,5

2,5

E9

E10
Ell
E12
E13
El4
E15
E16
E17
E18

2,5 25 25 25

2,5

25 25

2,5
2,5

2,5

2,5

25

2,5
2,5

2,5

Grupo 2

25 25 25
2,5

2,5

El

E2

2,5

2,5

E3

2,5
2,5

2,5
2,5
2,5
2,5
2,5
2,5
2,5
2,5
2,5

E4

ES5

E6

2,5
2,5

2,5

E7

2,5

2,5

2,5
2,5

E8

E9

2,5

2,5

E10
E1l
E12
E13
El4

E15
Nota. Se describen los resultados de la prueba piloto en los grupos 1y 2, en las tareas 1 a 7.

2,5

2,5

2,5

2,5

2,5

2,5

Tabla 5.14 (continuacion)

Resultados de prueba piloto.

P13.a P13b Pl4a

P12.b Pl2c

P9.a P9.b P10.a P10.b P10.c Plla Pllb Pl2a

P8.b

P8.a

RIEC
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Grupo 1

El

E2

E3

E4

E5

E6

E7

E8

2,5

E9

E10
Ell
E12
E13
E14
E15
E16
E17
E18

2,5

2,5

2,5

2,5

Grupo 2

El

E2

2,5

E3

E4

ES

E6

E7

E8

E9

E10
E1l
E12
E13
E1l4

E15
Nota. Se describen los resultados de la prueba piloto en los grupos 1y 2, en las tareas 7 a 14

2,5

2,5

Realizando un analisis a los resultados presentados, se concluye que es necesario incluir en el

instrumento CDM-Integral tareas con diferentes grados de dificultad; para obtener un nivel de

dificultad medio, como lo establece la literatura especializada (Mufiiz, 1994).
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En este contexto, el indice de dificultad de la tarea (item), viene dado por la division entre
namero de personas que contesta bien el item, y total de personas: esta propuesta se aborda desde
“la teoria de los test” planteada por Muiiiz (1994), el cual establece los siguientes porcentajes y el
nivel de dificultad de las preguntas. Para el calculo del indice de dificultad de las preguntas, se
tiene en cuenta las respuestas de los estudiantes, y en la tabla 5.15 se muestran los resultados del

indice de dificultad para cada pregunta y cada grupo.

Tabla5.15
indice de dificultad para el cuestionario CDM-Integral
Tarea R. Correctas R. Incorrectas R. Parcialmente Indice de Indice de
Correctas dificultad dificultad
Grupo  Grupo  Grupo Grupo Grupol Grupo2 Grupol  Grupo 2 promedio
1 2 1 2
P1 a 1 1 8 3 9 11 0,55 0,8 0,67
b 5 3 10 6 3 6 0,44 0,6 0,52
P2 a 2 6 11 3 5 6 0,39 0,8 0,60
b 2 6 10 6 6 3 0,44 0,6 0,52
c 5 3 9 9 4 3 0,5 0,4 0,45
P3 a 8 5 10 6 0 4 0,44 0,6 0,52
b 6 4 12 10 0 1 0,33 0,33 0,33
P4 a 7 5 11 10 0 0 0,39 0,33 0,36
b 4 3 14 9 0 3 0,22 0,40 0,31
c 7 6 11 9 0 0 0,39 0,40 0,40
P5 a 13 14 5 1 0 0 0,72 0,93 0,83
b 6 4 11 10 1 1 0,39 0,33 0,36
P6 a 2 4 16 11 0 0 0,11 0,26 0,19
b 1 3 17 11 0 1 0,06 0,26 0,16
c 1 3 17 12 0 0 0,06 0,20 0,13
P7 a 0 1 18 13 0 1 0 0,13 0,06
b 0 1 18 13 0 1 0 0,13 0,06
c 0 1 17 13 1 1 0,06 0,13 0,1
P8 a 2 1 16 13 0 1 0,11 0,13 0,12
b 1 1 15 13 2 1 0,17 0,13 0,15
P9 a 7 11 11 4 0 0 0,39 0,73 0,56
b 10 9 8 6 0 0 0,55 0,6 0,58
P10 a 10 11 7 4 1 0 0,55 0,73 0,64
b 9 7 9 8 0 0 0,5 0,46 0,48
C 6 2 10 9 2 4 0,44 0,40 0,42
P11 a 12 9 6 6 0 0 0,66 0,6 0,63
b 4 6 13 8 1 1 0,28 0,46 0,37
P12 a 6 8 12 7 0 0 0,33 0,53 0,43
b 2 3 16 11 0 1 0,11 0,26 0,19
c 0 5 18 13 0 0 0 0,13 0,07
P13 a 0 1 18 14 0 0 0 0,06 0,03
b 0 0 18 15 0 0 0 0 0
P14 a 0 0 18 15 0 0 0 0 0

Nota. Descripcién del indice de dificultad a las preguntas respuestas por los estudiantes.
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Segun el indice de dificultad se definen los niveles de dificultad para las preguntas:

Tabla 5.16

Niveles de dificultad en orden decimal

Nivel de dificultad de la pregunta Nota del estudiante traducida en porcentaje de 0 a
1

Alto grado de dificultad 0

Dificil (0-0,05]

Medianamente dificil (0,05-0,25]

Media (0,25-0,75]

Medianamente facil (0,75-0,95]

Fécil (0,95-1)

Alto grado de facilidad 1

Nota. Se describe los valores decimales de la escala de Mufiiz tomada para analizar el indice de dificultad en el
CDM-Integral

De igual manera, en la teoria de Mufiiz (1994), segun la escala dada, se establece los niveles de
dominio de la pregunta, los cuales pueden ser ajustados seguin cada contexto educativo, y se toman

los presentados segun el indice de dificultad dado a las preguntas del cuestionario. (Tabla 5.15).

Tabla 5.17

Nivel de Conocimiento

Nivel de Dominio Nota traducida a porcentaje entre 0 y 1
Bajo nivel [0-0,25]

Nivel medio (0,25- 0,75]

Alto nivel (0,75-1]

Nota. Se describen los niveles de dominio siguiendo el indice de dificultad.

Bajo lo anterior y segin Mufiiz (1994), el indice de dificultad refleja el grado de dificultad que
lleva la resolucion de la situacion problematica planteada y se define como la relacion entre “el
namero de aciertos sobre el numero de respuestas”. Este indice varia entre un numero real de 0 a

1, donde 0 significa un alto grado de dificultad, mientras 1 es un alto grado de facilidad.
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De acuerdo a los resultados mostrados se muestran los resultados a cada variable en cada

pregunta del cuestionario.

Tabla5.18
indice de nivel de Conocimiento
Tarea Indice de dificultad Nivel de Nivel de dominio
promedio dificultad
P1 a 0,67 Nivel medio Nivel medio
b 0,52 Nivel medio Nivel medio
P2 a 0,60 Nivel medio Nivel medio
b 0,52 Nivel medio Nivel medio
c 0,45 Nivel medio Nivel medio
P3 a 0,52 Nivel medio Nivel medio
b 0,33 Nivel medio Nivel medio
P4 a 0,36 Nivel medio Nivel medio
b 0,31 Nivel medio Nivel medio
c 0,40 Nivel medio Nivel medio
P5 a 0,83 Medianamente féacil Nivel alto
b 0,36 Nivel medio Nivel medio
P6 a 0,19 Medianamente dificil Nivel bajo
b 0,16 Medianamente dificil Nivel bajo
c 0,13 Medianamente dificil Nivel bajo
P7 a 0,06 Medianamente dificil Nivel bajo
b 0,06 Medianamente dificil Nivel bajo
c 0,1 Medianamente dificil Nivel bajo
P8 a 0,12 Medianamente dificil Nivel bajo
b 0,15 Medianamente dificil Nivel bajo
P9 a 0,56 Nivel medio Nivel medio
b 0,58 Nivel medio Nivel medio
P10 a 0,64 Nivel medio Nivel medio
b 0,48 Nivel medio Nivel medio
c 0,42 Nivel medio Nivel medio
P11 a 0,63 Nivel medio Nivel medio
b 0,37 Nivel medio Nivel medio
P12 a 0,43 Nivel medio Nivel medio
b 0,19 Medianamente dificil Nivel bajo
c 0,07 Medianamente dificil Nivel bajo
P13 a 0,03 Dificultad alta Nivel bajo
b 0 Dificultad alta Nivel bajo
P14 a 0 Dificultad alta Nivel bajo

Nota. Descripcién de niveles de dificultad y dominio en el cuestionario CDM-Integral

Nivel de dominio del estudiante
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En latabla 5.19 se presenta el resumen de notas obtenidas en el cuestionario CDM-Integral por los
estudiantes en su respectivo grupo, estas se encuentran inicialmente en una escale de 0.0 a 5.0, en
una segunda parte su equivalencia (denotado con la letra E) en una escala de 0 a 1, denotando los
niveles de dificultad (denotado con la letra ND) y dominio (denotado con la letra NC) al responder

el cuestionario CDM-Integral.

Tabla 5.19
Resultados Individuales del cuestionario CDM —Integral

Grupo 1 Grupo 2
Estudiante  Valoracion E ND NC Estudiante  Valoracion EQ ND NC
E1 14 0,28 Medio Medio E1 18 0,36 Medio Medio
E2 0,7 0,14 N.M.D Bajo E2 0,7 0,14 N.M.D Bajo
E3 1,0 0,20 N.M.D Bajo E3 21 0,42 Medio Medio
E4 13 0,26 Medio Medio E4 1,9 0,38 Medio Medio
ES 18 0,36 Medio Medio E5 07 0,14 N.M.D Bajo
E6 17 0,34 Medio Medio E6 1.9 0,38 Medio Medio
E7 1,2 0,24 N.M.D Bajo E7 1.4 0,28 Medio Medio
ES8 0.9 0,18 N.M.D Bajo E8 15 0,30 Medio Medio
E9 16 0,32 Medio Medio E9 1.9 0,38 Medio Medio
E10 03 0,06 N.M.D Bajo E10 21 0,42 Medio Medio
E11 13 0,26 Medio Medio E11 15 0,30 Medio Medio
E12 13 0,26 Medio Medio E12 15 0,30 Medio Medio
E13 3.2 0,64 Medio Medio E13 2.6 0,52 Medio Medio
E14 21 0,42 Medio Medio E14 16 0,32 Medio Medio
E15 21 0,42 Medio Medio E15 2.1 0,42 Medio Medio
E16 0,7 0,14 N.M.D Bajo
E17 03 0,06 N.M.D Bajo
E18 03 0,06 N.M.D Bajo

Nota. Descripcién de los resultados finales obtenidos por cada estudiante.

Segun la tabla 5.19 se logra evidenciar que el 70% del total de los estudiantes presentaron un
nivel de dificultad medio al responder el cuestionario, segun las categorias del indice de dificultad,
esto evidencia que tienen un nivel medio de dominio sobre el objeto Integral, y un 30 % equivalente
a 10 estudiantes presentaron una dificultad medianamente dificil lo que demuestra un bajo dominio
0 conocimiento (palabra adecuada dominio porque son estudiantes) del objeto Integral, estos

resultados junto a los de la tabla 5.18 y posteriores analisis, permiten analizar la reconstruccion de
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la version final del cuestionario CDM-Integral, puesto que la teoria (Mufiiz, 1994) plantea eliminar
las preguntas faciles y dificiles en el disefio del Instrumento.

En la siguiente gréafica se resume las notas finales obtenidas por los grupos 1 y 2, en una
frecuencia absoluta y relativa porcentual de un total de 33 estudiantes que presentaron el

cuestionario CDM-Integral en una escala de 0 a 5.

Tabla 5.20

Distribucién de frecuencias de la puntuacién total

Intervalo de Grupo 1 Grupo 2
puntuacion F.absoluta  Porcentaje F. absoluta Porcentaje
(0-0,5] 3 16,7 0 0
(0,5-1] 4 22,2 2 13,3
(1-1,5] 5 278 1 6,6
(1,5-2] 3 16,7 8 53,3
(2-2,5] 2 111 3 20
(2,5-3] 0 0,0 1 6,6
(3-3,5] 1 5,6 0 0
(3,5-4] 0 0 0 0
(4-45] 0 0 0 0
(4,5 - 5] 0 0 0 0

Nota. Relacion de notas finales con frecuencias absolutas y porcentuales.

Segun la tabla 5.20 de frecuencias, se observa que aproximadamente el 66,7 por ciento de los
estudiantes del grupo 1 y el 20% de los estudiantes del grupo 2 obtienen una nota inferior a 1.5, lo
que infiere cierto grado de dificultad alto para los estudiantes con una evidencia de soportar un
bajo nivel de dominio. En lo que corresponde a un nivel medio y con una dificultad media para el
estudiante, se toma la escala de notas de (1,5 - 4), donde se encuentra que para el grupo 1 existe
un 33.3% y en el grupo 2 un 80%. No se evidencia porcentaje de la poblacion en lo que refiere a

un alto dominio del conocimiento matematico ya que no existen notas registradas superiores a 4.

Se presenta la tabla 5.21 algunas de las inferencias sobre las valoraciones de los estudiantes.
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Tabla 5.21
Tabla de estadisticos puntuaciones finales

Parametro Estadistico

Grupo 1 Grupo 2

Media 13 1.7
Mediana 1.3 1.8
Moda 13 15
Desviacion estandar 0.7 0.5
Coeficiente de variacion 0.53 0.27
Rango 2.9 1.9
Minimo 0.3 0.7
Méximo 3.2 2.6
Cuartil 1 0.8 15
Cuartil 2 1.3 1.8
Cuartil 3 1.7 2

Nota. Descripcion de los estadisticos asociados a las puntuaciones finales. Fuente: (Elaboracion propia)

3,5

2,5

1,5

0,5

M Grupo1 M Grupo?

Figura 5.1 Distribucion de puntuaciones en la prueba piloto de los estudiantes. Fuente: (Elaboracién propia)

Con respecto a la tabla se deduce gue ningun estudiante obtuvo la méxima puntuacion es decir
5.0, se observa que la calificacion promedio es de 1.3y 1.7 en los respectivos grupos, ademas, se
observa que existe un coeficiente de variacion de 0.53 representando una heterogeneidad en el
primer grupo y 0.27 mostrando una homogeneidad leve en el sequndo grupo, de esta forma, se
visualiza que se obtuvo un porcentaje de logro del 5.6 por ciento y en el segundo grupo de O por

ciento; de lo anterior se puede concluir que el instrumento CDM-Integral tiene un alto grado de
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dificultad para los estudiantes, aunque se puede visualizar que el segundo grupo tiene un nivel de
conocimiento o dominio medio al enfrentar la prueba puesto que la mediana es mas alta y su
desviacion estandar es menor, de igual manera se encuentra los rangos intercuartilicos de 0.9 y
0.5 unidades por lo que no se encuentran datos atipicos como muestra la figura.

5.2.4 Andlisis de fiabilidad del cuestionario CDM-Integral

Del cuestionario piloto y los resultados dados en los dos grupos, se realiza un analisis de
respuestas, ya que son observables y medibles para identificar las dificultades que presenta los
estudiantes con el desarrollo de problemas relacionadas asociados a los significados de referencia
del objeto Integral. Estas dificultades constituyen una herramienta para el futuro profesor al
momento de realizar su andlisis didactico para la puesta en marchas de sus procesos de instruccion.

Para la validez del cuestionario se utiliza el estadistico “coeficiente alfa de Cronbach” ya que
es uno de los més representativos al estudiar la fiabilidad de los datos, al analizar las varianzas y
covarianzas lo que constituyen el Test (Mufiiz, 1994). El coeficiente alfa de Cronbach, requiere de
una sola administracién del instrumento de medicidn, la cual se aplico a la prueba piloto; este
coeficiente genera valores entre 0 y 1, el cual refleja la consistencia interna, homogeneidad y
fiabilidad del instrumento, este valor garantiza que las conclusiones sean estables y consistentes,
entre més alto el valor del coeficiente, més fiable es el instrumento.

Para determinar el “coeficiente alfa de Cronbach” se procedio a utilizar un software estadistico
como Excel, donde se insertan los valores de los resultados de las calificaciones de 0 a 5 obtenidas
por los estudiantes, y se procede a calcular el indice mediante la formula propuesta por Lee
Cronbach en 1951; por lo cual se calcula el indice alfa de Cronbach al cuestionario CDM-Integral
el cual arrojo un valor « = 0,82, este valor sugiere una alta confiabilidad en el instrumento en el

primer grupo, en el segundo grupo el indice de Cronbach dio como resultado ¢ = 0,53, lo cual
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implica que la consistencia o fiabilidad de los resultados se encuentran en un nivel moderado,
suficiente para deducir posibles conclusiones.

De acuerdo a los resultados obtenidos para el indice de fiabilidad y consistencia de Cronbach,
junto al indice de dificultad de Mudiz, en la tabla 5.17, se pueden analizar las catorce tareas
propuestas compuestas a su vez por treinta y tres items de valoracion.

En el grupo 1 se considera que siete (20,6%) items tienen un alto grado de dificultad, 8 items
(23,5 %) una dificultad medianamente dificil y 19 (55,9%) items en una clasificacion de dificultad
media. En la misma linea el grupo 2 presenta 3 (8,8%) items en un alto grado de dificultad, 8
(23,5%) items se clasifican en medianamente dificil, 20 (58,9%) items se encuentran en una

dificultad media y 3 (8,8%) items en medianamente fécil.

5.2.5 Dificultades y errores de los estudiantes con el objeto integral

Inicialmente, se aclara que en este estudio no se evalta el conocimiento comun del estudiante
y el ampliado, ya que estas categorias corresponden al modelo CDM del conocimiento del
profesor, el objetivo del analisis es validar el indice de dificultad de la pregunta y validar o
seleccionar las tareas que serviran para realizar dicha evaluacion, en este sentido se realiza el
presente analisis,

En la figura 5.2 se puede analizar que el cuestionario en general presenta una dificultad media,
ya que, bajo los indices correlacionados se evidencia que este toma valores alrededor del
coeficiente 0 y 0.7, con una tendencia de promedio de 0.33 en los dos grupos, de igual manera se

comienza a exponer los principales hallazgos en las respuestas a los items de las preguntas.
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Figura 5.2 Preguntas e Indice de dificultad Fuente: (elaboracion propia)

Pregunta 1.

De acuerdo con la pregunta 1 y la tabla 5.15 se observa que en promedio el 59% de los
estudiantes de los dos grupos lograron dar solucion parcial y/o correctamente a la tarea planteada,
ya que logran mostrar que el area esta en los limites planteados, pero no logran argumentar
mediante un procedimiento (sumas de Riemann, método de exhauscion) la solucion a este.
Ademas, se evidencia la necesidad de algebrizar el area mediante una funcion. Se establece que
los estudiantes de los dos grupos en promedio tienen un nivel de dominio medio respecto a la
pregunta.

En el item a se propone para evaluar el conocimiento del estudiante para determinar un area,
es decir se disefia para evaluar el conocimientos comun y ampliado del contenido en la solucion
que éste propone, al identificar practicas asociado a Sumas de Riemann o el método de exhauscion.
Este item tuvo un indice promedio de dificultad de 0.6. Lo que corresponde a una dificultad media,

ya que solo logran responder parcialmente la respuesta 20 estudiantes.
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Respecto a las dificultades, para calcular el &rea de una regién sombreada respecto a
argumentar si esta area es mayor que una unidad cuadrada y menor igual a tres unidades cuadradas
y hallar el valor del area de la region sombreada en forma més exacta: se observa que los
estudiantes son dependientes de una funcion matematica para hallar el &rea bajo la curva, visualizar
otra forma de solucion a la tarea, un 30% de los estudiantes, trataron de inscribir poligonos en el
area, pero no lograron argumentar los vacios existentes entre figuras para completar el area.

En cuanto los errores cometidos por los estudiantes (44%) se basan en su percepcién visual
. . ., - . 1 2
para desmentir la afirmacion propuesta , intentan proponer ecuaciones (y = = f(x) = x—) para

Ilegar a una integral definida.

El item b presenta un indice promedio de dificultad de 0.5, lo cual corresponde a un nivel de
dificultad medio de la pregunta y por tanto proporcionara un nivel de dominio medio de los
estudiantes, respecto a la pregunta 1 ya que esta fue respondida por 17 estudiantes; este item servira
para evaluar el conocimiento comun del contenido y corresponde a solucionar la tarea propuesta
mediante algun contenido curricular.

En cuanto a dificultades es de resaltar que el 52% proponen soluciones como una integral
definida, sumas de Riemann, no logran desarrollar estos procesos ya que indican la necesidad de
una ecuacion para desarrollarlos.

En relacion a los errores por los 16 estudiantes restantes, reiteran la integral particular de una
funcién asociada, o la necesidad de conocer un modelo matematico asociado a la curva que
encierra el area en los limites.

Se evidencia el caso de una aproximacion a la solucion hecha por los estudiantes E7 grupol al item

a'y E3 grupo 2 al item b respectivamente.
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Figura 5.3: Respuesta E7 grupo 1, al item a pregunta 1
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Figura 5.4: Respuesta E3 grupo 2 al item b pregunta 1

Pregunta 2.

En el anélisis de la pregunta 2 se evidencia en la tabla 5.15 que obtuvo un promedio del 52%
en respuesta por los estudiantes, estos lograron darle parcial y/o correctamente respuesta a la tarea
planteada, esta tarea permitird evaluar el conocimiento comun del contenido en cuanto utilizar
areas para dar sentido al método de exhauscidén y un conocimiento ampliado del contenido al
conectar propiedades existentes en la relacion de poligonos inscritos en el circulo.

En el item a se observa la relacién entre las areas del cuadrado y el circulo de forma particular y
general, se encuentran algunas dificultades en donde una parte de estudiantes no conocen el valor
del radio del circulo, o el lado de un cuadrado. De la misma forma en el item b se encuentran
dificultades, ya que se recurre a un proceso inductivo, donde se tiene que generalizar el area de los
poligonos y larelacion con el area del circulo, se observa que 17 estudiantes tuvieron una respuesta
parcial pero no logran concluir con la generalizacion, se encuentra errores como el area de los

poligonos inscritos supera al circulo, ya que se basan en la percepcion visual del ejercicio,
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identificar el radio como diametro. El item c tuvo una dificultad media ya que los 15 estudiantes
que respondieron la pregunta logran dar una respuesta afirmativa a la relacién entre los poligonos
y el circulo, pero no logran argumentar formalmente dicha relacion.

Se muestra una respuesta aproximada por parte de los estudiantes E1, E4, E9 del grupo 2 a los

items planteados respectivamente.
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Figura 5.5: Respuesta E1 grupo 2 al item a, pregunta 2

Figura 5.6: Respuesta E4 grupo 2 al item b, pregunta 2
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Figura 5.7: Respuesta E9 grupo 2 al item c, pregunta 2
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Pregunta 3

Para la pregunta 3 se obtuvo un indice de dificulta promedio de 0.42, la cual se encuentra en un
nivel medio, la pregunta permitira evaluar los conocimientos comdn y ampliado del contenido, ya
que se puede solucionar de diferentes formas y contenidos curriculares, se encuentran entre los
resultados que:

El item a tiene un nivel de dificultad de 0.52 es decir una dificultad media respondido por 17
estudiantes, donde se pide calcular el area a través de funciones a trozos en un intervalo, para esto
se utilizan contenidos como integral definida (21), integral impropia (2), integracion numérica (1),
determinando un 88% de conocimiento comin y un 12% de conocimiento ampliado. Se evidencian
dificultades al encontrar funciones acotadas en un extremo abierto, el area de un punto. Se
encuentran errores en los célculos de las integrales.

En el item b se encuentra en un nivel de dificultad medio con un indice de 0.33 donde fue
respondida por 11 estudiantes, este buscaba confrontar las propiedades del area bajo la curva,
donde los estudiantes llegaron a presentar dificultades y errores asociados a la continuidad de
funciones, descartando la solucion hecha en el item a.

A continuacion, se muestra la solucién propuesta por un estudiante (E8) del grupo?2
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Figura 5.8: Respuesta E8 grupo 2 a la pregunta 3

Pregunta 4

En el anélisis de la pregunta 4 se obtuvo un indice de dificultad promedio de 0.35, esta servira
para evaluar el conocimiento comun del contendido, ya que debe construir el modelo de una
funcidn de tercer grado, calcular el rea bajo la curva, se encuentran dificultades en la construccion
del modelo del gréfico, esta tarea obedece al item a, este item fue respondido por 12 estudiantes
correctamente (36%), un error presentado es tomar el modelo matematico como funcién coseno
(f (x) = cosx). En el item b debido a que no encuentran el modelo no pueden calcular el area de
la integral, de igual manera entre los que respondieron este item se encuentran errores en el calculo
de las integrales. El item c trata sobre la propiedad de no negatividad del &rea, puesto que el area
al ser la funcion simétrica esta da como resultado 0. Este Gltimo item arrojo una dificultad de 0.4
ya que solo fue respondida correctamente por 13 personas. A continuacion, se videncia las

respuestas correctas y aproximadas a cada literal por parte de dos estudiantes.
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Figura 5.9: Respuesta E9 grupo 2 al item a, pregunta 4
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Figura 5.10: Respuesta E3 grupo 1 al item b, pregunta 4
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Figura 5.11: Respuesta E8 grupo 2 al item c, pregunta 4

Pregunta 5

En el analisis de la pregunta 5 se evidencia que esta tuvo un indice de dificultad promedio de
0.6 clasificAndola en una dificulta media, y servira para evaluar el conocimiento comun (integral
definida) y ampliado del contenido (integral impropia, propiedades de la integral), al evaluar el
area bajo una curva en una curva discontinua. En esta se evidencio dificultades en la continuidad
de la funcion al momento de determinar el area, el 18% tuvo dificultades en el bosquejo de la
grafica. Errores como integrar la funcién de forma directa sin observar la discontinuidad en el

punto x = 0. Se muestra una solucién aproximada hecha por los estudiantes a cada item.

Figura 5.12: Respuesta E5 grupo 1 al item a, pregunta 5
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Figura 5.13: Respuesta E5 grupo 1 al item b, pregunta 5

Pregunta 6

En el analisis de la pregunta 6, esta tuvo una dificultad de medio dificil con un indice promedio
de 0.16, la cual servira para evaluar el conocimiento ampliado del contenido en un contexto fisico,
donde se interpreta la distancia como el &rea bajo la curva; por lo que se podria decir que los grupos
de estudiantes, tienen un conocimiento matematico ampliado bajo. Entre las respuestas se
identifican errores como asimilar el trazo de la funcién como la distancia recorrida, ademas existen
dificultades en la determinacion de las ecuaciones asociadas al movimiento, determinar la integral

definida del movimiento para cada trayecto, se resalta que entre los que respondieron
correctamente el 85,7% lo realizan utilizando la ecuacion fisica v = % a continuacion se presenta

la solucion propuesta asociada al Calculo Integral hecha por el estudiante E8 del grupo 2.
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Figura 5.14: Respuesta E8 grupo 2 a la pregunta 6
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Pregunta 7

En la pregunta siete se encuentra un indice de dificultad promedio de 0.07, ya que esta fue
respuesta solo por dos estudiantes de los dos grupos, se interpreta que los estudiantes tuvieron
dificultad en generar un modelo matematico asociado al vaciado de tanques, la relacion existente
con el Célculo Integral y el trabajo mecéanico. A continuacion, se muestra una solucion

aproximada de la tarea por parte de un estudiante (E3 grupo2).
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Figura 5.15: Respuesta E3 grupo 2 a la pregunta 7

Pregunta 8

La pregunta 8 servira para evaluar el Conocimiento Ampliado del Contenido al transversalizar
la integral indefinida como el proceso inverso de las magnitudes fundamentales de la cinematica
(distancia, velocidad, aceleracion) asociadas a un Movimiento Armoénico Simple, en esta pregunta
se encuentra un indice de dificultad promedio de 0.14, lo cual la ubica en una dificultad de la

pregunta de un nivel medio dificil, ya que fue respondida parcialmente por el 13% de los
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estudiantes, lo cual puede establecer un bajo conocimiento ampliado del contenido matemaético en
el grupo de estudiantes, en este se encuentran dificultades como: interpretar la velocidad como la
integral indefinida de la aceleracion y a su vez la distancia como la integral de la velocidad se
identifican errores al operar la tarea como un ejercicio de aplicacion de ecuaciones, como utilizar
la nocion de derivada como la operacion que permite determinar la distancia, la sustitucion del
valor del tiempo en la ecuacion de aceleracion propuesto. A continuacion, se evidencia una

respuesta parcial de la correcta solucion propuesta por el estudiante E5 grupo 2.
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Figura 5.16: Respuesta E5 grupo 2 a la pregunta 8

Pregunta 9

La pregunta 9 servira para evaluar el conocimiento comun del contenido al desarrollar la tarea
del item a propuesta, servira para evaluar el conocimiento ampliado del contenido al desarrollar
el item b, en el momento que relaciona el objeto integral con la parte fisica de un movimiento
constante, para esto se puede definir que los estudiantes se encontraron con un indice de pregunta
de 0.56 y 0.57, respectivamente para cada item, se puede decir que estos tienen un nivel medio de
conocimiento comun y ampliado del contenido, en lo que refiere a dificultades se presenta: el trazo
del grafico en funcion de las variables distancia vs tiempo, memorizacién de formulas fisicas

asociadas al movimiento, en cuanto errores se visualiza el tratamiento incorrecto de unidades, y
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sistemas decimales a sexagesimales. A continuacion, se presentada una propuesta de solucion

aproximada al conocimiento comun del contenido propuesta por un estudiante E13 del grupo 1.
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Figura 5.17: Respuesta E13 grupo 1 a la pregunta 9

Pregunta 10

En el analisis de la pregunta 10 se encuentra en un indice de dificultad de 0.51 ubicandola en
una dificultad media; esta pregunta servira para evaluar el conocimiento comun del contenido al
resolver la tarea de graficar, encontrar intercepto y encontrar el area entre curvas. Se puede
interpretar que el 51 % los estudiantes, poseen un conocimiento comun del contenido ya que esta
fue respuesta parcialmente por 12 estudiantes, en las dificultades se presentan el trazo de algunos
bosquejos, en el célculo del area entre curvas, entre los errores se identifican los procesos de
célculo de intercepto, solucion de integrales. A continuacion, se plantea una aproximacion a la

solucién propuesta por un estudiante
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Figura 5.18: Respuesta E3 grupo 1 a la pregunta 10

Pregunta 11

La pregunta 11 servira para evaluar los conocimientos, comudn y ampliados del contenido, esta
se categorizo con una dificultad media con un indice de 0.5, y se podria interpretar que, el 63 %
de los estudiantes tienen un conocimiento comin del contenido matematico y un 37% de los
estudiantes con conocimiento ampliado del contenido, ya que la tarea consiste en graficar el solido
de revolucion, y determinar el volumen asociado a este. En cuanto a dificultades, en la solucion
del sélido de revolucién no definen un método para encontrar el volumen, la construccion del
solido, y los errores presentados, estan al considerar el método de arandelas como solucion al
volumen de este, la rotacion del eje de revolucion en el célculo de la integral. Se describe una

solucion propuesta a la tarea por un estudiante.
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Figura 5.19: Respuesta E3 grupo 2 a la pregunta 11

Pregunta 12

La pregunta 12 servira para evaluar los conocimientos comun y ampliado del contenido, esta
arrojo un indice de dificultad promedio de 0.2 por lo que se categoriza en una dificultad medio
dificil, ya que se busca argumentar desde el Calculo Integral la demostracién del volumen de una
esfera, esta pregunta fue respondida por 7 estudiantes, se puede observar en este aspecto, aunque
no sean profesores que poseen un bajo conocimiento comin y ampliado puesto que; los estudiantes
presentan dificultades en la transposicion de solidos a un plano, la vista de un corte lateral para
identificar el volumen de un solido en revolucion.

A continuacion, se presenta una respuesta parcial presentada por un estudiante (E8 grupo2)

promedio que ha tenido sus respuestas correctas.
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Figura 5.20: Respuesta E8 grupo 2 a la pregunta 12

Pregunta 13

En la pregunta 13 se encuentra un indice de dificultad de 0, denotando el nivel méximo de
dificultad ya que esta no fue respondida por los estudiantes de los dos grupos, esta pregunta servira
para evaluar el CAC, en este aspecto se podria categorizar a los estudiantes con un bajo
concomimiento ampliado del contenido, se interpreta que los estudiantes tuvieron dificultad en
generar un modelo matematico asociado a modelar el cuerpo que genera un tanel parabolico, de

igual manera en encontrar la longitud de arco correspondiente al modelo parabdlico.
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Pregunta 14

En la pregunta 14 se encuentra un indice de dificultad de 0, denotando el nivel maximo de
dificultad ya que esta no fue respondida por los estudiantes de los dos grupos, esta pregunta servira
para evaluar el CAC y en este sentido se puede categorizar a los estudiantes con un bajo
conocimiento ampliado del contenido, se interpreta que los estudiantes tuvieron dificultad
interpretar el teorema fundamental del célculo cuando los limites son dos funciones, el lenguaje

formal utilizado en la propuesta de la tarea, fue poco conocido por estos.

5.2.6 Version final del cuestionario CDM integral

A partir de las respuestas dadas por los estudiantes en la prueba piloto, se observaron algunos
aspectos importantes en la construccion del cuestionario CDM-Integral como: el tiempo de
aplicacién de la prueba piloto fue insuficiente para las 14 preguntas, luego bajo los indices de
dificultad presentados se procede a eliminar algunas preguntas y sustituir los items donde se
presenta gran dificultad, se reorganiza el orden del cuestionario para visualizar si el factor tiempo
es causal de la no respuesta a tales preguntas.

Se muestran las tareas de la version piloto y las tareas definitivas, luego de los analisis
cualitativos y cuantitativos teniendo en cuenta el juicio de expertos en matematicas y Célculo
Integral. Estas tareas tienen como objetivo caracterizar la dimension epistémica del modelo CDM
de profesor, es decir especifican que tareas deberia poder realizar el profesor respecto a un
conocimiento comin y uno ampliado que al igual lo tienen todos los profesionales ya que en
nuestro contexto colombiano cualquier profesional puede ser docente tanto en educacion basica y

media como en la educacion superior.



191

Tarea antigua

Tarea 4. Dada la siguiente grafica,

a) Halle la funcion, sabiendo que esta pertenece a una funcion de tercer grado.
b) Calcule el &rea bajo la curva en el intervalo [-2,2]
C) Es posible afirmar que el area en el intervalo [-2,2] es 0. Justifique

Tarea reformulada

Tarea 8. Dada la siguiente grafica,

a) La funcion del grafico es x3 — 4x. Justifique
b) Calcule el &rea bajo la curva en el intervalo [-2,2]
C) Bajo que propiedad no se puede garantizar que el area en el intervalo [-2,2] es 0. Justifique
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Tarea antigua

Tarea 7

a) Realice el modelo gréfico y matematico de un tanque semiesférico lleno de agua, si el radio
mide 2 m.

b) A partir del modelo matematico defina el cilindro genérico

c) Encuentre el trabajo que se requiere para bombear el agua. (Pista: diferencial de trabajo:
dw = p g Veur)

d) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?

Tarea que se cambia por

Tareal0. Un modulo espacial pesa 15 toneladas métricas en la superficie de la Tierra. (Considerar 4
000 millas como el radio de la Tierra. Omitir el efecto de resistencia al aire o el peso del combustible.)

X

800
A\ millas

No estd dibujado a escala

a) ¢Halle el valor de la constante de proporcionalidad es?

b) ¢Cuanto trabajo es necesario para propulsar el médulo a una altura de 800 millas sobre la
Tierra, como se muestra en la figura

c) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?

d) Que dificultades encontrd en la solucion de la presente tarea.

La tarea se selecciond del texto “Célculo de una variable de Ron Larson” (Mc Graw Hill, 2010),
en el capitulo 7, correspondiente a la leccién: Trabajo y permite explorar el significado parcial de
Trabajo del objeto Integral, atendiendo a las sugerencias de los expertos en la relacion con otros
contextos, y al bajo indice de dificultad en las respuestas propuestas por los estudiantes.

Solucioén a la tarea
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a) Porque el peso de un cuerpo varia inversamente al cuadrado de su distancia del centro de la Tierra, la
fuerza F(x) ejercida por la gravedad es
C C
F = —
() =7 = @000)2
15 = €/(4000)2
C = 240000000

b) Asiel incremento es dW = (Fuerza)(incremento de distancia)
W = 240000000

x2
Este se propulsa desde el exterior de la tierra hasta la superficie deseada. Es decir, de 4000 a 4800 millas
al centro de la tierra
Entonces el trabajo ejercido es igual a:

b 4800 240000000
w=| F(x)= e  ax =
XZ
a 4000

Ax

2400000001 4800 _
x 4000

—50000 + 60000 = 10000 milla/ton

lib
W =1,164 x 1011% = 1,578 Joules
c) Trabajo, integral definida, ley de la gravedad, unidades en C.G.Sy S.1

Tarea antigua

Tarea 12. A partir de una circunferencia de radio r

a) Grafique una esfera en un plano cartesiano
b) Demuestre porque A = m.y? es un corte transversal de la esfera graficada en el punto

anterior
c) Demuestre que el volumen de una esfera de radio r es:
4
V==nmnrs
3

d) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucién correcta a
este problema?

Tarea reformulada
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Tarea 4. A partir de una circunferencia de radio r

a) Grafique una esfera en un plano cartesiano

b) Demuestre que el volumen de una esfera de radio r es:

4
V == mrs
37'[7'

c) ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucién correcta a
este problema?

Se presenta la tabla 5.22 la distribucion de las tareas del cuestionario final, luego de los analisis
detallados respecto al juicio de expertos, criterio de investigacion y revision de los resultados de
la prueba piloto.

Estas tareas se organizaron de tal forma que se las respuestas que no se alcanzaron analizar por
el tiempo de la prueba, y a partir de los subitems en busca de claridad y tratando de simplificar las

tareas del cuestionario para adecuarlas a un tiempo de dos sesiones de dos horas.

Tabla 5.22
Organizacion de tareas del cuestionario CDM- Integral
Tarea nueva Tarea Antigua Tarea nueva Tarea Antigua

1 13 8 4
2 14 9 6
3 1 10 7 (se cambia)
4 12 11 8
5 2 12 9
6 3 13 10
7 5 14 11

Nota. Descripcidn de la organizacion de preguntas en el cuestionario CDM- integral version final.

Cuestionario CDM-Integral
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o
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Una empresa de Ingenieria se ofrece a construir un tanel, como muestra la figura.

¢ Qué cantidad de material debe extraerse para construir el tanel?

La parte superior del tanel se tratara con un sellador impermeable que tiene un costo de 5000
COP por metro cuadrado. ¢Cual es el costo total de la aplicacién del sellador?

¢ Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?

Se definen las funciones f, h: R = R, asi:
4

f(x) = ex_zz, h(x) = fx t2f (t)dt

052X

Calcular h'(t)

Que elementos son necesarios para aplicar el teorema fundamental del céalculo

¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucidn correcta a este
problema?

¢Si tiene alguna dificultad con cada item del ejercicio desde las matematicas, indique el por
quée?

De acuerdo con la imagen:
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a. Se puede afirmar que el area de la region sombreada es mayor que una unidad cuadrada y
menor igual a tres unidades cuadradas. Justifique

b. Se puede hallar el valor del area de la region sombreada en forma mas exacta. ; Como? ;Cudl
seria el valor? Justifique

4. A partir de una circunferencia de radio r

a. Grafique una esfera en un plano cartesiano

b. Demuestre que el volumen de una esfera de radio r es:
4
V==nmnrs
3

c. ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?

5. Segun la figura:
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Es posible afirmar que el &rea del cuadrado es mayor a la mitad del area del circulo.
Justifique

Si se duplica el nimero de lados al poligono inscrito. ¢el area de este nuevo poligono cubre
0 sobrepasa el area del circulo? Justifique

Se podria afirmar alguna relacién entre las areas de los poligonos que se generan y el area
del circulo. Justifique su respuesta

Dada la funcion

4 P
||II
‘—X: +3 x<-1 2 f
3 —— ;] T j .Illll
£(x) l.__.Ea X 1 /-
2 —lex<?

v \.- 1 l
—x +4 x>=2 -3,"/ K

i k]
i 4
I

Calcula, en caso que sea posible, el area de la region limitada por la curva en el intervalo [-2,
3].

Si es posible, estima el valor de la integral definida en el intervalo [-2, 3]. Si no es posible,
explica por qué.

Dada la siguiente gréfica,
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-2

-a

a. La funcion del grafico es x3 — 4x. Justifique
Calcule el area bajo la curva en el intervalo [-2,2]
Bajo que propiedad no se puede garantizar que el area en el intervalo [-2,2] es 0. Justifique

8. Un modulo espacial pesa 15 toneladas métricas en la superficie de la Tierra. (Considerar 4
000 millas como el radio de la Tierra. Omitir el efecto de resistencia al aire o el peso del
combustible.)

P ?T

/ N
,,’ \{nillus

[ /4000 |

| o millas

)

\ & 4

No estd dibujado a escala

a. ¢Halle el valor de la constante de proporcionalidad es?

b. ¢Cuénto trabajo es necesario para propulsar el médulo a una altura de 800 millas sobre la
Tierra, como se muestra en la figura

c. ¢Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a esta
tarea?

d. Que dificultades encontrd en la solucion de la presente tarea.

9. Dada la funcion



10.

oo o

11.

12.
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fO) =1/x?,

Realice la grafica de la funcion.

Halle el area bajo la curva en el intervalo [-2,2]. Justifique su respuesta.

¢ Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?

La siguiente grafica corresponde al movimiento de un objeto en un tiempo. Determine la
respuesta en cada caso.

v(m/s
4

4
2 /

2 [ 4 6] &]10 A2

¢ Cudl es la distancia recorrida por el objeto entre 0 y 4s?

¢Cual es la distancia recorrida por el objeto entre 8 y 12s?

¢ Cual es la distancia total recorrida por el objeto?

¢ Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?

Una particula oscila con un movimiento armonico simple, de tal forma que su aceleracion
varia de acuerdo con la expresion a(t) = —20 cos(2t + m /6) . Donde la distancia se mide
en cm y el tiempo en s. encuentre:

La funcion de desplazamiento

La distancia recorrida en t=4s

¢ Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?

Un coche viaja de Cdcuta a Tunja a una velocidad constante de 90 km/h, a las 10 am paso
por Bucaramanga, la cual esta ubicada a 196 km de Clcuta
Realice un grafico de velocidad vs tiempo y aproxime el paso por Cucuta.
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¢A qué hora partié de Cucuta?

Es necesario el uso del Calculo Integral. Justifique su respuesta

¢ Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?

. Dadas las funciones f(x) = x> — 2xy g(x) = 12 — x2.

Realice la grafica de las funciones

Determine los puntos de interseccion de las funciones

Determine el area comprendida entre las funciones

¢ Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?

. Dada la funcion y = x?

Grafique el solido que se forma al g al girar en torno al eje x la parébola en el intervalo [0,
1].

Determine el volumen del sélido anterior.

¢ Qué contenidos matematicos deben usar los estudiantes para dar solucion correcta a este
problema?
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Capitulo 6. Tercer resultado: Caracterizacion de la Dimension cognitiva y epistémica del
CDM del profesor

“E( educador es e[ hombre que hace que las cosas dificiles parezcan fdciles”

Waldo Fmerson

En el presente capitulo se describe el resultado correspondiente a la caracterizacion de la
dimensidn epistémica y cognitiva del modelo del Conocimiento Didéactico Matematico -CDM- del
profesor de Calculo Integral o del futuro profesor segun la linea de investigacion en formacion
inicial de profesores desde donde se aborda el presente estudio y como respuesta al cumplimiento
del objetivo general propuesto segun el modelo propuesto por Pino-Fan y Godino (2015). En el
capitulo anterior, se analiz6 cuantitativamente y cualitativamente, el cuestionario CDM-Integral,
bajo la variable “grado de correccion de las respuestas” de esta forma se estudi6 la distribucion de
puntuaciones totales y el indice de dificultades de los subitems al igual que los aspectos
relacionados con la caracterizacion de las tareas relacionadas con el objeto Integral (dimension
epistémica) que tienen como objetivo convertirse en un instrumento para evaluar el Conocimiento
del contenido matematico del profesor. En este capitulo se describen los errores y dificultades de
los estudiantes con el objeto integral. Por tanto, en este apartado se presenta en forma clara la
caracterizacion de las Dimensiones epistémica y cognitiva para el modelo CDM del conocimiento
del profesor (lo que incluye futuro profesor).

En este sentido, se caracteriza dos de las dimensiones propuestas en el modelo CDM
estructuradas desde la dimensién matematica y la dimension didactica, dentro de la cual se
encuentra el conocimiento especializado del contenido matematico que no fue objeto de

investigacion del presente estudio.
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La dimension epistémica, se compone de los conocimientos CCC, CAC para el objeto integral
considerados necesarios en la ensefianza idonea. En este sentido, se toma la relacion presentada
por Rojas y Flores (2011), en cuanto al conocimiento matematico para la ensefianza y su relacion
con los andlisis didacticos abordados como se muestra en la figura 6.1, donde se establecen los
componentes para llegar a la caracterizacion del CDM de profesor para el objeto Integral. En la
caracterizacion de la dimension epistémica del conocimiento del profesor, es fuente de informacion
el estudio historico epistemolégico y fenomenoldgico descrito en el capitulo 4, y el analisis a los
libros de texto, en cuanto al estudio de los significados dados a la integral y para categorizar la
dimension cognitiva fue necesario construir un instrumento que permitiera determinar las
dificultades y errores presentados por los estudiantes al solucionar situaciones propuestas del
objeto integral el cual corresponde al cuestionario piloto aplicado a los estudiantes y al igual este
instrumento sirvid para identificar y validar las tareas propias del CCC y CAC presentandose este
cuestionario como un instrumento que tiene muchas aplicaciones entre ellas la de evaluar el
conocimiento de los profesores de Calculo integral, aspecto que no se consideré en la tesis ya que
este estudio presenta varias lineas abiertas de investigacion, entre ellas la mencionada. Los estudios
realizados en la investigacion se encuentran relacionados con el Conocimiento del profesor, como

se presenta en la figura 6.1.
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Conogimianto matemdtico para la Andlisis didaetico
Ensefianza
a | Conocimicmto del compenide manematico Andlisis de contenido
.l Conocimaent comim del conternda * Aniliss conceplaal
o} Conecimbenlo cepecialresdo dal contensdo . .« Anilss fenommsenol dglco

ur Conocimicnto del horizome matemdiics « " Andlisis histdrico

b Conpeimienio didsaico del comerids Andlisis copmitive
h.t Cosocumieno del contenado y ol . * Finalidades de aprendizaje

estudiante

« Limitaciones de aprendizaje

b2 Cosecomenlo del contensdo y la

enseilanza -

o Amnilisis de imstnuccidn

b3 Conccimieno del currfealo .

= Malermales y necursos

= Tarcas ¥ secuencios do ansas

Figura 6.1 Conocimiento para la ensefianza y Analisis didactico Fuente: (Rojas y Flores 2011 p.22)

En esta direccion, se caracterizan la dimension epistémica y cognitiva, con el objetivo de
brindar herramientas a los estudiantes de formacién matematica para su labor de ensefianza en
topicos relacionados con calculo integral desde la perspectiva del CCC y CAC, al tener presente
que ya en algunas instituciones educativas en grado 11 se ensefian topicos de Calculo Integral en

un nivel menor al de la universidad, pero es necesario manipular este objeto matematico.

6.1 El Conocimiento Didactico Matematico del estudiante de formacién matematica

Para Pino-Fan y Godino (2015) el Conocimiento Didactico Matematico (CDM) interpreta y
caracteriza los conocimientos del profesor o del futuro profesor a partir de tres dimensiones:

dimension matematica, dimension didactica y dimension meta didactico-matematica. La
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dimensién matematica del CDM se relaciona con el conocimiento del profesor sobre el contenido
matematico, y se estructura a partir de las dos subcategorias: conocimiento comin del contenido
y conocimiento ampliado del contenido (Figura 2.7). En este apartado se analiza y caracteriza la
dimensién epistémica del CDM del profesor de célculo integral, enmarcada en la dimension
didactica del modelo del CDM, propuesto en el enfoque EOS, como el conjunto de conocimientos
que necesitan los estudiantes de formacion en Matemaética (futuros profesores) o en general el
profesor de tdpicos de célculo integral; conocimientos considerados; necesarios para la ensefianza
idénea del Célculo Integral. Por tanto, se establece esta primera propuesta de caracterizacion
utilizando el instrumento CDM- Integral, en relacion con las tareas propias del contenido
matematico que debe trabajar el profesor o el futuro profesor de célculo integral (Godino, 2009).
De esta forma el instrumento analiza aspectos de la faceta epistémica para la caracterizacion del
CCC, y CAC del objeto integral, y buscando evidenciar las dificultades y errores de los estudiantes
al resolver situaciones problemas relacionadas con la integral, lo cual da la informacion para

caracterizar la dimension cognitiva.

6.2 Caracterizacion de la dimensién cognitiva del CDM del profesor en el objeto
integral

En la seccion 5.2.5 se presenta el andlisis cualitativo y cuantitativo de las preguntas del

cuestionario CDM-Integral, el cual aporta informacién para el estudio de la dimension cognitiva

en cuanto a las dificultades y errores presentados por los estudiantes. En la tabla 6.1 se relacionan

las dificultades y errores presentados por los estudiantes de ingenieria, los cuales constituyen una

parte importante al estudio de la dimension cognitiva del objeto integral. Esta informacion la debe

conocer el profesor al momento de disefiar su clase o una situacion didactica que se sugiere se
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tome del estudio epistemoldgico-histérico, buscando la comprension de los objetos del calculo

Integral.

Tabla 6.1

Dimension Cognitiva

Pregunta

Dimensién Cognitiva

Dificultades

Errores

1

Encontrar el area bajo la curva, donde
esta carece de una expresion
algebraica.

Encontrar exactitud en el
utilizar el inscribir poligonos
Determinar el ancho de los rectangulos
inscritos bajo la curva

Determinar el area de la region de una
forma mas exacta

Identificar un método de solucién para
la tarea, pero no recordar el algoritmo

area al

Generalizar las ecuaciones de area para
el cuadrado y el circulo.

Probar conjeturas en la relacion de las
areas del cuadrado y el circulo.
Argumentar la relacion del area del
cuadrado con el area del circulo

No recordar el algoritmo para hallar el
area de un poligono regular superior a
5 lados.

Definir una expresion algebraica para
el trazo de la funcién

Asociar la integral definida para una
expresion algebraica particular

Generalizar la tarea con un radio
particular

Confundir diametro con radio de un
circulo.

Tomar el lado del cuadrado inscrito
como un radio del circulo

Tomar el sentido visual para comparar
areas

Confundir la ecuacion de area con la de
perimetro

Nota. Descripcion de la Dimension cognitiva de los estudiantes
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Dimensidn Cognitiva

Pregunta Dificultades

Errores

3

No identificar el acotamiento de la
funcién lo cual permite evaluar la
integral definida en la funcion a trozos.
Argumentar la solucidn propuesta en el
primer item

Definir el modelo matematico asociado
a un polinomio de tercer grado
Necesidad a una expresion algebraica
para aplicar un procedimiento en el
calculo del &rea

Determinar la convergencia de la
funcion f(x) = xi

Hacer una aproximacion al trazo de la
figura

Asociar la distancia como area bajo la
curva de velocidad (contexto fisico)

Identificar expresiones algebraicas
para determinar el area a traves de una
integral

Identificar un modelo geométrico

relativo a media esfera en el plano
cartesiano

Generar un modelo  matematico
asociado al vaciado de tanques
Identificar el trabajo como una
aplicacion del calculo integral
Relacionar la integral indefinida como
el proceso inverso de las magnitudes
fundamentales de la cinematica
(distancia, velocidad, aceleracion) en
un Movimiento Armonico Simple

Definir el &rea para un punto

Definir que la tarea no tiene solucién
por encontrarse en un intervalo abierto
Calcular errobneamente el algoritmo de
la integral

Identificar la funcion como la funcion
f(x) =cosx, f(x) =senx

Calcular erroneamente el algoritmo de
la integral

Omitir la propiedad de no negatividad
para el area bajo el eje x

Aplicar el algoritmo de la integral
definida a la funcién f(x) = 1/x?

Identificar el trazo de la grafica como
la distancia

Operar la tarea como un ejercicio de
aplicacion de ecuaciones

Utilizar la nocion de derivada como la
operacion que permite determinar la
distancia

Calcular erroneamente el algoritmo de
la Integral asociada al movimiento

Nota. Descripcion de la Dimension cognitiva de los estudiantes
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Dimensidn Cognitiva

Pregunta Dificultades

Errores

9

10

11

12

13

14

Trazar un gréfico que permite
evidenciar el planteamiento de la tarea
Definir una integral para el
movimiento

Definir como dnico método de
solucion las ecuaciones fisicas para
movimiento, pero no recordar cOmo es
cada una

Trazar el grafico de las funciones
Encontrar los interceptos de las
funciones mediante algun sistema de
ecuaciones

Determinar el area encerrada en las
curvas

Realizar el grafico de un solido de
revolucion sobre el eje X

Determinar un método para encontrar
el volumen de un sélido de revolucién

Reconocer un método que lleve a
demostrar el volumen de una esfera a
partir del &rea superficial

Trasponer un solido en el trazo sobre
un plano cartesiano
Generar un modelo
asociado a modelar el
genera un tunel parabolico
Visualizar la longitud de arco como
una aplicacion del calculo integral
Interpretar el teorema fundamental del
calculo cuando los limites son dos
funciones

Comprender el lenguaje matematico

matematico
cuerpo que

Mal uso de las unidades sexagesimales
Conversion de unidades

Determinar los interceptos de las
curvas

Operar inadecuadamente el algoritmo
de la integral

Encontrar el volumen utilizando el
método de arandelas
Girar el s6lido en torno al eje Y

Nota. Descripcion de la Dimension cognitiva de los estudiantes
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6.3 La dimensidn epistémica en el modelo CDM del futuro profesor para el objeto integral

En la caracterizacion de la dimension epistémica se establece desde el andlisis al CCC y CAC
del objeto integral; es decir, se clarifica el conocimiento comun y el conocimiento ampliado que
debe poseer el profesor de calculo integral para una ensefianza idénea y desde la propuesta de las
tareas propias para cada conocimiento. Por tanto, para esta primera aproximacion se presentan en
la Tabla 5.13 las tareas que incluyen los significados de referencia emergentes del estudio histérico
epistemoldgico y del analisis a los libros de texto. Estas tareas se condensan en el cuestionario
CDM-Integral, y se parte del fundamento de que esta dimensién aporta al futuro profesor o al
profesor en ejercicio en la constitucion de un conocimiento comdn, ampliado para su puesta en

accion en su practica (Pino, 2015).

6.3.1 Conocimiento comun del contenido

Para Pino (2015), el CCC se encuentra dentro de la dimensién matematica del conocimiento y
obedece a los tipos de conocimiento que cualquier profesional que ha tomado un curso de célculo
integral puede solucionar. Para caracterizar las tareas propias del conocimiento comun del contenido
de los profesores o futuros profesores, se disefiaron los subitem (ver tabla 5.13); 1a, 2b, 3a, 4a, 4b, 5a,
7a, 8b, 9a, 10a, 10b, 10c, 11a, 11b, y 12a, los cuales corresponden al 44% de los items planteados en
el cuestionario (33 en total).

Segun Godino, Batanero y Font (2007), este conocimiento no es observable, pero se puede analizar
en el conjunto de préacticas realizadas para dar respuesta a las tareas propuestas, se presenta una tabla
6.1 de analisis que identifica en esta primera aproximacion las tareas propias del Conocimiento Comdn

del Contenido.
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Conocimiento Comun del contenido

Subitem Consigna en relacion con el CCC

13.

2b

De acuerdo con la imagen:

Pregunta: ¢Se puede afirmar que el area de la regién sombreada es mayor que una
unidad y menor o igual a tres unidades cuadradas?

Se espera que para cualquier funcién dada el profesor o futuro profesor pueda evaluar
la nocion de Sumas de Riemann como la suma infinita de rectdngulos al completar el
area bajo la curva (ccc).

Segun la figura:

¢ Si se duplica el numero de lados al poligono inscrito el area de este nuevo
poligono cubre o sobrepasa el area del circulo?

En este item el profesor o futuro profesor debe poder evaluar la construccion de
poligonos a traves de la duplicacion y el calculo de areas de forma sucesiva y denotar
la diferencia entre el area del circulo y el area del poligono formado.

Nota. Descripcion del Conocimiento comin del contenido
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Subitem  Consigna en relacion con el CCC

3? Dada la funcion:

14

42

4h

5&

P
|lll
13 !

136  x=-1 b ol
¥t =lexe? /,t =
—x+4  x=2 v \ o
1 1 2 3 4

4
+—1

Calcula, en caso que sea posible, el area de la region limitada por la curva en el
intervalo [-2, 3].

En este item, correspondiente al célculo del area de una funcién a trozos, el profesor o
futuro profesor deberia hallar el calculo del &rea mediante diferentes metodos como:
Integral definida, integral Impropia, Sumas de Riemann.

Dada la gréfica:

e

I »
El profesor o futuro profesor debe poder hallar la funcién sabiendo que esta corresponde
a un polinomio de tercer grado. Por tanto, debe conocer tematicas como interceptos,
modelos matematicos a partir de puntos.

A partir del modelo matematico construido el profesor o futuro profesor deberia calcular
el area que se encuentra encerrada por la grafica en el intervalo [-2,2], esta puede ser
mediante: Integral definida, integral Impropia, Sumas de Riemann, teniendo en cuenta
las propiedades de la integral para funciones simétricas y de areas no negativas.

En este item el profesor o futuro profesor puede evaluar el trazo de graficos discontinuos,
como es el caso de la funcion f(x) =1/x2 ya que en x =0, presenta una
discontinuidad.

Nota. Descripcion del Conocimiento comun del contenido
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Tabla 6.2 (continuacidn)
Conocimiento Comun del contenido

Subitem Consigna en relacion con el CCC

72 Mediante el analisis y conocimiento relacionado con el trazo de gréaficas el profesor o
futuro profesor puede evaluar el grafico y modelamiento matematico asociado a un
tanque semiesférico.

8b En el item se espera que el profesor o futuro profesor evalué la distancia en un tiempo
limitado habiendo definido el modelo matematico de la distancia como la integral de
la velocidad, y esta Ultima como la integral de la aceleracion (es lo que plantea la
tarea), si este se soluciona con ecuaciones caracteristicas del MAS.

92 En esta tarea se espera que el profesor o futuro profesor conozca temaéticas
relacionadas con cinematica en cuanto a trazar el grafico de una velocidad constante
con respecto a la distancia en un plano cartesiano.

10a El profesor o futuro profesor en esta tarea debe poder evaluar el trazo de dos curvas,
dadas las funciones f(x) = x> —2x y g(x) = 12 — x? (dadas dos funciones en
general).

10b En esta tarea el profesor o futuro profesor debe poder calcular los interceptos de

funciones, mediante el uso de sistemas de ecuaciones, o técnicas relacionadas con el
algebra lineal en la solucidn de ecuaciones.

10c En este item el profesor o futuro profesor debe poder: evaluar el hallazgo del area
encerrada en dos curvas a partir de trazar los puntos de interseccion de las curvas,
calculo de areas y posteriormente la diferencia entre estas areas, los métodos utilizado
puede ser Integral definida, sumas de Riemann, método de trapecio, integral
impropia, integral por series.

1la En este item el profesor o futuro profesor debe poder: evaluar el trazo de graficas,
ademas la nocidn de solido de revolucidn el cual gira alrededor de un eje horizontal.
11b Con esta tarea, el profesor o futuro profesor debe poder evaluar: el método que se

utiliza para determinar el volumen de un sélido que gira en torno del eje X por la
funcion y = x2, entonces debe conocer la tematica relacionada con sélidos de
revolucidn. (en general cualquier funcién dada).

12a En esta tarea el profesor o futuro profesor, debe poder: graficar una esfera y evaluar
la tematica relacionada con el gréafico de solidos.

Nota. Descripcion del Conocimiento comun del contenido

6.3.2 Conocimiento Ampliado del contenido

Para Pino (2015), el CAC, se encuentra dentro de la dimension matematica del conocimiento
didactico-matematico del profesor y se relaciona con los conocimientos mas avanzados en el
curriculo, o con las relaciones de los tépicos de calculo que integran otros contextos. Por tanto, se
espera que el profesor de Calculo Integral, adquiera en su formacién, conocimientos sobre

propiedades de la integral, para luego aplicarlas a un contexto extra-matematico, en el marco de
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orientar a sus futuros estudiantes en el desarrollo de diferentes problemaéticas y en el desarrollo de
diversas competencias.

Para analizar el conocimiento Ampliado del contenido se analizan los subitem (ver tabla 5.13); 1b,
2a,2c, 3a, 3b, 4a, 4b, 4c, 5b, 6a, 6b, 6¢, 7b, 7c, 8a, 8b, 9b, 9c, 12b, 12c, 13a, 13b, y 14a que
corresponden al 55% de los items planteados (33 en total). Se presenta en la tabla 6.3 la caracterizacion
de las tareas propias para el Conocimiento Ampliado del Contenido, segun el analisis al cuestionario

CDM-Integral.

Tabla 6.3
Conocimiento Ampliado del contenido
Subitem  Consigna en relacion con el CAC

1b Segun la figura:

El profesor o futuro profesor debe poder: calcular el area que se encuentra dentro del
intervalo estimado, y argumentar mediante un proceso formal las propiedades relevantes
relacionadas con las sumas infinitas de Riemann.

2a Segun la figura:

El profesor o futuro profesor debe poder: Identificar que el area del cuadrado es mayor a
la mitad del area del circulo. En este item se evalGa la comprension de las propiedades
asociadas al célculo de &reas de una forma general, dentro de la relacion de un cuadrado
inscrito en un circulo.

Nota. Descripcién del Conocimiento Ampliado del Contenido
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Tabla 6.3 (Continuacion)
Conocimiento Ampliado del contenido

Subitem  Consigna en relacién con el CAC

2C En este item el profesor o futuro profesor debe poder: aplicar el proceso de
generalizacion para demostrar el método de exhauscion como el agotamiento del &rea
de una curva. Por lo tanto, se busca que el profesor amplié su conocimiento al
demostrar la relacion entre las areas del circulo y de los poligonos inscritos.

32 Dada la funcion:
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El profesor o futuro profesor debe poder: calcular, el area de la region limitada por
la curva en el intervalo [-2, 3]. Como se trata de una funcion a trozos, debe utilizar
diferentes métodos para solucionar el problema propuesto, como: integral definida,
integral impropia, integral por series, partiendo de la propiedad que las funciones
estan acotadas y por lo tanto se puede integrar y encontrar el area bajo la curva.

3b En este item el profesor o futuro profesor debe poder: calcular el area de una funcion
a trozos, por algun método distinto a la integral definida o justificada mediante
propiedades de la Integral.

4b Dada la siguiente grafica:

-3 N\

El profesor o futuro profesor debe poder: calcular el area bajo la curva en el intervalo
[-2,2]. En este item se evalua los conocimientos utilizados en el calculo de areas, por
lo que puede utilizar métodos como la regla del trapecio, integral por series, integral
impropia, Sumas de Riemann.

Nota. Continuacion de descripcion del Conocimiento Ampliado del Contenido
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Tabla 6.3 (Continuacion)
Conocimiento Ampliado del contenido
Subitem  Consigna en relacién con el CAC

4c El profesor o futuro profesor debe poder: Evaluar la propiedad de no negatividad en
areas de funciones simétricas, y argumenta o negar la proposicion planteada ¢Si es
posible que el area de como resultado 0?

5b En el item el profesor o futuro profesor debe: justifica la divergencia de la funcién
1/x? y el no calculo del area bajo la curva de la funcién f(x) = 1/x?

62 La siguiente grafica corresponde al movimiento de un objeto en un tiempo.
6b Determine la respuesta en cada caso.
oc v(m/s)

) .

2
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El profesor o futuro profesor debe: identificar un contexto fisico de cinematica
asociado a la distancia que se desea hallar, por tanto, debe recurrir a modelar
funciones asociadas a las graficas y realizar el desarrollo de las respectivas integrales.

7b El profesor o futuro profesor debe evaluar la relacion existente entre el volumen y el
diferencial de trabajo en la que se pide determinar el cilindro genérico que
corresponde al modelo del tanque.

7c El profesor o futuro profesor debe: Conocer la relacion existente entre el volumen y el
diferencial de trabajo, por lo tanto, en la solucion puede evaluar el trabajo realizado
para bombear el agua del tanque.

82 El profesor o futuro profesor debe hacer uso de otro contexto del curriculo al definir
el significado de antiderivada en el uso de la integral en contextos fisicos, en lo que
refiere a un Movimiento Armonico Simple, y la determinacion de la funcion de
desplazamiento.

8b El profesor o futuro profesor debe: Relacionar la nocidn de antiderivada, y el uso de
la integral en contextos fisicos, en lo que refiere a un Movimiento Armonico Simple,
en la determinacion de la distancia recorrida en un intervalo de tiempo.

Nota. Continuacidon de descripcion del Conocimiento Ampliado del Contenido
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Tabla 6.3 (continuacion)
Conocimiento Ampliado del contenido de los estudiantes

Subitem  Consigna en relacién con el CAC

9b En esta tarea el profesor o futuro profesor debe poder: Relacionar el uso de la integral
con el contexto de la velocidad, por lo tanto, utilizar las componentes de la integral
definida, y sistemas de medicion, en el momento de fijar un punto de partida en el
recorrido de Cucuta a Tunja

12b El profesor o futuro profesor debe poder: Realizar la demostracion geométrica del
volumen de una esfera.

12¢ EL profesor o futuro profesor debe: Hallar de forma general el volumen de una esfera
utilizando definiciones y artificios matematicos.

13a El profesor o futuro profesor debe salir del contexto matematico y aplicar un evento
extra-matematico el cual consiste en calcular la extraccién de material de un tunel
parabdlico, implicando la conversion de medidas y calculo del modelo matematico
del tanel

13b En esta tarea el profesor o futuro profesor debe poder calcular la longitud de arco
como herramienta para determinar la cantidad de sellante necesario para recubrir las
paredes del tdnel.

14a El profesor o futuro profesor debe poder: Identificar el teorema fundamental del
calculo planteado en un lenguaje formal y aplicarlo en contexto extramatematicos

Nota. Continuacion de descripcion del Conocimiento Ampliado del Contenido
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Capitulo 7. Conclusiones

“Hacer una tesis significa divertirse y la tesis es como el cerdo, en ella todo tiene
provecho.”
Umberto Eco

En el presente capitulo se describen los resultados de los estudios realizados para el logro de
cada una de las fases de investigacion, las cuales dieron cumplimiento al objetivo general de la
investigacion, el cual se centra en: Caracterizar el conocimiento del estudiante de formacion
Matematica relativo al contexto institucional, para que la ensefianza del objeto integral tenga la
mayor idoneidad epistémica y cognitiva.

7.1 Primera fase de investigacion

Para el logro del objetivo OBEL. Caracterizar los pares (Practicas, Configuracion de objetos
en las practicas) a partir del estudio histérico- epistemoldgico del objeto integral, para identificar
los significados parciales del objeto matematico y asi reconstruir el significado global del objeto
integral. El cual se basa en la pregunta ¢cuél es el significado global del objeto matematico
Integral? Para dar respuesta al interrogante, se realizé el estudio historico- epistemoldgico y
fenomenoldgico, determinando los significados parciales asociados a las practicas realizadas en
cuatro periodos de tiempo. En la figura 4.22 del capitulo 4, se presenta el significado holistico,
construido a partir de las configuraciones epistémicas y significados parciales, de los problemas
emergentes en la génesis y evolucion del objeto Integral a partir del estudio historico,
epistemologico y fenomenoldgico; con este estudio se demuestra la complejidad del objeto de

estudio, el cual evidencia las dificultades en el aprendizaje de los estudiantes.

7.2 Segunda fase de investigacion
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En el desarrollo de la segunda fase de investigacion se dieron respuesta a los objetivos; OBE2.
Caracterizar el significado global del objeto integral pretendido en los planes de estudio del
programa de licenciatura en matemaéticas, OBE3. Caracterizar el significado de referencia del
objeto integral pretendido por los libros de texto (4 libros).

7.2.1 Caracterizacion del significado del objeto Integral por los planes de estudio.

Al triangular los contenidos minimos de la asignatura Célculo Integral en programas de
licenciaturas en matematicas, de varias universidades de indole nacional, se observa que en la
primera unidad, se propone el desarrollo del significado parcial de referencia de antiderivada, el
cual corresponde a la relacion existente entre el calculo diferencial e integral, seguido de los
métodos de integracion, el cual hace parte de un significado parcial de referencia emergente propio
de los procesos de ensefianza, y para culminar el curso se propone aplicaciones de la integral, entre
los cuales se encuentran los significados parciales institucionales de, integral definida, longitud,
volumen, longitud de arco y sélidos de revolucion.

De igual forma el programa de Calculo Integral, evidencia los significados pretendidos para el
objeto Integral segun los contenido minimos presentados como el criterio 1 en el disefio del
instrumento, de acuerdo con el marco legal (ver capitulo 5.2) del Ministerio de Educacién Nacional
(MEN), que rige los programas de licenciatura, ubica el Célculo Integral como el &rea disciplinar,
fundamentada en las competencias que el profesor debe apropiarse de los contenidos y de su
disciplina para interactuar en una labor investigativa. Es asi como segun los lineamientos dados
por el MEN, se concluye que el estudiante de licenciatura en matematicas debe tener un

conocimiento del objeto Integral en su naturaleza y sus contextos de uso.

7.2.2 Significado del objeto Integral pretendido por los libros de texto
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En el anélisis de los significados emergentes, se realizé una triangulacion en los libros de texto
universitarios mas utilizados, se identifico que en comun el significado de Integral comienza desde
el problema asociado al area, se identifica en comun los significados parciales de antiderivada
(primitivas), integral definida e integral indefinida, volumen, trabajo, teorema del valor medio,
métodos de integracion, teorema fundamental del célculo, y parcialmente es trabajado los
significados de integracion numérica, integracién impropia, longitud de arco, sumas de Riemann,
fuerza y presion.

En conclusion, al anélisis de texto, se evidencia que no se encuentra el significado de método
de exhauscion, y el significado de probabilidad que pueden ampliar el conocimiento del futuro
profesor. Se recomienda el uso de los libros tedricos (Apostol) y aplicados (Stewart), ya que estos
aportan mayor conocimiento comun y ampliado del contenido, los cuales generan mayor idoneidad

en el desarrollo del curso.

7.3 Tercera fase de investigacion

La tercera fase de la investigacion corresponde al logro del objetivo OBE4. Caracterizar la
dimensidn cognitiva y epistémica en el modelo del CDM del conocimiento del profesor para el
objeto integral segun el significado global del objeto matematico y el establecimiento de un
significado de referencia propuesto en los libros de texto. Donde se establecid el disefio de un
cuestionario denominado CDM-Integral para validar las tareas que se consideran propias o
representativas y que pueden servir para evaluar el conocimiento comun y ampliado del contenido
matematico, como base para potenciar el conocimiento especializado del profesor o del futuro
profesor (estudiantes de formacién matematica).

7.3.1 Caracterizacion de la faceta epistémica del CDM
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Se plantea como uno de los objetivos de la investigacion (OBE4) la caracterizacion de las
categorias del conocimiento comin y ampliado del contenido segin Pino (2015), como
conocimientos base para el desarrollo de un conocimiento especializado del contenido necesario
en la labor profesor y en el proceso de ensefianza del objeto matemético. Segun Pino (2015) el
conocimiento comun del contenido hace referencia al conocimiento matemético implicito que
cualquier persona utiliza en el desarrollo de una situacion probleméatica de acuerdo al nivel
educativo, en este caso en solucionar tareas relacionadas al objeto Integral.

En esta linea, se establece que el conocimiento comun del contenido, se relaciona con los
procesos de la actividad matematica en el desarrollo del pensamiento matematico avanzado de los
estudiantes, tales como representar, definir, abstraer, generalizar, refutar entre otros.

De igual forma el conocimiento ampliado del contenido, el cual se relaciona con los
conocimientos matematicos del estudiante, en el desarrollo de situaciones que involucran un nivel
superior de los procesos matematicos del pensamiento matematico avanzado adquiridos a lo largo
de una trayectoria académica. Por tanto, es claro que este conocimiento se relaciona con el
curriculo en la conexion de propiedades y saberes propios de la matematica, junto a otros contextos

extra-matematicos.

7.4 Aportes de la investigacion

Dentro del desarrollo del proceso investigativo se interpreta la reflexion pedagogica del autor
en cuanto al proceso de investigacion en el marco del Enfoque Ontosemiotico, el desarrollo de un
conocimiento especializado en torno del Calculo Integral, desde la génesis, evolucion y procesos
de ensefianza y de aprendizaje del objeto matematico, descritos en las problematicas y la

construccién del significado Global a partir del estudio epistemolégico.
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De igual forma el estudio o reconstruccién de los significados emergentes del objeto integral
que salen del estudio epistemoldgico, potencian el desarrollo de un conocimiento especializado y
otra parte del conocimiento especializado fue la identificacion de las configuraciones epistémicas;
es decir, en el andlisis a las problematicas el autor de la tesis realizd el analisis semidtico llegando
a la comprension del par (objetos matematicos y configuraciones epistémicas), obstaculos y
dificultades en cuanto préacticas relacionadas con el objeto integral. En esta direccidn se construyo
y validé el instrumento cuestionario CDM-Integral para caracterizar las dimensiones epistémicas
y cognitivas, como un aporte importante para el futuro profesor en especial en cuanto al
conocimiento matematico de la Integral, desde su fase de disefio, y validacion. Ademas, este
instrumento se deja a la comunidad investigativa en funcién de ampliar el campo investigativo en
la linea de formacion de profesores de la asignatura de calculo Integral, como también los procesos
de ensefianza y aprendizaje.

En una tercera parte en este documento se caracteriza la dimension epistémica del futuro
profesor, en otras palabras, se describen las tareas que el profesor o futuro profesor deberia poder
hacer (Pino y Godino, 2015) segun las tablas expuestas en el capitulo 6: estas tareas van en funcion
del CCC y CAC. En la dimension cognitiva se identifican y analizan los errores y dificultades que
los estudiantes presentaron al resolver la version piloto del cuestionario CDM-Integral. Y
finalmente, se destaca la participacién como ponente en el X Simposio de Matematicas y
Educacién Matematica con la ponencia “Caracterizacion del conocimiento matematico del
profesor en la ensefianza del objeto Integral” y en foros realizados en el grupo de investigacion de
Algebra y Analisis, la comprension de la complejidad de la escritura de articulos y libro en proceso

de evaluacion.
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