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Resumen

En este trabajo se presenta una propuesta para simular variables aleatorias con
distribucién platicurtica 6 leptocurtica utilizando el método de la transformacion
inversa. Puesto que es comun encontrar procesos de simulacién para variables
aleatorias provenientes de densidades de probabilidad usuales, la metodologia aqui
presentada proporciona una forma mas general para simular variables aleatorias
seleccionadas de distribuciones muy aplanadas ¢ muy apuntadas con respecto a la
conocida distribucién normal estandar.

Palabras claves: simulacion de variables aleatorias, distribucion platictrtica, leptoctrtica

Abstract

In this work, it is presented a proposal to simulate random variables with distribution
of little or high kurtosis using the inverse transformation method. Since is common to
find simulation process for random variables arise of usual probability densities, the
methodology presented here gives a general way to simulate random variables selected
of flatten or aimed distributions dealing with known standard normal distribution.

Keywords: simulation of random variables, little or high kurtosis distribution.

1. Introduccion

Se cree que la simulacién tuvo sus inicios en el momento mismo en que el hombre
intent6 imitar y emular acciones ejecutadas por la naturaleza de manera aleatoria, la
simulacién por computador se originé a mediados del siglo pasado, desde entonces su
uso ha venido creciendo muy rapidamente en diversos ambitos hasta convertirse en
una herramienta indispensable para solucionar una gran variedad de problemas que
pot los métodos analiticos tradicionales no se habfan podido solucionar en areas del
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conocimiento como: Estadistica, Ingenierfa de sistemas, Matematicas, Iisica,
Economia, Informatica e Ingenierfas entre otros. En términos generales, la simulacion
puede entenderse como el arte de construir modelos para estudiar el comportamiento
de un sistema real. Un modelo es una representacion de un sistema de interés a través
de variables aleatorias, variables controlables y no controlables, muchas simulaciones
se realizan en base a modelos matematicos los cuales se pueden clasificar en
probabilisticos y deterministicos, la naturaleza del problema a resolver o del sistema a
estudiar indican usualmente cual es el modelo mas pertinente para su soluciéon o para
su analisis. Muchos autores han conceptualizado a cerca de la simulacién, tales como:
[1] C. West Churchman (1973), [2] Naylor (1977), [3] Papoulis (1991), [4] Azarang
(1996), [5] Ross (1998), [6] Rios Insta (2000), [7] Blanco (2004), entre otros, los
mencionados autores en sus trabajos hacen notar que para realizar procesos de
simulacién es conveniente partir de modelos matematicos que hagan posible emular de
manera razonable el comportamiento de un sistema de interés, dichos modelos se
pueden estructurar haciendo uso de los conocimientos proporcionados por la
Estadistica matematica, la teorfa de probabilidad, las ecuaciones diferenciales y la
programacién de computadores entre otras.

En la simulaciéon de wvariables aleatorias X que siguen una distribucién de
probabilidad especifica , varios métodos se han propuesto, entre ellos estan: el método
de la transformada inversa, el del rechazo, el de la convolucion, el de Box-Muller, y
multiplicidad de métodos mixtos en diferentes contextos, lo anterior se puede verificar
los trabajos realizados por: Naylor, Papoulis, Ross, Rios, Blanco y otros, en dichos
trabajos se indican algoritmos para realizar simulaciones de variables aleatorias
discretas o continuas considerando las distribuciones usuales, incluyendo la
distribuciéon normal. En el presente trabajo se desarrolla una propuesta para simular
variables aleatorias con distribucion de probabilidad continua caracterizada por ser
platicurtica 6 leptocurtica, siguiendo una metodologia que incluye: el uso del método
de la transformacién inversa y la funcion percentil (inversa) de Distribucion Lamba
Generalizada (DLG), dicha metodologia proporciona una forma mas general para
simular variables aleatorias seleccionadas de distribuciones muy aplanadas 6 muy
apuntadas con respecto a la conocida distribucion normal estandar.

2. Marco teorico
2.1 Funcioén de distribucion de probabilidad

Si X es una variable aleatoria real continua con funcién de densidad de
probabilidad f (X) entonces la funcion de distribucién es una funcién no decreciente

denotada con F(X) y definida por:

F(x)=P(X £x)= j' f (t)dt

—00
2.2 Variables aleatorias con distribucion platicurtica 6 leptocurtica.
Si la variable aleatoria X tiene distribucién F(X) entonces los cuatro primeros

momentos de la variable aleatoria que se denotan con «;,,,,, &, (media, varianza,

sesgo y curtosis) se obtienen mediante las siguientes expresiones:



a, = u, =E(X)= T xf (x)dx
a,=0" =E[(X - )’ |= T(x — )% f (x)dx

a,=E(X-u)?’lo’

a,=E(X-w)*lc’

Una variable aleatoria Z proviene de una distribucion normal estandar si su funcion de
distribucion esta dada por:

F(z)=P(Z<2)= j f (x)dx

—0

Donde (x) es su funcién de densidad, la cual corresponde a la funcion:

f(x):ﬁexp(—gxz)

La representacion grafica de la anterior funcién de densidad corresponde a una curva
simétrica denominada campana de Gauss, la cual alcanza su valor maximo absoluto

1

igual a =0.3989 en x=0. El coeficiente de curtdsis para una vatiable normal
N2

estandares a, =3

Una variable aleatoria continua X proviene de una distribucién platicirtica si el
coeficiente de curtésis ¢, es menor que tres, la grafica de su funcién de densidad

correspondiente en su punto maximo absoluto resulta ser mas baja (mas aplanada) que
la grafica de la funcién de densidad de la normal estandar.

Una variable aleatoria continua X proviene de una distribucién leptocurtica si el
coeficiente de curtdsis ¢, es mayor tres, la grafica de su funcién de densidad

correspondiente en su punto maximo absoluto resulta ser mas alta (mas apuntada) que
la grafica de la funcién de densidad de la normal estandar.

2.3 Distribucion Lambda Generalizada

Segun Karian, Z.A., Dudewicz, E.J. (2000) La Distribucién Lambda Generalizada
(DLG) se define por la expresion siguiente:



(1= v
P =4+ =022
i ©)
con 0=<y<1 4, #0. A la expresion (1) se le denomina también funcién percentil de
la Distribuciéon Lambda Generalizada.
4, cotresponde al parametro de localizacion, 4, al de escala, 45 determina el Sesgo y

A4 determina la curtdsis.
La funcién de densidad de la distribucién Lambda Generalizada es:

A =\
x)= — 2 — en x=F (.}’)
X N

Si la variable aleatoria X tiene distribucion Lambda Generalizada de parametros
Ay Ay Ay Ay con Ay >—% Yy A, >—1 entonces los cuatro primeros momentos que

se denotan con «,a,,t,,a, (media, varianza, sesgo y curtdsis respectivamente) se

obtienen mediante las siguientes expresiones:

A
o = piy =E(X)= Ay + =

2

B-— A?
a, =o?= E[(X —,u)2]= 7
2
C -3AB +2A®
a,=E(X-u)’lc®= g
2

D-4AC +6A’B —3A*
a, :E(X—,u)4/0'4 = Py
2

A 1 1
1+, 1+4,

donde

1 1
B= +
1+24, 1+24,

—2Beta(l+ 4,1+ 4,)

Co 1 1
1+34, 1+34,
+3Beta(l+ 4;,1+24,)

—3Beta(l+24,,1+ 4,)

D 1 1
1+44, 1+44,
+6Beta(l+24,,1+24,) —4Beta(l+ 4,,1+34,)

—4Beta(l+34,,1+ 4,)



2.4 Distribuciones platicurticas 6 leptocurticas provenientes de la DLG.

Utilizando (1) es posible obtener distribuciones platicurticas, para ello se debe tener
presente que A, #0 y verificar que el coeficiente de curtdsis @, sea menor que tres.

Con 4 =-1.4649, A, =0.2748, 4, =0.0105, 4, =0.7034, resulta que @, =2 yla
Distribucién Lambda Generalizada toma la forma,

YOS (] y)070%8

F(y)=—-1.4667+ 2
(v) 02748 2)
Para 4, =-0.5783, 4, =0.2841, 4, =0.1151, 4, =0.3652, resulta que o, =2.5
obteniéndose una distribucion ligeramente menos platicurtica (aplanada) que la
presentada en (2) con la siguiente Distribucion Lambda Generalizada,
0.1151 _ 1 _ 1,\0.3652
Fi(y)=—05783+ ) —A=V) """ _ 3)

0.2841

Si se tiene 4 =-0.3423, 4, =0.2172, 4, =0.1059, 1, =0.205, resulta que «, =2.9 se
obtiene una distribucién aun menos platictrtica que las presentadas en (2) y (3) y
mas cercana al apuntamiento correspondiente a la distribucién normal estandar,
para los anteriores parametros la Distribucion Lambda Generalizada resultante es,

YO0 (1 y)0205

F'(y)=-0.3423+
) 0.2172

)

También utilizando (1) es posible obtener distribuciones leptocurticas, para ello se
debe tener presente que A, #0 y verificar que el coeficiente de curtdsis @, sea

mayor que tres. De este modo se obtienen distribuciones con mayor coeficiente de
apuntamiento.
Si 4, =-0.1030, 4, =0.03185, 4, =0.0164, 1, =0.0198, con los cuales resulta

quea, =4

00164 _ (q _ ,)0.0198
YR - -y)

F(y)=-0.1030+ 5
2 0.03185 ©)
Si 4, =-0.03767, 4, =-0.2807, 4, =-0.1184, 4, =-0.1265, con los cuales resulta
quee, =8.1
01184 _ ¢q _ \,\-0.1265
F(y) =—0.03767 + 2 (Cnd') I ©6)

—0.2807

Similar a los casos anteriores, se puede continuar generando una gama muy amplia
de distribuciones de probabilidad platicarticas 6 leptocirticas para variables
continuas las cuales es posible que se requieran para modelar algunas situaciones
reales.



2.5 Método de la transformada inversa

Sea U cualquier numero aleatorio con distribucién uniforme en (0,1) es decir, U
es un valor de la variable U que se denota ahora con U ~U(0,1), sea X una
variable aleatoria con distribucion F(X), es posible definir una correspondencia

entre los valores U y los valores de F(X) de la siguiente manera:

u=F(x)= JX- f (t)dt

Como F(X) es mondtona creciente entonces,

F7 (W) =F"(F(x) =x ™)
Ademas, para las variables aleatorias U y X se cumple que,
FPU)=X ®)

De las expresiones (7) y (8) tesulta que X es un valor de la variable aleatoria X
con funcion de distribucion F(X).

En la seccién 3 se obtendra una expresion que corresponde a (7) e implica (8) la
cual permite obtener de una manera mas general los valores X de la variable
aleatoria X con una distribucién platicirtica 6 leptocirtica proveniente de la
Distribucion Lambda Generalizada.

3. Obtencion de resultados.

De manera genérica, para obtener valores de variables aleatorias continuas
provenientes de la Distribucién Lambda Generalizada se utiliza basicamente la
funcion percentil dada en la expresion (1), los valotes X de la variable aleatoria X
con distribucién platicirtica 6 leptocurtica se obtienen generando ndmeros
aleatorios U con distribucion U (0,1) que luego se remplazan en la posicion de “y”
en la expresion (1), resultando:

u® —(L-u)*

=F() =
X (u)=4+ ) o)

Usando la expresion (9), los valores X de la variable X con distribucién platicurtica
dada en (2) se obtienen mediante la expresion siguiente:

00105 _ (1 _4)07034

=X
0.2748 (10)

u

F(u) =—1.4667 +

Los valores X de la variable X con distribucion platictrtica dada en (3) se consiguen
usando la expresion:



F-(u) = 05783+ st _ 1- u)o.sesz .
0.2841

(11)

Los valores X de la variable X con distribucion platicurtica dada en (4) se tienen de la
expresion que se indica a continuacion:

Fi()=—03423+ 0~
0.2172

(12)

Los valores X de la variable X con distribucién leptocurtica dada en (5) se obtienen
utilizando:

00164 _ (1 00198
F(u)=—01030+ 9 —&=W "
0.03185

(13)

Los valotes X de la variable X con distribucion leptocurtica dada en (6) se obtienen
utilizando:
u—0A1184 _ (1_ u)—0.1265 B

F™*(u) =-0.03767 +
( )
—0.2807

(14)

Utilizando un procedimiento similar se puede trabajar con cualquier distribucion
platicirtica 6 leptocurtica proveniente de la Distribucion Lambda Generalizada. Con el
proposito de ilustrar el proceso de simulacién, a continuacion se generan 12 valores X
de las tres variables X con distribucién platicirtica simulados con las expresiones (10),
(11) y (12) y (12), asi mismo se generan 12 valores X de las dos variables X con
distribucién leptocurtica simulados con las expresiones (13) y (14) los resultados se
presentan en la Tabla 1, como es de esperarse, para modelar un sistema real en el que
se incluyan variables aleatorias con esta clase de distribucion serd necesario generar por
computador muchos mas nimeros aleatorios, ademas se debera incluir una cantidad
mayor de digitos a fin de lograr una mejor precision en los valores de las variables
aleatorias que se estén simulando.

Numero Valor X Valor X Valor X Valor X Valor X
aleatorio Expresion Expresion Expresion Expresion Expresion
u (10) (11) (12) (13) (14)
0,1396 -1,17557 -1,19578 -1,06891 -1,00713 -0,904378
0,4313 -0,305613 | -0,189510 -0,231551 -0,184125 -0,146988
0,6122 0,285418 0,403976 0,237109 0,228689 0,202703
0,2908 -0,731910 | -0,638773 -0,593754 -0,519815 -0,440508
0,1557 -1,12828 -1,12725 -1,00826 -0,941028 -0,838006
0,6995 0,597569 0,724741 0,492461 0,452130 0,393563
0,3463 -0,565902 | -0,458803 -0,447127 -0,381158 -0,317444
0,4456 -0,260807 | -0,144119 -0,195531 -0,151821 -0,119403
0,0524 -1,44231 -1,68796 -1,52658 -1,55167 -1,50175
0,1032 -1,28387 -1,36833 -1,22484 -1,18325 -1,08734
0,1412 -1,17112 -1,18917 -1,06304 -1,00067 -0,897838
0,0429 -1,47432 -1,76958 -1,60630 -1,65554 -1,62697

Tabla 1. Valores de x simulados con las expresiones (10), (11), (12), (13) y (14)




Es importante destacar que si la distribucion de la cual se esta muestreando (por medio
de los valores simulados para la variable de interés) presenta un coeficiente de curtdsis
alto, los datos de la variable aleatoria que siguen dicha distribucién posiblemente
resulten con tendencia hacia la homogeneidad de ellos, es decir que entre mas
platicurtica sea la distribucién para la variable aleatoria, sus correspondientes datos
probablemente resulten homogéneos siempre y cuando se concentren cerca de la
media de la distribucion.

Conclusion.

El método de la transformada inversa posibilita la utilizacion directa de la Distribucion
Lambda Generalizada con su funcién percentil para simular de manera eficiente
valores de variables aleatorias X con distribucion platictrtica 6 leptocurtica por
medio de la expresion (9) resultando una metodologia mas general que la forma clasica
de simular variables aleatorias continuas, dicha metodologia consta de tres pasos
principales: generar los numeros aleatorios provenientes de una distribucién uniforme
en el intervalo (0,1), determinar la funcién percentil de la Distribucién Lambda
Generalizada que corresponda a la distribucién platicurtica 6 leptocurtica de interés y
reemplazar los numeros aleatorios generados en la expresion (9). Este algoritmos
posiblemente se pueda extender a distribuciones simétricas o asimétricas provenientes
de la Distribucién Lambda generalizada.
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