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1. Resumen

El cursillo estd basado en una propuesta didactica para representar y modelar de
manera aproximada en el plano, los atractores de fractales autosemejantes y sus familias,
usando el ambiente de geometria dinamica proporcionado principalmente por el Cabri
Geometry. Se inicia con una contextualizacion teorica describiendo una clasificacion de
Sistemas Iterados de Funciones (IFS’s), desde los fractales autosemejantes clasicos,
hasta las familias de fractales conocidas como superfractales. A partir de las nociones
elementales de geometria euclidiana, geometria cartesiana, geometria vectorial y de la
geometria de las transformaciones (ver [1]), de manera particular de la nocion de
afinidad regular contractiva, se construyen representaciones aproximadas de los fractales
de Pitagoras, curvas y estrellas fractales y varios ejemplos de superfractales, empleando
las macroconstrucciones como opciones para simular procesos recursivos e iterativos en
espacios discretos, ademds de evidenciar algunos aspectos de la relacion entre arte y
geometria.

Palabras clave: Geometria fractal de la naturaleza, sistemas iterados de funciones
(IFS'5), representacion, estrategia diddctica, aprendizaje.

2. Los sistemas iterados de funciones

Una formalizacion bien conocida propuesta en [7] por Hutchinson en su trabajo sobre
fractales y autosimilaridad, proporciona un sustento matematico de los fractales
autosemejantes generados por sistemas iterados de funciones [18], por sus siglas en inglés
(IFS’s). El fractal asociado con un IFS, se representa con el atractor. Las afinidades
contractivas permiten estructurar y clasificar los diversos tipos de sistemas iterados de
funciones que subyacen como modelos matematicos de los fractales autosemejantes. Las
clases de sistemas iterados de funciones (IFS’s), entre ellos los IFS’s con probabilidades y
los IFS recurrentes, se afianzan como tematicas fundamentales para modelar los fractales
escalantes. Una clasificacion de sistemas iterados de funciones planteada en [21], ha sido
construida en el ambito tedrico, la cual comprende: los sistemas iterados de funciones
clasicos (IFS’s), los sistemas iterados de funciones con probabilidades (PIFS’s), los
sistemas iterados de funciones recurrentes (RIFS’s), los sistemas iterados de funciones
locales (LIFS’s), los sistemas iterados de funciones de un solo espacio (ssLIFS’s), los
fractales v-variables y los superfractales (ver [3]). Dicha taxonomia pretende entre otras
cosas, mejorar los modelos matematicos para representar de manera realista los objetos de
la naturaleza.

3. Construccion de fractales con Cabri: fractal estrella SP

Se describe inicialmente y a manera de ejemplo, la forma de construir la estrella fractal de
cinco puntas (5P). La estrella 5P, dibujada como una poligonal cerrada, a partir de un
segmento y considerando un angulo de treinta y seis (36) grados (ver [10]). Se define una
primer macro, con dos pardmetros, la longitud del segmento y un angulo especifico (Ver
grafica 1). El orden en que se escogen los puntos iniciales para definir la macro es
importante para darle una orientacion fija a la construccion. Una segunda macro auxiliar
con dos parametros, permite determinar un segmento trasladado a partir del original, en
cada punta de la estrella: el primer parametro es un factor de homotecia, respecto al
segmento semilla y el segundo parametro es el angulo de rotacioén (Ver grafica 2). Una
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tercera macro que se construye, graba el mecanismo de reproduccion del fractal estrella de
cinco puntas, con la cual se puede dibujar la aproximacion del fractal, en el nivel deseado.
Se pueden grabar macros intermedias de niveles mas altos, por ejemplo nivel tres o
cuatro, para agilizar el proceso de representacion aproximada del atractor.
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Grafica 1. Semilla Grafica 2. Macro Intermedia Grafica 3. Macro Nivel 1 Grafica 4. Estrella 5P

La clave para construir modelos de fractales dindmicos en el ambiente grafico de Cabri, es
poder definir macros con pardmetros en su construccion, que posteriormente se pueden
tomar como variables para realizar las animaciones que permiten obtener la familia de
fractales con la misma estructura. En la medida que aumente el nimero de variables, es
obvio que se amplia la gamma de representaciones aproximadas de atractores obtenidos.

Se presenta a continuacion una coleccion de modelos de fractales dinamicos, elaborados
en cada caso, siguiendo un procedimiento andlogo al descrito anteriormente. Al analizar
los resultados obtenidos, es evidente que surge una variedad de situaciones abiertas (sin
resolver), respecto a problemas métricos como areas, longitudes laterales, formas diversas
de los atractores, lugares geométricos, que son una excelente oportunidad para descubrir
muchas propiedades geométricas. Con interés didactico, en la descripcion de los sucesivos
modelos de fractales dinamicos no se describen los detalles, pues se busca que los
estudiantes aprendan a través del descubrimiento. Las situaciones problematicas que se
plantean pretenden ser cuestionadoras, para enriquecer las experiencias de los estudiantes
en el campo de las representaciones graficas. Las construcciones se clasifican de acuerdo
con el creciente grado de complejidad y en el proceso de construccion surgen elementos
comunes, que se van descubriendo como regularidades que se constituiran en los primeros
pasos para trabajar con estructuras fractales.

En sintesis, las representaciones expuestas permiten que el estudiante descubra las
propiedades basicas en los distintos tipos de geometria usadas en las figuras construidas;
mediante la simulacidon, determina las propiedades de la composicion de traslaciones,
rotaciones, simetrias, homotecias y en general de transformaciones afines. Tales
construcciones son el proposito de la actividad, pero la riqueza en el manejo de las
relaciones y proposiciones relativas a geometria euclideana y de las transformaciones,
surge como tarea prioritaria para lograr finalmente las representaciones fractales.




He | 3
Estrella

H-Fractal

Ternario

actal Arbol

Triangulo
Sierpinski-Koch

4. Consideraciones finales

Esta propuesta didactica (ver [19] y [20]), producto de la experimentacién con

varios grupos de estudiantes de la asignatura de geometria de la Universidad Pedagogica y
Tecnolégica de Colombia (UPTC), con sede en Tunja, Boyaca, pertenecientes a la
Licenciatura en Matematicas, se plantea como una alternativa de trabajo para la
construccion de conceptos relativos a la geometria fractal de la naturaleza (ver [2], [11],
[14], [15], [16], [17] ¥ [22]), que puede ser adoptada, reformulada y enriquecida como
alternativa viable en otros contextos educativos similares. Los aspectos relevantes,
producto de los resultados del trabajo de investigacion se pueden sintetizar en:

En la construccion de los dibujos-dinamicos en Cabri Geometry II, descritos en
este trabajo, es muy importante determinar cuales son los parametros elegidos mas
apropiados, para dotar de mayor dindmica a tales construcciones, usando las
opciones de desplazamiento y animacién contenidas en el mend. De tal eleccion
depende el éxito en la riqueza de las situaciones problematicas planteadas y la
amplitud de los sistemas semidticos que pueda proporcionar el modelo construido.
Las situaciones problematicas acd planteadas, se pueden tipificar como abiertas
(“blandas”, en el sentido de J. M. Laborde), pues obedecen a situaciones menos
exigentes (en términos de cantidad de pardmetros, no de complejidad). Dichas
situaciones son mas creativas que descriptivas, poseen caracteristicas que
propician la imaginacion y el aprendizaje por descubrimiento (ver [8] y [9]). El
uso del computador como mediador de aprendizaje implica la modificacion de los
problemas planteados de manera tradicional, de las preguntas y cuestionamientos,
de los enfoques para su solucion (ver [12]) y hasta en la interpretacion de los
resultados.

Algunos atractores generados por sistemas iterados de funciones, con apariencia
distinta, contienen una estructura basica comun (ver [13] y [6]), la evidencia de
este hecho clave, es mostrado con el desarrollo de las actividades propuestas. Las
macro-construcciones, son las herramientas que permiten simular los operadores
de iteracion y retroalimentacion en el proceso de construccion de fractales.

Las posibilidades de estos sistemas semioticos (ver [4] y [5]) de representacion
externos (pizarra electronica), son practicamente ilimitados. Desde el espacio




discreto de la pantalla del computador (o calculadora), y de acuerdo a una buena
resolucion de pantalla, las representaciones graficas son percibidas por la mente
como un proceso continuo, tal vez de manera espontanea. Las familias de fractales
determinadas por los pardmetros establecidos o fijados en la fase de construccion,
permiten explorar amplios campos en la visualizacién de aproximaciones de
atractores correspondientes a familias de sistemas iterados de funciones en donde
subyacen estructuras similares.
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